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Prefacio 


Propósito del libro. Este libro presenta a los estudiantes de ingeniería, física, mate¬ 
máticas y ciencias de la computación las áreas de las matemáticas que, desde una 
perspectiva moderna, poseen mayor importancia en relación con problemas prácticos. 

El contenido y carácter de las matemáticas necesarias en aplicaciones prácticas 
cambian con rapidez. Cada vez son más importantes el álgebra lineal —en particular 
las matrices— y los métodos numéricos para computadoras. La estadística y la teoría 
de las gráficas desempeñan papeles más sobresalientes. El análisis real (las ecuaciones 
diferenciales ordinarias y parciales) y el análisis complejo siguen siendo indispensables. 
El material del presente texto, dividido en dos volúmenes, está organizado consecuente¬ 
mente en siete partes independientes (ver también el diagrama de la página siguiente): 

A Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-6) 

B Álgebra lineal, cálculo vectorial (capítulos 7-9) 

C Análisis de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales (capítulos 10,11) 

D Análisis complejo (capítulos 12-17) 

É Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

F Optimización, gráficas (capítulos 21,22) 

G Probabilidad y estadística (capítulos 23,24) 

A lo que sigue: 

Bibliografía (apéndice 1) 

Respuestas a los problemas de número impar (apéndice 2) 

Material complementario (apéndice 3) 

Demostraciones adicionales (apéndice 4) 

Tablas de funciones (apéndice 5) 

Este libro ha contribuido a allanar el camino para el progreso actual y capacitará a los 
estudiantes para la situación actual y el futuro mediante un tratamiento moderno de las 
áreas mencionadas y de las ideas —algunas de ellas relacionadas con la computación— 
que dan lugar en la actualidad a cambios fundamentales; muchos métodos son ya 
obsoletos. Se hace hincapié en las ideas nuevas, por ejemplo, la estabilidad, la estima¬ 
ción de errores y problemas estructurales de algoritmos, por citar sólo algunas. Las 
tendencias se alimentan por la oferta y la demanda: oferta de nuevos y eficaces métodos 
matemáticos y numéricos aunados a los enormes recursos de las computadoras; la 
demanda de resolver problemas de complejidad y alcance crecientes, los cuales se origi¬ 
nan de sistemas o procesos de producción cada vez más elaborados, de condiciones 
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básicos, así como una percepción clara de cuál es el campo de acción de las matemá¬ 
ticas para ingeniería en las tres fases de la solución de problemas: 

Modelado: Traducir la información y los datos físicos o de otras áreas a una forma 
matemática, a un modelo matemático (una ecuación diferencial, un sistema de ecuaciones 
o alguna otra expresión matemática). 

Solución: Obtener lasolución seleccionando y aplicando los métodos matemáticos 
apropiados y, en la mayoría de los casos, realizando los cálculos numéricos en una 
computadora. Esta es la tarea principal de este libro. 

Interpretación: Entender el significado e implicaciones de la solución matemática del 
problema original en términos de física—o del campo en donde se origine el problema. 

No tendría sentido sobrecargar a los estudiantes con todo tipo de detalles que sólo 
se usarán de vez en cuando. Más bien, es importante qUe los estudiantes se familiaricen 
con las formas de pensar matemáticamente, que entiendan la necesidad de aplicar méto¬ 
dos matemáticos a problemas de ingeniería, que se den cuenta de que las matemáticas 
son una ciencia sistemática construida a partir de un número relativamente reducido de 
conceptos básicos que incluye eficaces principios unificadores y lleguen a una com¬ 
prensión firme de la interrelación entre la teoría, los cálculos y la experimentación. 

Los acelerados avances mencionados arriba han redundado en la incorporación 
de diversos cambios y nuevas características en la presente edición de este libro. 

En particular, se han redactado de nuevo varias secciones de una manera más 
detallada y pausada, para hacer más sencillo el libro . 

Lo anterior también ha llevado a un mejor equilibrio entre aplicaciones , ideas 
algorítmicas , ejemplos resueltos y teoría. 

Los principales cambios en esta edición 

o NUEVOS EJERCICIOS DE LAS SECCIONES. Ahora guardan una relación 
más estrecha con los ejemplos resueltos en el texto. 

REORGANIZACIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES. Las ecuacio- 
nes de orden n se ampliaron en un capítulo aparte. Los sistemas se 
ampliaron y actualizaron de manera sustancial. 

REORGANIZACIÓN COMPLETA DEL ÁLGEBRA LINEAI 

Vectores y matrices (capítulo 7) 

Álgebra vectorial y cálculo diferencial en E? (capítulo 8) 

Cálculo integral vectorial en E? (capítulo 9) 

Pamhióe aHirÍAnaloe u m laiiae Aav'anfarífitiAae yIa Iá» aqmíIi iIa» 
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• De segundo orden (capítulo 2). Mayor fluidez del material al reordenarlo —toda la 
teoría se encuentra ahora en secciones consecutivas (secciones 2.7,2.8), seguida 
por los dos métodos principales para encontrar soluciones particulares (seccio¬ 
nes 2.9,2.10) y por las aplicaciones básicas dé oscilaciones forzadas (secciones 
2 . 11 , 2 . 12 ). 

• De orden n (capítulo 3). Separación del material de las ecuaciones de segundo 
orden y colocación en un capítulo aparte, con una ampliación del material; la 
presentación sigue en la medida de lo posible el esquema del capítulo 2. 

• Sistemas (capítulo 4). Redacción por completo nueva y ampliación del tema, con 
el uso sistemático de matrices 2 x 2 (las cuales se repasan en la sección 4.0). 

• Método de Frobenius (capítulo 5), Ejemplos más sencillos; ampliación de la dis¬ 
cusión de las funciones de Bessel (sección 5.6). Ampliación de la discusión del 
desarrollo de eigenfunciones (sección 5.9). 

• Transformada deLaplace (capítulo 6). Inclusión de la función de transferencia 
(sección 6.2); inclusión de la ecuación de Laguerre (sección 6.5); ampliación de la 
discusión de las entradas discontinuas y las técnicas de convolución (sección 
6.6); mejor tratamiento de las fracciones parciales (sección 6.7). 

Álgebra lineal, cálculo vectorial (capítulos 7-9) 

• Vectores y matrices en R", se encuentran ahora antes (capítulo 7), seguidos de 

f 

• Algebra vectorial, geometría y cálculo diferencial en R 3 (capítulo 8). Seguidos de 

Cálculo integral vectorial (capítulo 9; la independencia de la trayectoria aparece 
ahora al principio en la sección 9.2). 

Esta nueva disposición del material ofrece una mejor fluidez. 

Análisis de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales 
(capítulos 10,11) 

• Series e integrales de Fourier (capítulo 10). Nueva sección sobre series comple¬ 
jas de Fourier (sección 10.6); nueva discusión del espectro de la amplitud de la 
integral de Fouriery su significado físico (secciones 10.9,10.11). 

• Ecuaciones diferenciales parciales (capítulo 11). Se amplía el tema 2 de la solu¬ 
ción de d'Alembert (sección 11.4); más problemas con valores en la frontera (sec¬ 
ción 11.5, etc. ); material tomado de los ejercicios y desarrollado en el texto, a fin de 
ofrecer más ayuda al estudiante. 

Análisis comDleio (camtulos 12-17) 
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• Mapeos (capítulos 16,17). Análisis simplificado de algunos de los problemas más 
complicados. 

Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

• Aspectos y algoritmos relacionados con las computadoras, se hace aún más 
hincapié en ellos. 

• Actualización y análisis simplificado en los tres capítulos; más detalles sobre la 
estabilidad (sección 18.1, etc.); un mejor análisis de los errores de interpolación 
(sección 18.3); más sobre interpolación segmentaria (splines) (sección 18.4) y 
mejoramiento de la convergencia por desplazamiento (sección 19.8). 

Apéndices 

• Apéndice 1 (bibliografía), actualizado. 

• Apéndice 4, reúne las demostraciones opcionales que se encontraban dispersas. 

Sugerencias para cursos: cuatro semestres consecutivos 

El material puede tomarse en cualquier orden y es adecuado para cuatro cursos conse¬ 
cutivos de un semestre, con 3 a 5 horas por semana: 

Primer semestre . Ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1 -6) 

Segundo semestre. Álgebra lineal y análisis vectorial (capítulos 7-9) 

Tercer semestre. Análisis complejo (capítulos 12-17) 

Cuarto semestre. Métodos numéricos (capítulos 18-20) 

En cuanto a los capítulos restantes, ver abajo. Obviamente se puede intercambiar el 
material; por ejemplo, los métodos numéricos podrían preceder al análisis complejo, etc. 


Sugerencias para cursos: cursos independientes de un semestre 

Esta obra también se presta para varios cursos independientes de un semestre con 3 
horas a la semana; por ejemplo, 

Introducción a las ecuaciones diferenciales ordinarias (capítulos 1-3) 
Transformada de Laplace (capítulo 6) 

Álgebra y cálculo vectoriales (capítulos 8,9) 

Matrices y sistemas de ecuaciones lineales (capítulo 7) 

Series de Fourier y ecuaciones diferenciales parciales (capítulos 10*11, secciones 

on a on n\ 
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Gráficas y optimización combinatoria (capítulo 22) 

Probabilidad y estadística (capítulos 23,24) 

Características generales de esta edición 

La selección, ordenación y presentación del material se han hecho con el mayor cuida¬ 
do, con base en mi experiencia pasada y actual como docente, investigador y asesor. 
Algunas de las características sobresalientes de la obra son: 

El libro es independiente, excepto por algunos puntos marcados con toda claridad 
porque una demostración rebasaría el nivel de un libro como éste y en su lugar se 
ofrece una referencia bibliográfica. 

Ocultar las dificultades o hacer una simplificación excesiva no sería de ayuda para 
los estudiantes. 

La presentación es detallada, con el fin de evitar incomodar al lector con referen¬ 
cias frecuentes para que consulte los detalles en otros libros. 

Los ejemplos son sencillos, a fin de conseguir que el libro se presente para la 
enseñanza —¿por qué escoger ejemplos complicados cuando los sencillos son tan 
ilustrativos, o incluso mejores? 

La notación es moderna y convencional, para ayudar a que los estudiantes lean 
artículos en revistas o en otros libros modernos y entiendan otros cursos con orienta¬ 
ción matemática. 

Los capítulos son en gran medida independientes, lo que permite gran flexibilidad 
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ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDINARIAS 


Capítulo 1 
Capítulo 2 
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Capítulo 5 
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Ecuaciones diferenciales de primer orden 

Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 
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Sistemas de ecuaciones diferenciales. Plano de fase, 
estabilidad 

Soluciones en series de potencias de ecuaciones 
diferenciales. Funciones especiales 

Transformada de Laplace 


Las ecuaciones diferenciales poseen una importancia fundamental en las matemáticas 
para ingeniería porque muchas leyes y relaciones físicas se expresan matemáticamen¬ 
te utilizando este tipo de ecuaciones. En esta parte, que consta de seis capítulos, se 
considerarán diversos problemas físicos y geométricos que llevan a ecuaciones dife¬ 
renciales y se explicarán los métodos estándares más importantes para resolverlas. 

Se prestará especial atención a la obtención de ecuaciones diferenciales a partir 
de situaciones físicas dadas. Esta transición del problema físico al “modelo matemá¬ 
tico” correspondiente se conoce como modelado. El procedimiento es de gran impor¬ 
tancia práctica para ingenieros y físicos y se ilustrará usando ejemplos típicos. 

Las ecuaciones diferenciales se prestan particularmente para las computadoras 





Capítulo 



Ecuaciones diferenciales 
de primer orden 


En este capítulo se inicia el programa de estudio de las ecuaciones diferenciales 
ordinarias y sus aplicaciones considerando los casos más simples de estas 
ecuaciones. Se trata de las llamadas ecuaciones diferenciales de primer orden, 
pues en ellas interviene tan sólo la derivada de primer orden de la función des¬ 
conocida. En este capítulo, así como en los siguientes, uno de los objetivos 
principales es capacitar al estudiante en los métodos para resolver ecuaciones 
diferenciales, centrándose la atención en las que son de importancia práctica. 

Prerrequisitos para este capítulo: Cálculo integral. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: i .8-1.11. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte A. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


1.1 CONCEPTOS E IDEAS BÁSICAS 

Una ecuación diferencial ordinaria es aquella que contiene una o varias derivadas 
de una función desconocida, la cual se denomina y(x), y que quiere determinarse a 
partir de la ecuación; la ecuación también puede incluir a la propia función y así como 
funciones y constantes dadas. Por ejemplo, 

(1) y' = cós x, 

(2) y" + 4y = 0, 

(3) x 2 v"V + 2e x y" = (x 2 + 2)y 2 
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Las ecuaciones diferenciales surgen en muchas aplicaciones de ingeniería y otras 
disciplinas como modelos matemáticos de diversos sistemas físicos y de otros tipos. 
Los casos más simples pueden resolverse recordando el cálculo diferencial e integral 
elemental. 

Por ejemplo, si una población (de seres humanos, animales, bacterias, etc.) crece 
a razón de y' = dyfdx (x = tiempo) igual a la población actual y(x), el modelo de la 
población esy'=y, una ecuación diferencial. Si se recuerda del cálculo que la función 
y = e x (o en términos más generales, y = ce *) posee la propiedad de quey'=y, se habrá 
obtenido una solución del problema. 

Como otro ejemplo, si se deja caer una piedra, entonces su aceleración y" = (fiyldx 2 
(x = tiempo, como en el ejemplo anterior) es igual a la aceleración de la gravedad g 
(una constante). Por tanto, el modelo de este problema de “caída libre” es y" = g, que 
es una buena aproximación, ya que la resistencia del aire tiene una influencia reducida 
en este caso. Al integrar se obtiene la velocidad y f = dylcbc = gx + v 0 , donde v 0 es la 
velocidad inicial con la que empezó el movimiento (por ejemplo, v 0 = 0). Al integrar 
otra vez se obtiene la distancia recorrida y = - gx 2 + + y 0 , donde y 0 es la distancia 

desde 0 al principio (por ejemplo, y 0 = 0). 

Modelos más complicados, como los que se ilustran en la figura 1 así como en mu¬ 
chas figuras más del libro, requieren métodos más refinados para encontrar sus soluciones 
y para discutirlos, los cuales se abordarán de manera sistemática. Para ello se empieza con 
una clasificación de las ecuaciones diferenciales de acuerdo con su “orden”: 

El orden de una ecuación diferencial es el orden de la derivada mayor que inter¬ 
viene en la ecuación. 

Así, las ecuaciones diferenciales de primer orden, que se estudiarán en este 
capítulo, sólo contienen y f y pueden incluir ay así como a funciones dadas de x; por 
tanto pueden escribirse 


(4) 


F(x,y,y f ) = 0 


o en ocasiones 


y' - f(x, y)- 


Ejemplos son las ecuaciones (1) yy' = y ? que se acaba de considerar. Las ecuaciones 
(2) y (3) son de segundo y tercer orden, respectivamente; estas ecuaciones de órdenes 
superiores se discutirán en los capítulos 2-6. 


Concepto de solución 

Una solución de una ecuación diferencial de primer orden (4) en un intervalo abierto 1 
a<x<be s una función y = h(x) que tiene una derivaday' = h'(x) y satisface (4) para 
toda x en dicho intervalo; es decir, (4) se convierte en una identidad si se sustituye la 
función desconocida y por hyy' por h\ 
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Piedra en caída libre 
y" = g = constante 
(sección 1.1) 


Salida de agua 
h’=-k<h 
(sección 1.3) 


paracaidista 
mu' = mg- bx> 2 
(sección 1.3) 


Resistor 


i—w/v 

I— ^LSÜJL 


1 Fuerza 
electromotriz 

j E 


Inductor 


Corriente I en un 
circuito RL 
LV + RI - E 
(sección 1.1) 



Problema de persec ución 

y' = - y Al a 2 - y 2 

(sección 1.3) 



Cable de u n paque te 
y"= kAll+y' 2 
(sección 1.3) 



Masa oscilatoria 
en un resorte 
my" + ky - 0 
(secciones 2.5, 2.11) 


Corriente I en 
un circuito RLC 

Lr + RI'+ I=E' 

(sección 2.12) 


Péndulo 

16" + g sin $ = 0 
(sección 4.5) 


Figura 1. Algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales. 


EJEMPLO 1 Concepto de solución 

Comprobar que y = x 1 es una solución de xy ’ = 2y para toda x. 

De hecho, y' = 2xy , por sustitución, xy f = x(2x) = 2y = 2x 2 , una identidad en x. I 
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EJEMPLO 2 Solución implícita 

La función y de x dada implícitamente por x 2 + y 2 - 1 - 0 (y > 0), que representa una semicircunferencia 
de radio uno en el semiplano superior, es una solución implícita de la ecuación diferencial yy’ = -x en el 
intervalo -1 < x < 1, como puede comprobar el estudiante derivando. I 

A continuación se hará notar que una ecuación diferencial puede tener (y en gene¬ 
ral tendrá) varias soluciones. Esto en realidad no debería ser motivo de sorpresa, dado 
que por cálculo elemental se sabe que la integración introduce constantes arbitrarias. 


EJEMPLO 3 

La ecuación (1) era y' = eos x y puede resolverse aplicando cálculo elemental. De la integración se obtie¬ 
nen las curvas seno >> = sen x + c, con c arbitraria. De cada c se obtiene una de ellas y éstas son todas las 
soluciones posibles, como sabemos por cálculo. En la figura 2 se muestran algunas de las curvas, para c - 
-2,-1,0, 1,2, 3, 4. | 



Figura 2. Soluciones de y' = eos x. 


Este ejemplo, a pesar su simplicidad, es típico de la mayoría de jas ecuaciones de 
primer orden. Muestra que todas las soluciones están representadas por una sola fór¬ 
mula que incluye una constante arbitraria c. Se acostumbra hacer referencia a esta 
fórmula que incluye una constante arbitraria 2 como una solución general de una 
ecuación diferencial de primer orden. Y si se elige un valor específico de c (por ejem¬ 
plo, c = 2,0, —5/3, etc.), se obtiene lo que se conoce como una solución particular de 
esa ecuación. 

Por tanto, y = sen x + c es una solución general de y' = eos x, y y = sen x, y = sen x - 2, 
y = sen x + 0.75, etc., son soluciones particulares. 

En las secciones siguientes se desarrollarán varios métodos para obtener solucio¬ 
nes generales de ecuaciones de primer orden. Para una ecuación dada, una solución 

general obtenida mediante nnn de e<itnc métndnc pc f»Yppntn nr\r la nr^ta^íAr» \/ 
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COMENTARIO Soluciones singulares 

En ocasiones una ecuación diferencial puede tener una solución adicional que no puede obtenerse a partir 
de la solución general y entonces se llama solución singular. Este caso no es de mucho interés en la 
ingeniería y sólo se menciona como referencia. Por ejemplo, 

(5) y' 2 - xy' .+ y = 0 

tiene la solución general y = cx-c 2 , como el estudiante puede comprobar derivando y sustituyendo. Esta 
expresión representa una familia de rectas, una recta para cada valor de c. Son las soluciones particulares 
que se muestran en la figura 3. Por sustitución se comprueba asimismo que la parábola y ~ x 2 /4 de la 
figura 3 también es una solución. Se trata de una solución singular de (5) porque no puede obtenerse a 
partir de y = ex - c 1 eligiendo un valor adecuado de c. 

Se verá que las condiciones bajo las cuales una ecuación diferencial dada tiene 
soluciones son bastante generales. Pero deberá tenerse presente que existen ecuaciones 
simples que no tienen ninguna solución y otras que no tienen solución general. Por 
ejemplo, la ecuación y a = -1 no tiene solución parajp real. (¿Por qué?) La ecuación 
\y'\ + [y| = 0 no tiene solución general, ya que su única solución es y = 0. 



Figura 3. Solución singular (que representa una parábola) 
y soluciones particulares de la ecuación (5). 

Aplicaciones. Modelado. Problemas con valor inicial 

Las ecuaciones diferenciales son de gran importancia en ingeniería debido a que mu¬ 
chas leyes y relaciones físicas se expresan matemáticamente en la forma de ecuaciones 
diferenciales. 

Para empezar, se considera una aplicación física básica que ilustrará los pasos típi¬ 
cos del modelado, es decir, los s pasos que llevan de la situación física {sistemafísico ) a 
una formulación matemática {modelo matemático) y a una solución, así como a la inter¬ 
pretación física del resultado. Quizás sea ésta la manera más fácil de obtener una idea 
inicial de la naturaleza y finalidad de las ecuaciones diferenciales y de sus aplicaciones. 
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Solución. Primer paso . Establecimiento de un modelo matemático (de una ecuación diferencial) del 
proceso físico. Se denota por >>(7) la cantidad de sustancia que aún está presente en el tiempo t. La razón 
de cambio es dyldt. De acuerdo con la ley física que gobierna el proceso de la radiación, dyldt es propor¬ 
cional ay: 

( 6 ) 

Por tanto, y es la función desconocida, la cual depende de /. La constante k es una constante física definida 
cuyo valor numérico se conoce para varias sustancias radiactivas. (Por ejemplo, en el caso del radio 
88 Ra 226 se tiene k ~ -1.4 ■ 10 -11 s 1 .) Evidentemente, dado que la cantidad de sustancia es positiva y 
disminuye con el tiempo, dyldt es negativa y, en consecuencia, k también lo es. Se observa que el proceso 
físico bajo consideración se describe matemáticamente por medio de una ecuación diferencial ordinaria 
de primer orden. Por tanto, esta ecuación es el modelo matemático de ese proceso físico. Siempre que en 
una leyfísica intervenga la razón de cambio de una función, como la velocidad\ la aceleración, etc., se 
llegará a una ecuación diferencial. Por esta razón las ecuaciones diferenciales se presentan con fre¬ 
cuencia en física $ ingeniería. 

Segundo paso. Resolución de la ecuación diferencial. No se conoce aún ningún método para encontrar 
la solución, pero en este caso el cálculo será de utilidad. De hecho, la ecuación (6) dice que si existe una 
solución y(t), su derivada debe ser proporcional a y. Se recuerda del cálculo elemental que las funciones 
exponenciales poseen esta propiedad. Por derivación y sustitución se ve que una solución para toda t es e h 
ya que {e h ) ' = ke **, o en términos más generales, 

(7) y(t) = ce kt 

con una constante c cualquiera, ya quey'(t) = che 1 * = ky(t). Puesto que c es arbitraria, (7) es la solución 
general de (6), por definición. 

Tercer paso. Determinación de una solución particular a partir de una condición inicial Evidente¬ 
mente, este proceso físico tiene un comportamiento único. En consecuencia, debería ser posible obtener 
de (7) una solución particular única. Entonces la cantidad de sustancia en cierto tiempo t dependerá de la 
cantidad inicial y = 2 gramos en el tiempo t = 0 o, expresado mediante una fórmula, 

(8) y(0) = 2. 

Esta expresión recibe el nombre de condición inicial. Se usa para encontrar c en (7): 

y(0) - ce 0 = 2, por tanto c = 2. 

Con este valor de c, de la ecuación (7) se obtiene como respuesta para la solución particular 

(9) y(t) = 2e kt (F'g- 4 >- 

Por tanto, la cantidad de sustancia radiactiva experimenta un decaimiento exponencial (disminución 
exponencial con el tiempo). Este resultado concuerda con los experimentos físicos. 

Cuarto paso. Comprobación. A partir de (9) se tiene 


y 



¥ = 2 ke kt = ky 
dt 


y 


y(0) = 2e° = 2. 
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Se observa que la función (9) satisface tanto la ecuación (6) como la condición inicial (8). 

El estudiante nunca debe olvidar llevar a cabo este importante paso final, el cual indica si la 
función es (o no) la solución del problema. ¡ I 


A una ecuación diferencial acompañada de una condición inicial, como en el 
ejemplo anterior, se le llama problema con valor inicial. Con x como variable inde¬ 
pendiente (en lugar de t\ es de la forma 


( 10 ) 


y' = f(x, y), y(x 0 ) = y Q 


donde x Q y y Q son valores dados. (En el ejemplo tratado, x 0 = t Q = 0 y y 0 =X0) = 2.) La 
condición inicial y(x Q ) =y 0 se usa para determinar un valor de c en la solución general. 

A continuación se establece que los problemas geométricos también dan lugar a 
ecuaciones diferenciales y a problemas con valor inicial. 


EJEMPLO 5 Una aplicación geométrica 

Encontrar la curva que pasa por el punto (1, 1) en el plano xy y que en cada uno de sus puntos tiene la 
pendiente -ylx. 

Solución. La función que produce la curva buscada debe ser una solución de la ecuación diferencial 

( 11 ) ■/ = --- 

x 

Pronto se aprenderá cómo resolver ecuaciones como ésta. Mientras tanto, el estudiante puede comprobar 
que la solución general de (11) es (figura 5). 

c 

(12) y = ~ ( c arbitrario). 


Puesto que se busca la curva que pasa por (1,1), debe tenerse y = 1 cuando x = 1. De esta condición inicial 
y(l) = 1 se obtiene c = 1 en (12) y como respuesta la solución particular^ = 1/x. I 
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A lo largo del capítulo se desarrollarán muchos ejemplos más; así es que se abor¬ 
dará sin demora el objetivo principal, la explicación y aplicación de los métodos más 
importantes para encontrar las soluciones, empezando en la siguiente sección. 


Problemas de la sección 1.1 

En cada caso, establecer el orden de la ecuación diferencial y comprobar queda función dada es 
una solución. 

1. y' + 4y = 8jc, y = ce~ 4x + 2x - \ 

2. y" + 9y = 0, y = A eos 3 x + B sen 3x 

3. y' - 0.5y =1, y - cé> 05:r - 2 

4. y = 6, y = x 3 + ax 2 + bx + c 

5. y f + y tan x = 0, y = c eos x 

6. y" - 2y ' -K 2y = 0, y = e x (A eos x + B sen x) 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

7. y' ~ e~ 2x 8. y f = xe* 2 9. y' = -cos^x 10. y” = 48x 


En cada caso, comprobar que la función dada es una solución de la ecuación diferencial corres¬ 
pondiente y determinar el valor de c para que la solución particular resultante satisfaga la 
condición inicial dada. 


11. y f + y = 1, 

12. y' - 2xy, 

13. xy' = 2y, 

14. yyV = x, 

15. y' = y cot x, 

16. yy f + x = 0, 


y — ce~ x +1, y — 2.5 cuandox = 0 
y = ce x2 , y = 4 cuando x= 1 

y = ex 2 , y — 12 cuandox = 2 

y 2 — x 2 = c, y(0) =1 

y = esenx, y(-iril) = 2 

x 2 4- y 2 = c, y(V2) = V2 


Encontrar una ecuación diferencial de primer orden que contenga tanto ay como ay'y para la 
cual la función dada sea una solución. 

17. y = x 2 18. y = x 3 - 4 19. y = tan x 20. x 2 + 9y 2 = 9 


Aplicaciones, modelado 

21. (Cuerpo en caída libre) Experimentos demuestran que si un cuerpo cae en el vacío 
debido a la acción de la gravedad, entonces su aceleración es constante (igual a g = 9.80 
m/s 2 = 32.1 ft/s 2 ; se le conoce como aceleración de la gravedad). Expresar esta ley como 
una ecuación diferencial paray(/), la distancia recorrida en la caída como una función del 
tiempo t (ya citada en el texto), y resolverla para obtener la conocida ley 
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22. (Cuerpo en caída libre, condiciones iniciales generales) Si en el problema 21 el cuerpo 
empieza en t~ 0 desde su posición inicialy-y 0 con velocidad inicial v = v 0 , demostrar que 
entonces la solución es 

y(í) = \gt 2 + v 0 t + y 0 . 

23. (Despegue de un aeroplano) Para despegar, un aeroplano recorre 1.8 kilómetros de la 
pista. Si el avión empieza con una velocidad de 5 m/s, avanza con aceleración constante y 
recorre los 1.8 km en 40 s, ¿cuál es su velocidad al despegar? 

24. En el problema 23, si desea reducirse la velocidad de despegue a 250 km/h, ¿hasta qué 
valor puede reducirse la aceleración constante, considerando que los demás datos perma¬ 
necen como antes? 

25. {Crecimiento exponencial) Se sabe por el texto que la ecuación y' -y con solución y(x) 
= ce? gobierna el crecimiento de una población si la razón de crecimiento y' = dy/dx es 
igual a la problación y(x) actual (.x = tiempo), (a) ¿Cuál es la solución particular que 
satisface y(0) = 3? (b) ¿Cuál es la cantidad inicial y(0) necesaria para obtener y = 100 
después de x = 2 [horas]? 

26. (Crecimiento exponencial) Si en un cultivo de levadura la razón de crecimiento y'(x) es 
proporcional a la población actual en el tiempo x, por ejemplo, y ky, comprobar quey(x) 
= ce kx . Si y se duplica en un día, ¿qué cantidad puede esperarse después de una semana 
con la misma razón de crecimiento? ¿Después de dos semanas? 

27. (Ley de Malthus) La ley del problema 26 (razón de crecimiento proporcional a la pobla¬ 
ción actual) se conoce como la ley de Malthus? Para Estados Unidos, los valores obser¬ 
vados dey(¿) =y 0 e kt 9 en millones, son los siguientes: 


t 

0 

30 

60 

90 

120 

150 

180 

190 

Año 

1800 

1830 

1860 

1890 

1920 

1950 

1980 

1990 

Población 

5.3 

13 

31 

63 

105 

150 

230 

250 


Usar las dos primeras columnas para determinar y 0 y k. Calcular después los valores de 
1860, 1890,. . . , 1990 y compararlos con los valores observados. Comentar. 

28. (Decaimiento exponencial; presión atmosférica) Observaciones indican que la razón 
de cambio de la presión atmosférica y con la altura x es proporcional a la presión. Supo¬ 
niendo que la presión a 6000 metros (casi 18,000 pies) es la mitad de su valor y 0 al nivel 
del mar, encontrar la fórmula de la presión a cualquier altura. 

29. (Vida media) La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo en que desaparece 
la mitad de una cantidad dada. ¿Cuál es la vida media del 88 Ra 226 (en años) del ejemplo 4? 

30. (Tasas de interés) Seay(x) la inversión resultante de un depósitoy 0 después de x años a 
una tasa de interés r. Demostrar que 

y(x) = y 0 [l + r] x (interés compuesto anual) 

y(x) = y 0 [l + (/74)] 4x (interés compuesto trimestral) 

y(x) = y 0 [l + (r/365)] 365 * (interés compuesto diario). 
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


Recuérdese del cálculo elemental que [1 + (1 /«)]" —> e cuando o, por lo tanto, 
[1 + ( rfn)] nx e n 9 de donde se obtiene 

y(x) = (interés compuesto continuo). 

¿Qué ecuación diferencial satisface la última función? Seany 0 = $1000.00 y r = 8%. 
Calcular y(l) yy(5) usando las cuatro fórmulas y confirmar que no hay mucha diferencia 
entre la composición diaria y la continua. 


1.2 ECUACIONES DIFERENCIALES SEPARABLES 

Muchas ecuaciones diferenciales de primer orden pueden reducirse a la forma 

(1) g(y)y r = /(*) 

por medio de manipulaciones algebraicas. Puesto quey'^ dy/dx, resulta conveniente 
escribir 

( 2 ) 

pero debe tenerse presente que sólo es otra forma de escribir (1). A esta ecuación se 
le llama ecuación separable, ya que en (2) las variables x y y están separadas de tal 
modo que x sólo aparece en el segundo miembro y y sólo aparece en el primer 
miembro. 

Para resolver (d) se integran ambos miembros con respecto a x, obteniéndose 

Jg(y) fa dx = f -fM dx + c ■ 

Ahora es posible hacer el cambio a y como variable de integración. Por cálculo, (dyf 
dx)dx = dy, de donde se obtiene 

(3) 

Si se supone que f y g son funciones continuas, las integrales de (3) existen y al 
evaluarlas se obtiene la solución general de (1). 

EJEMPLO 1 Resolver la ecuación diferencial 


J g(y) dy = J f(x) dx 



Qvv' -I - Ay ^ n 





ECUACIONES DI FERENCI ALES ^SEPARABLES 


Al integrar ambos miembros se obtiene la solución general 


y 2 ~ -2x 2 + c, por tanto \ 

.r 9 4 V 18/ 


La solución representa una familia de elipses. ¿Puede trazar algunas? 


EJEMPLO 2 Resolver la ecuación diferencial - 


!> ’V i .. - ' , ‘ , I ¡ ; .■ r.V - ; ■ i; ; 1 + y 2 

' v : ; K : .vi :• i' VK' 

Solución Al separar las variables e integrar se obtiene 




ív,: : ' r¿'« : 


I + y : 


= dx y are tan y = x + c, y = tan (x + c). 


la integración:' 


■-'■i t. v,.'. . ■ 


EJEMPLO 3 Problema con valor inicial 

Resolver el problema con valor inicial 


/ + 5x 4 y 2 = 0,, y(0) = 1. 


^ - -5* 4 dx r 

y 2 ' " - 7 .' 


■-= -X 5 + c, .y = — Í- — 

l’C ny x 6 - c 


A partir de este resultado y de la condición inicial se encuentra que ’ 


f = -I» por tanto y = 


x° + 1 


Comprobación Se comprueba el resultado, , í 


<* 5 + J ) 2 + 5x4 (JC S + 1)2 “ ^ T - ' 


EJEMPLO 4 Problema con valor inicial 

Resolver 7 , . .• ;*• 


/ = y(I) = 3. 

y\ 


Solución Después de separar las variables, integrar yhaceruso de la condición inicial, se obtiene 


y dy - x dx t í iy 2 ,- ix 2 


b 2 - i* 2 + c \ * 3 2 = | • l 2 + c, c = 4. 


Por tanto, la respuesta es la rama superior de lá hipérbola y 2 ^ 2c * 8. (¿Por qué no la inferior?) I 





'• ■ • ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

EJEMPLOS Problema con valor Inicial y ,V- : . 

•' Resolver el problema con valor inicial _ , 

157 " :i 7’ / ■■■'■: 7 : v '.r~ 7-- := . : : w '; : 

• ; y = ky, < ,v(0) = 2. ■■ ' ■■■ 

' '' 1 : I'; 'V i ■ ¿ A-«v T . *r r.ví t i í; • ■ j ^ í; )! i i:. r, i /; r •. j ^‘ r ' 

Solución. Al separar, las variables c integrar, : 

i: - ; : ' J ■ dy ■■ : ^ ■ - 

■.a- : A 1 aA': v; p.-aá^á : — H k, v-'=In^|y| — Aat H-vcalA \ OA™^A^ 

' ■ ■ i-'-..- - ■ ' V V t ■ ■ 

[ya que por cálculo, (ln ly|)'-y'/y; de hecho; siy > 0, entonces (ln ly|) r —(lny)*=y'/y; y si> < 0, entonces 
-y> 0 y (ln |y|)'“ (ln (-y))'= -y'/{-y) =yVy]. Tomando exponenciales y observando que e** b =eV, se obtiene 

•; . . ■ - ( , V s rr : • 5 A; A; -aa: - :í „■ 1 ja? i A .v.oV:::; « ¿A 

\y\ = e kx+c _ e te e c % por tanto y, - 


donde c = + e c cuandoy > 0 yc=-e L cuandoy < 0, y también puede aceptarse c- 0 (obteniéndosey=0). 

■ Esta es la solución general, A partir de la condición inicial y(0) = ce 0 - 2 se tiene que c = 2 y como respuesta 
se obtiene la solución particular y = 2e*A de conformidad con el ejemplo 4 de la sección 1.1. I 

EJEMPLO 6 Curvas en forma de campana , n ^ A: : 

Resolver el problema con valor inicial . ; ‘1 ^ r 

A.AA,"'": A I. M°) “■■i- "... A'. 

Solución. Separando las variables, integrando^ tomando exponentes, se obtiene i ví L ' a 

■■ : A- ■, ’ ■■■A" A ,A a , ■■.-A-j 

' ' y - “2 xdx, ln \y\ ~ -x 2 -b e, ; >|y| = e ^ +c . 

Al hacer e c -+c cuando y > Ó y e c =- cebando y < 0, /aceptando también c =0 (que da la solución y=0), 
se llega a la solución general A A 

.. ~■. s;. ■ víU.c: ”;oq ■". A.— í; "- y =■ ce?* 2 ? .v-aa ;• ' 

que representa las llamadas “curvas en forma de campana” las cuales se aplican en la conducción del 
calor (sección 11.6) y en probabilidad y estadística (sección 23.7 y capítulo 24)1 En la figura 6 se mues¬ 
tran algunas de estas curvas para c > 0. A A 

El estudiante puede demo strar que la solución particular del problema con condición inicial tratado es 

AA "'.."AAV' "A- 1 -’ V A ,;v 1 


A"-'"’''í 

Figura 6. Soluciones de = -2xy (“curvas acampanadas*) 
en el semipláno superior;(y.>0). ,¡ 
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Muchos problemas de física e ingeniería tienen como modelo una ecuación dife- 
o - rencial que esieparablc. Este hecho se ejemplifica en la,siguiente sección donde se 
analiza una cuidadosa selección de algunos problemas típicos de esta naturaleza. 


Problemas de la sección 1.2 !• 'V u 

K‘. :■ í; 3;‘: j. ; . ; ■ t,- l '¿U& -±1'? u;:: (i.'/rr*; ; ‘ 

' 1; ¿Por qué es importánte introducir la constante de integración inmedíataménte una vez que 
" ■ se ha llevado cabo la integración? v 1 * ■ " ' : " v ' 1 ' 1' v y '‘X. 


Encontrar una solución generala Comprobar la respuesta por sustitución/ 


2. ./ + (x -h l)y 3 = 0 - 

4. y' + cscy = 0 
6. yy’ = 2 sen 2 >u>x (wV O) •; 
8. y' = eos x tan y 

10: ¿«;.+ y 2 = ~;l4 .. .4 

12 . •' é-y = y 2 sen x v ;:; * 

14. J^.'== i x 2 y2 ;+x 2 , -'2., 


’ <; 3. /• = 3(y + 1) .. 
'.X/ = (1 +,.t)(1 + >> 2 ) 

; ; 7. y sen 2x = y eos 2x 
9. y’ - y tanh x 
11 *, y? = e 2x eos 2 y 
13. y' = y/ (x ln x) f 

;15. . ... 


Resolver los siguientes pro con valor inicialíComprobar las respuestas, (¿ y 7? sóñ 

constantes) - r ' ■ ,• * iV - ■ . . i'' 1 

■í ■■ . ■ ■■■ ■■ ' ' &- ■ ■ ' ' ' ' ■ ■ ' . , 

16. y' = JC*e-v, y(2) = 0 ,. .,.. , 17.. yy r + x -(T^O) =,-2 : ’ 

18. y’ ->í2e a y®,-y(0),=;'0.5 : 19. y'cosh 2 ,x + sen 2 y = 0, y(0) - r 

2Ó. ^ = 4\^ + I cos 2x, ; y(Í7r) = >- : l ^ 21. y' = (lv:^-.jc)/y;-y(l):^ 1 

22. ¿Ír/dt - 4^, >(0) = 8.2;; 23. i?(</ü/í/r). = ¿ ’= co/iíl, t?(l n ) = u n 

A - -]^ ■ ■ J / .i .i; J .¡Ü-. í- . \ . í S 1 ■. . ; .> 1 ---.I ’ í ■, i ■■ i’ ... ■ j ^ ■„ { t *- r y ¡ y ■ ■ ; / l " ; - t i . ■ ■ : ; j •.* v. £ - ^ .i ‘ , U 

Íjív “ V* JU “ ¿ ir/i. riAM /) — ■. Orto ú ///) — _ O 1 


24. ^ = 2(x + 3)y 3 , y(0) = i 

26. (x 2 ir+* l) 1/2 y' = xy 3 , y(0) - 2 


25.^rsea0j=.>,^ 

27. L(d//<t/í) 'o^V '/ÍO) = / 0 


28. Un problema con valor inicial por lo general se resuelve determinando primero la solu¬ 
ción general de la ecuación y después la solución particulár:ApíicarKÍo (3)7demostrar que 
y ( la solución particular; de (1) que. satisface la condición inicial y(x 0 ) = y 0 también puede 
. obtenerse directamente de -tó,;;.,...-', 


íw 4 i (?g(y*) dy* = f f(x*)idx*. y.\V^nrAv.v 


?‘j iVi::.;.: tí»Gr¡;^ 


Utilizando la fórmula del problema 28, resolver: 

29. El problema 17. 30. El problema 19. 


7.3' MODELADO: ECUACIONES SEPARABLES • 


:i':'l 


Modelar significa establecer modelos matemáticos de, sistemas físicos o de otros 
géneros. En esta sección se consideran algunos de los.múltiples sistemas para los que 
puede encontrarse un modelo en términos dé una ecuación diferencial separable. 

















ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


EJEMPLOjl Fechamiento por carbono radiactivo : ,r : - 

Si un hueso fosilizado'contiene 25% de la cantidad original de carbono radiactivo 6 C* 4 , ¿cuál es su anti¬ 
güedad? -y-'»• >0 iq 0 a»«rno ; d o*i a ;.:oad♦:;• o b. sí &:o;: ¿<rc&5 ¿,.**j o ss¡ ' ; 

Idea del método que va a usarse* En la atmósfera, la proporción del carbono radiactivo 6 C 14 y el carbón 
común 6 C 12 es constante, lo cual también se cumple para los organismos vivos. Cuando un organismo 
muere, cesa la absorción de 6 C U al respirar y comer. Portento, la edad de un fósil puede estimarse compa¬ 
rando la proporción de carbono presente en el fósil con el de la atmósfera.' Esta es la [dea del fechamiento 
por carbono radiactivo de W. Libby (premio Nobel de química, 1960). La vida media del 6 C 14 es de 5730 
años (CRC Handbook of Chemistry and Physics, 54ava ed„ 1973, p. B251). y ' \ 

■■ ! y y" C Ü! ’ ; ''■ ^ ‘ s ---; V v 'f'V: V’ v - s> ‘■ .y ; y/--. : y y - : y, ■ 

Solución. Como en el ejemplo 4 de la sección 1.1, el modelo matemático del proceso del decaimiento 
radiactivo es 


y - 


solución 


yU) =: 


Aquí,y 0 es la cantidad inicial de^C 14 . Por definición, la vida media (5730 aflos) es el tiempo después del 
cual la cantidad de sustancia radiactiva (¿C 14 ) ha disminuido a la mitad de su valor original. Por tanto. 


v <■ j,fc*5730 — — aj 

y 0 e, ■ - —. 2^0’ 


p 5730fc _ 1 
e “ 2' 


t = - 0 000 121 


El tiempo después del cual el 25% de la cantidad original de 6 C 14 sigue estando presenté puede calcularse 
ahora a partir de / 


( 2 ) 


V ? 0.000 121t 

yo € - 4^0’ 


ln 1/4.1 
- 0.000 121 


= I I 460 [ aflos ]. 


Por tanto, la respuesta matemática es que el hueso tiene una antigüedad de 11 460 años. En realidad, la 
determinación experimental de la vida media del fi C M incluye un error de unos 40 años. Asimismo, una 
comparación con otros métodos revela que el fechamiento con carbono radiactivo tiende;a producir valo¬ 
res que son demasiado pequeños, quizás debido á que la razón del 6 C 14 al 6 C 12 puede haber cambiado en 
periodos prolongados. En consecuencia, probablemente 12 000 ó 13 000 años es una respuesta más 
realista para el problema tratado: • - 3 ■ , ^ j ■ v J -\* B ^ 

1 ) ¿Observó el lector que la respuesta es el doble de la vida media? ¿Sé trata de un hecho fortuito? I 

nínn^y'ü: .v/i '<■'] ij'.Viín "'A; ha ".y i.;., y r.oa nLJ ..'¿L 

EJEMPLO 2 Ley de enfriamiento de Newton 4 

Una bola de cóbre se calienta hasta una temperatura dé 100 °CJ Después; en el tiempo7 = 0, se coloca en 
agua que se mantiene a una temperatura de 30 °C. Al término de 3 minutos la temperatura de la bola se 
reduce a 70 °C. Encontrar el tiempo en el que la temperatura de la bola se reduce a 31 °C. 

Información física. Experimentos indican que la razón de cambio con respecto al tiempo dTidt de la 
temperatura 7Yde la bola es proporcional a la diferencia entre T y la temperatura T 0 del medio ambiente 
(ley de enfriamiento de Newton). Asimismo, en el cobre el calor fluye con tal rapidez que en cualquier 
tiempo la temperatura es prácticamente la misma eií todos los puntos de la bola. 


{ Sir ISAAC NEWTON (1642-1727), gran físico y matemático inglés, fue profesor en Cambridge en 
1669 y Director de la Gasa de Moneda en 1699. Newton y el matemático y filósofo alemán GOTTFRIED 
WILHELM LEIBNIZX1646-1716) inventaron (independientemente) él*cálcüÍoÍdiférencial e ? integral. 
Newton descubrió varias ley« físicas fundamentales y creó el método para abordar los problemas 
físicos por medio del cálculo; Su Philósophiae naturalis principia mathematica {Principios matemá¬ 
ticos de la filosofía natural 1687) contienen el desarrollo de la mecánica clásica. Su obra es de suma 
importancia tanto para las matemáticas como para la física. V, )■] ; r: - ; > ; v 
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■Solución. Primer paso. Modelado. Lo único que tiene que hacerse es escribir la ley de Newton como una 
ecuación; al denotar la constante (desconocida) de proporcionalidad por k, se tiene 


JT - 

= k{T, - 30). 

;» -.di ■ ; f l i ./■ ■;; ■ -; i » f ■ ■ 


t iv /'V \ A * 


Segundo paso. Solución generaL Al separar las variables e integrar se"llega a la solución general de (3), 


7 - 30 


“ k du ln |7 — 30| — kt + c, ' T(i) = 


c ■ r, ; \Solución pakicular. Deja condición inicial dadá 7X0) *Í00 se obtiene' 

\ v 7T0) = ce 0 + 30 = 100, por tanto 7T/) = 70e fct : + 30. ‘ 

Cuarto paso. Determinación de k y de la respuesta. Del dato 7(3) = 70 se obtiene 


7(3) - lOé}' 3 ..+ 30 = 70, ' por tanto ‘k = - In 


1 . 70 - 30 


= -0.1865. . , 


, Este valor negativo de k hace que dTidt sea negativa [ver (3)], como debería ser el caso, ya que el valor de 
T debe disminuir.'Entonces la respuestase obtiene de V - l" , ‘’ V■ 

; ; - 7X/) = 7 0 ^ 01 ® 65í + 30 = 31, -0.1865/ = ln (1/70), / = 22.78. : : 

'1 .s\V :r aAaA:-. . * . . 

Por tanto, la respuesta es que la bola alcanza la temperatura de 31 °C después de aproximadamente 23 
. 'minutos. -\ • ; ; 

Quinto paso. Comprobación. Comprobar que la respuesta satisface (3) y todas las condiciones dadas. I 

AA, , . 1 .A V ; "'■"■Yúy ' . . ■ . r ■. . . 

... v ; : V : - í; - ‘ {óV ■ :. ■ 

EJEMPLO 3 Flujo de agua por orificios (ley deTorrlcellí 5 ) j 

Un tanque cilindrico de 1.50 metros de altura descansa sobre su base circular de 1.00 metro de diámetro 
e inicialmente seencuentra lleno de agua! En el fondo del tanque hay un orificio de 1.00 cm de diámetro, 
el cual se abre en cierto instante, de tal modo que el agua empieza a fugarse debido a la fuerza de gravedad 
(figura 7) Encontrar la altura h{t) del agua del tanque en cualquier tiempo /. Encontrar los tiempos en que 
el tanque tiene agua hasta la mitad, hasta la cuarta paité y cuando queda vado?' 0:: J ^ 


1.50 m 



Nivel del agua, 
en el tiempo t 



1 m 


I Agua 

que sale \ • 

. •; : ;-í. ;;!;nv i ci | ¡ i i., i T \' > - :• 

Figura 7*i Tanque del ejemplo 3. 


EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647), físico y matemático italiano, discípulo y sucesor de 
GALILEO GALILEI (1564-1642) en Florencia. ... J.ú$ i. ;¡s ACIAGA -G>.t mq 4 
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


\ 


(4) 


'i i 


; AAO f-.i A A í i- 


íí(/) = 0.600V2ÍMÍ) • 


(ley deTorricelli 5 ) 

■ --V _ ■ ■ ' / . $ 

■ \ * a y ’ i . ■ ! I 


donde/es el tiempo, h(t) es la aítura instantánea del agua arriba del orificio, g** 980 cm/s 2 «■ 32.17 ft/s 2 es 


él flujo tiene uña sección transversal menor que el orificio). La ecuación (4) parece tener sentido pues 
^2gh es la velocidad que adquiere un cuerpo si cae una distancia7i (suponiendo que la resistencia del 
aire se puede ignorar). • - W Y \ ' V 'Y ; " ‘v/;//Y ■ V Y' ' M ‘ 7’/ 

Solución. Primer pasos Modelado Se verá que el modelo matemático de este problema físico es una 


A es el área del orificio, entonces el volumen ÁK'del agua que sale con una velocidad y en un intervalo 


corto A/es 

s‘-u ; 


AV = Av&t. 

■ * .. . * ' , A; *íí 


r yiL\,: Ao .*3S ¡A - - ? •-. i\ «*.íub irú.l i *.**«• ^ A; *í'v 'i i "'A. r. ti > 'A- Í-.i^VVu- ( j,> 

Esto produce un decremento Ah del nivel del agua h en el tanque, el cual debe ser tal que el volumen 
correspondiente BAh (B - área de la sección transversal del tanque) es igual a AK; por tanto 


BAh = -AV = -AvAts 


,s, ■ . 


\ se sustituye 


v de (4) y se hace Ai -4 0. Entonces, usando g = 980 [cm/s 2 ], se obtiene 


(5) 


dh A -A. jrr 

= - - v = -26.56-V/t. 


,, __ ,/dt^ ri K B ¡;i[:k 


B 




A partir de los datos, AfB = O.SOOWO.O 2 ^ - 0.000 1000, de donde el modelo es la ecuación diferencial 

i.. ■■Sis'ilússu ív.í Aí'r=ü¡ i\l:¡ ,v : ’á ' ssti'/S : 

(6) ; : — = -0.002656/1 1/2 . 

, - dt - . .-..v.,.:- : • ■■■■;■• - - 

. _ ; .■ . . 'v; V ■ i' V“V-:n "Í A-: ^ yv ; -.. ■■ A i ;.y _.- r ■: . 

Segundo paso. Solución general Por separación e integración se obtiene 

,J '' v;; 0 ^'= -0.002656 dt; - , 2/i 1/2,í =’'-0.002656í +'c.’ 

Áíescribirc- c72, se ilega a la solución general:: ; í ‘í u.w\z¡ r n a a \-j 


(7) 


hit) - (c - 0.001328/) 2 . 


Tercer paso. Solución particular. La condición inicial es 7i(0) = 150 [cm] y de (7) produce el valor h{0) 
= c 2 - 150, c = 12.25 y, en consecuencia, la solución particular a ¡ 


(7*) 


L • ; ' Ji(í) = (12.25 - 0.Ó01328/) 2 . 


Cuarto paso. Las respuestas se obtienen si la expresión (7*) se resuelve algebraicamente para /, 


obteniéndose 


r;) o . 


I 12.25 - Vh í. 

/ - - T -rr - — - = 9224 - 753\4. 


0.001328 




Por tanto, el tanque contendrá agua a la mitad (h ~ 75.0), a una cuarta parte (h - 37.5) y quedará vacío 
después de / = 2 703 s = 45 min, 77 min y 154 min, respectivamente. ‘ : : ■ 

Quinto paso. Comprobación. Comprobar ei resultado? * I 


!/ 


\ í 


6 Sugerido por J.C. BORDA en 1766. 


■y ‘ ¡.i 

Ab.IAij 


I 
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,. Y« f ‘ • •• .J . . 3 f .. '*■ * i '■ 'V * T ' ' s - f f \ . 

Suponer que un paracaidistacae desde la posición de reposo hacia la Tierra y el paracaídas se abre en un 
instante, llámese / = 0, cuando la velocidad del paracaidista es v(0) * v 0 *= 10.0 metros/s. Encontrar la 
velocidad y(/) del paracaidista en cualquier tiempo / posterior. ¿Se incrementa v(/) de manera indefinida? 

Supuestos y leyes físicas. Suponer que el peso del hombre más el equipo es W=l\2 N (léase “newtons”; 
¡fcasi 160 Ib), que la resistencia del aire U es proporcional a v 2 , por ejemplo, U= ¿v 2 N, donde la constante 
, de proporcionalidad ¿ depende ante todo del paracaídas, y se supone que b - 30.0 N * s 2 /metro 2 = 30.0 kg/ 

metro. .í ; , ; .*■. ?/>- 

. Solución, primer paso. Modelado. Se establece el modelo matemático (la ecuación diferencial) del pro¬ 
blema. La segunda ley de Newton es . 


Masa x Aceleración - Fuerza 4 




donde “fuerza? significa la resultante de las fuerzas que actúan sobre el paracaidista en cualquier instante. 
Estas fuerzas son el peso Wy la resistencia del aire U ., rf ,, ! 

El peso es IV= mg. donde g=9.80 metros/s 2 (cerca de 32.2 ft/s 2 ) es la aceleración de la gravedad en la 
superficie terrestre. En consecuencia, la masa del hombre más el equipo es m = W¡g= 12.1 kg (unos 5.00 
slugs); La resistencia del aire t/actúa hacia arriba {en contra de la dirección del movimiento), por lo que 
la resultante es .- :oh v / • 

La aceleración a es la derivada de y con respecto al tiempo, es decir, a -dvldt. Por la segunda ley de 
Newton,: : ' ' -v., • - 


( 8 ) 


' ‘ !1 *; : ’ ! m «'mg ;S bo 2 .' 


Está es la ecuación diferencial del problema tratado.'. :VJ 
Segundo paso. Solución general. Al dividir (8) entre m se obtiene 


(8*) 


Por separación e integración, ' 


^ = - A ( K 2 - *2 )( 

dt m . 


.i C-'í'j: 


k 2 - si 


(9) 




/ + c. 


m 


El resto de este paso es técnica de integración. El integrando se representa en términos de fracciones 
parciales (como se explica en la mayoría de los libros de cálculo bajo el rubro “Técnicas de integración”). 
Se obtiene ■■ - ’ \ ; i 


v 2 - k 2 2k\v — k o + k)' 


como puede comprobarse con facilidad, y ahora puede hacerse la integración; usando (9), se obtiene 
entonces ■: : V-J.-■: 


■;j■ Ji^p = ¿ II,,|t ’"‘ | ‘ ln|y + Á:,1 = ¿ ln 


v - k b - 

-- ■ = — r + c. 

v + k m 


Al multiplicar por2fc y tomar exponentes, se obtiene 

V v - k 


( 10 ) 


v + k 


~ ce~ pt . 


2kb 

p = — » 
nt 
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donde c = +e 2kc o -e 2Uc cuando la fracción es positiva o negativa respectivament£ ytambién produce 
una solución (v = constante), como puede verse de. (8*). Al resolver algebraicamente parav, se obtiene 

ywy- i.-r.b/ ' ’ /V " '. v..... 

( 11 ) V(t) ^ k 


; :L ¥ 


í 1 - ce~ pt * 


í*j.j ! 


Se observa que v(f) —> k cuando / -—> «»; es decir, v(r) no se incrementa de manera indefinida sino que 
'tiende a un límite, k. Resulta interesante observar que este límite es independiente de la condición inicia! 

v(0) = v«y 'i. 

Tercer paso. Solución particular. De lá condición inicial v(0) = v 0 y( 10) es inmediato que 




C 


o¿ - k 


í?0 + * 


Laecuación (11) con esta c es.la solución particular que' se busca;- ■! 

Cuarto paso. Cálculos. Obsérvese que todavía no se ha hecho uso de los valores numéricos dados. En 
; muchas ocasiones es conveniente buscarprimero fórmulas generales y sustituir después los datos numé¬ 
ricos. De está manera con frecuencia se adquiere una mejor idea de lo que está ocurriendo y, además, se 
ahorra trabajo si quieren obtenerse varias soluciones correspondientes a diferentes conjuntos de datos. En 
el caso presente se calcula ahora la velocidad límite (ver arriba) y,. . , 

' : '• uk “ \? = \T = - \® = 4,87 [metros/s ’ y. j, 

que el paracaidista alcanzará después de cierto tiempo (en realidad muy pronto, ya que se trata de funcio¬ 
nes exponenciales que tienden a cero muy rápido; ver la figura 8), el valor de c para v 0 = 10.0 metros/s, 
obteniéndose c- (v 0 - k)/(v 0 + k) = 0.345, y la constante en el exponente de (11), t : 


P = — 
m 


2kb j 2*- 4.87 • 30.0;.__ 


. 72.7 


= 4.02 [s^ 1 ]! 




Esto en conjunto produce el resultado (figura 8) 


( 12 ) 


v(t) « 4.87 


, i + 0.345e- 402í y 


1 - 0.345e- 4 02í ; ’ 
Quinto paso. Comprobación. Comprobar el resultado. 



Figura 8. Velocidad v(f) del paracaidista del ejemplo 4. 














MODELADO: ECUACIONES SEPARABLES 


Problemas de la sección 1.3 


oqMwM - 1 Í 


- Demostrar que a una pelota lanzada verticalmente hacia arribé con una velocidad inicial 
. v 0 Requiere del doble del tiempo para regresar, que para llegar al punto más altó. Encontrar 
' la velocidad con que regresa. (Suponer que se puede ignorar la resistencia del aire.) u 

(Acelerador, lineal). Los aceleradores lineales se usan en física, para acelerar partículas 
cargadas, Suponer que una partícula alfa entra en un acelerador y experimenta una acele¬ 
ración constante que auménta la velocidad de la partícula de. KFmetros/segundo a 10 4 
metros/ség 'en 1 0“ 3 segundos. Encontrar la aceleración a y la distancia recorrida durante 
w este'peHodÓ'delÓ" 3 segundos.' J ^ v 

<M¿íyy Av.;;KAj;, A. -'■■■ A m ;> :.o< A:;;*. ■ . • 

(Fechamiento con carbono radiactivo) ¿Cuál sería el contenido dé 6 C 14 de un hueso del 
que se afirma tiene 2 Ó00 años dé antigüedad? V ! r “ v 

¿Puede pensar el lector en un razonamiento mu^corto para llegarala respuesta del ejem¬ 
plo 1 (prácticamente sin cálculos)? ¿Después de qué tiempoquédará 12.5,% de 6 C 14 ? 

Decaimiento exponencial, vida,media) ¿Qué porcentaje de una sustancia radiactiva 
. ¡ seguirá estando presente en el tiempo;///2, donde//.es ja vida media de la sustancia? ¿En 
/.eltiempo2//? .. í ;;nv : 7j ;^ OÍ ,. ri; A : , v/ a t.:> ’w-v A/ • , 

,, (Ley de enfriamiento de Newton) Un termómetro,Icuya lectura es de 10 °C, se lleva a 
una habitación cuya temperatura es de 18 fC( Un minuto ¡después la lectura del termóme¬ 
tro es 14 °C. ¿Cuánto tiempo tomará para:que. la lectura sea prácticamente 18 °C, por 
; ejemplo, 17.9 °C? (íf :, : hr .i -a « . .a , a,- -V 

q (Evaporación) Experimentos indican que una sustancia porosa húmeda a la intemperie 
i pierde su humedad a una razón proporcional al contenido de humedad. Si una sábana 
: / tendida en el exterior pierde la mitad de su humedad durante la primera hora, ¿cuándo 
; estará prácticamente seca, 1 por gémjWo,1cüahdo h^á perdido 951.9% de sti humedad, si las 
\ condiciones cHmáficas permánécén invariables? 

T . /(Evaporación) Suponer que una bola de naftalina pierde volumen por evaporación a una 
razón proporcional a su área instantánea. Si el diámetro de la bola disminuye de 2 a 1 cm 
; en 3meses, ¿en cuánto tiempo la bola será prácticamente jnexisterite, por ejemplo, cuan- 
,do ; su diámetro mida 1 mm?^; r . V1 . -i ..o; d n i- ./: 

(Decaimiento exponencial) La ley de absorción de Líambert 7 establece que la absorción 
de luz en una capa transparente muy delgada es proporcional al espesor de la capa y a la 
cantidad que incide sobre la misma. Formulár la ley en términos de úna ecuación diferen¬ 
cial y resolverla. aa-a -a"aa>,. , a aaa' a.a A; :; a--a~a.,, .,:.aaa 

. (Ley de Torricelli) En el ejemplo 3 se afirmó que la velocidad que adquiere un cuerpo en 
caída libre a partir del reposo al recorrer la altura h (sin resistencia del aire) es ^¡2gh . 
Deducir este hecho. > \ | 

. Si el diámetro del orificio del ejemplo 3 se duplica y los datos restantes se mantienen sin 
cambios, ¿cuánto variará la respuesta? j 

. (Ley de Torricelli) Suponer que el tanque del ejemplo 3 es semiesférico, de radio R, que 
inicialmenté está lleno de agua y que en el fondo tiene una salida cuya sección transversal 
tiene un área de 5 cm 2 ; La salida se ^abre en cierto instante. Encontrar el tiempo que 
transcurre para vaciar el tanque (a) para cualquier R dado, (b) para R - 1 metro. Sugeren¬ 
cia. Puede usaree lá'fórmulá (5) (¿por qué?), donde B es el área de la sección transversal 
del tanque en la alturaA(0, por lo que ahora i? depende de/i. 


„ A 7 , JOHAN HEINRICH LAMBERT (1728-1777), físico y matemático alemán, conocido por sus aportacio- 
t f . nes a lacartografia y Ja astronomía^ m a c;:;> I .siliíff rbrilAM -ií/Cí-i 






















" ecuaciones diferenciales de primer orden 

. El tiempo requerido para vaciar el tanque del ejemplo 3 es máyoi-queel doble del tiempo 
transcurrido para que el tanque esté a la mitad. ¿Se entiende este hecho desde el punto de 
.vistafisico?. .iw.; ¿, up ' :t : /• 

¿Qué ocurre 

si la velocidad inicial es menor qué A? ’/ - t" uup noá í^L'óoítiv ni • • 

¿A qué altura dé la caída libre córrespónde la velocidad limite (íiSV metrOs/segundo) en 

el ejemplo 4? .v ;* V- ; V 

, y la soíüción del ejemplo 4 si se supone que la 

resistencia deí airé es proporcional a v (en lugar de a v 2 ), por ejemplo £/= £v, donde se 
suponeque ¿ ^ 7.3 kg^? ¿Contirtúa^ierido verosímil esté mo3elo? 

(Ley de feoylé-Mariotte 'paralases ideales*) E^ertó que para un gas a 

baja presión p (y temperáturá constante), la razón dé cambio del volumen V(p) es igual 
a -r/p. Resolverla ecuación difefénciál correspondiente? 4 * | 

(Volante) Un volante con momento de inercia / está girando cón una velocidad angular 
constante o> 0 (radiánés/segundo) relativamente pequeña. En algún instante, llámese / = 0, 
se interrumpe la energía y el movimiento empieza a desácelerarse debido a la fricción. Sea 
el momento de torsión de la fricción proporcional a Jw ; donde cu(0 es la velocidad 
angular. Aplicando la segunda ley de Newton (momento de inercia x aceleracción angu¬ 
lar = momento de torsión), encontrar cu(/) y los tiempos f, en el que el volante gira con mj 
2 y t 2 cuando alcanza la posición de reposo. : i 

(Inversión del azúcar) Experimentos indican que la razón de inversión del azúcar de 
caña en solución diluida es proporcional a la concentración v(/) del: azúcar no alterada. 
Sea lá-concentración 1/100 en /= 0 y 1/300 en f - 4 horas. Encontrar v(r). T 

(Cuerda) Si sé enrolla una cuerda alrededor de un cilindro corrugado que está fijo en el 
suelo, basta una fuerza pequeña en uñó de los extremos para resistir una fuerza considera¬ 
ble én el otro extremo. Sea S la fuerza en la cuerda. Experimentos revelan que el cambio 
ÁSde S en un trozó pequeño de la cuerda es proporcional a 5 y al pequeño ángulo A(f> de 
Ha figura 9.Demostrarquéla ecuacióndiferencial para S es'dS/¿/^*íiS^-Si p = 0.2 radianesr 1 , 
¿cuántas vueltas de la cuérda deben enrollarse en el cilindro para que un hombre que 
sostenga uno de los extremos pueda resistir una fuerza mil veces mayor a la que él puede 
-ejercer?'J <[.■ /, "T 



Pequeño trozo 
de cuerda - 


S + áS 


Figura 9. - Problema 20. 


* ROBERT BOYLE( 1627-1691)/fisico y químico inglés," uno dé los fundadores dé la Royal Society: 
EDMÉ MARIOTTE (ca. 1620-1684), fisico francés y prior de un monasterio próximo a Dijon. 
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1.4 REDUCCIÓN A LA FORMA SEPARABLE 
OPCIONAL 

Algunas ecuaciones diferenciales no son separables, aunque pueden pasarse a esta 
forma mediante un simple cambio de variables. Esto es válido para ecuaciones de la 
forma 9 


( 1 ) 



donde g es cualquier función dada d tyfx> por ejemplo (y/x)\ sen (y/x), etc. La forma 
de la ecuación sugiere que se haga 


Jt 

Esta expresión se multiplica por jc para obtener y = xu. La derivación de un producto 
da como resultado 

(2) y f = u + xu donde u - 

Este es el primer miembro de (1) y el segundo es gfylx) = g(u). En conjunto, 

u + xu = g(u). 

Ahora es posible separar las variables u y x, de donde 

du _ dx 
g(u) - u x 

Si se integran ambos miembros y en el resultado otra vez se sustituye u por ylx 9 se 
obtiene la solución general de (1), como se explica en los siguientes ejemplos. 


du 
dx * 


EJEMPLO 1 Resolver 


2xyy' - y 2 + x 2 - 0. 

Solución. Al dividir entre x 2 se tiene 



Si se hace u = y/x y se usa (2), la ecuación queda como 


2 u{u + ux ) - « 2 + I - 0 , por tanto 2xuu + u 2 + 1 = 0 . 


y 


i 


Estas ecuaciones en ocasiones reciben el nombre de ecuaciones homogéneas. No usaremos esta termi¬ 
nología pues el término “homogéneo” se reserva para un objetivo de importancia mucho mayor (ver la 
sección 1.7). 
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Al separar las variables se encuentra 


2 u du dx 

1 + u 2 ~ X 


Al integrar. 


ln (1 + w 2 ) = -ln |x| + c*. por tanto 1 + 


Al sustituir u por ylx, se obtiene finalmente la familia de circunferencias 


x 2 + y 2 = ex , por tanto 


(■* ‘ 0 


EJEMPLO 2 Un problema con valor inicial 

Resolver el problema con valor inicial 


, y 2x 3 eos (x 2 ) A 

y’ = - +-, y(Vír) = 0. 

Jf y 


Solución. Se establece u = ylx. Entonces y = xu, y' = xu’+ u y la ecuación queda como 


xu + u = u + 


2jc 2 eos (jc 2 ) 


Se hace la simplificación algebraica de la expresión y después se integra: 


t' = 2x eos U 2 ), \u 2 = sen (jc 2 ) + c. 


Puesto que u = ylx, se obtiene 


= ux = xV2 sen (x 2 ) + 2c, 


Puesto que sen 0, de la condición inicial se obtiene c = 0. Por tanto la respuesta es 


y - xV2 sen (x 2 ). I 

En ocasiones la forma de una ecuación diferencial dada sugiere otras sustitucio¬ 
nes simples, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 Resolver 


(2x - 4y + 5)/ + x - 2y + 3 - 0. 


Solución. Se hace x - 2 y~v. Entonces y' = y (1 - v*) y la ecuación adopta la forma 

(2v + 5 )o = 4v + 11. 

Al separar las variables e integrar se encuentra 


1 - -—-—— )dv = 2 dx 
4c + 11/ 


v — - ln |4c + 11| — 2x + c*. 

4 
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Puesto que v~x-2y, esta expresión puede escribirse como 


4x + 8y + ln |4 jc - 8y + 11| = c. ■ 

Otras sustituciones simples se ilustran en las ecuaciones de los problemas 17 al 

27. Algunas de esas sustituciones pueden encontrarse de manera sistemática, como se 
demuestra en la referencia [A6], pp. 19-20, mencionada en el apéndice 1. En lugar de 
ocupar más tiempo en esta técnica de aplicabilidad limitada, en las secciones siguien¬ 
tes se abordarán métodos de solución mucho más fundamentales. 


Problemas de la sección 1.4 


Encontrar la solución general de las siguientes ecuaciones. 

1. xy' = x + y 2 . xy' = 2x + 2y 

3. xyy f ~ \(y 2 + jc 2 ) 4. x 2 y' = y 2 + 5xy + 4jc 2 

5. jc 2 / — y 2 + xy + x 2 6. (jc/ - y) eos (2/jc) = -3jc 4 

7. jc 2 / = y 2 + xy 8. jc/ = jc sec (y/x) + y 

A . / _y + x > “ x 


9. / = 


10. y' = 


y + jc 


Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

11. xy' = x + y, y( 1) = -7.4 12. xyy' = 2y 2 + 4jc 2 , y( 2) = 4 

13. xy' = y + x 5 e x /4y 3 , y( 1) = 0 14. xy' = y 2 + y, y(4) = 2 

15. yy' = x 3 + y 2 /x, y(2) = 6 16. xy' = y + jc 2 sec (y/x), y(l) = tt/2 


Utilizando la transformación indicada, encontrar la solución general. 

17. y' - (y + jc ) 2 (y + jc = ü) 18. y' = tan (jc + y) - 1 (jc + y - u) 

19. 2x 2 yy' = tan (x 2 y 2 ) - 2xy 2 ( x 2 y 2 = z) 

20. y' ~ (x + e y - 1)6“* (x + e y - w) 




22 . y' = 


1 - 2y - 4x 
1 + y + 2x 


(y + 2x = v) 


23. Considerar y' =J(cix + by + k ), donde/es continua. Si ó = 0, la solución es inmediata. 
(¿Por qué?) Si b * 0, demostrar que se obtiene una ecuación separable al usar w(x) = ax + 
by + k como nueva variable dependiente. 


Utilizando el problema 23, encontrar la solución general de las siguientes ecuaciones. 

24. y' = (x + y - 7) 2 25. y = 2y + 8x 

26. y' = (6y - y 2 - 8) 1/2 27. y' = (5y + 2) 4 

(Sugerencia u = y - 3) 

28. Encontrar la curvay(x) que pasa por (1, 1/2) y tal que en cada punto (x, y) la intersección 
de la tangente con el eje y es igual a 2xf. 

29. Demostrar que una recta que pasa por el origen interseca con el mismo ángulo a todas las 
curvas solución de una ecuación diferencial dada y' = g(y¡x). 
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Al comparar (1) y (2), se observa que (1) es exacta si existe alguna función u(x y y) 
tal que 

(4) (a) j- = M, (b) j- = N. 

dx dy 

Suponer que My N están definidas y tienen primeras derivadas parciales continuas en 
una región del plano xy cuya frontera es una curva cerrada que no se interseca a sí 
misma. Entonces por (4) (ver el apéndice 3.2 para la notación) 

d_M _ d 2 u 

dy dy dx ’ 

dN _ d 2 u 
dx dx dy ' 

Por el supuesto de continuidad, las dos derivadas de segundo orden son iguales. Por 
tanto, 



Esta condición no sólo es necesaria sino también suficiente 10 para que Mdx + Ndy sea 
una diferencial exacta. 

Si (1) es exacta, la función m(x, y) puede encontrarse por conjeturación o de la 
siguiente manera sistemática. A partir de (4a) se tiene al integrar con respecto ax 

( 6 ) 


en esta integración, y debe considerarse constante, y k(y) desempeña el papel de una 
“constante” de integración. Para determinar k(y\ se encuentra la derivada parcial 
du/dy de (6), se usa (4b) para obtener cüddy y se integra dkidy para obtener k. 

La fórmula (6) se obtuvo de (4a). En lugar de (4a) también puede usarse (4b). 
Entonces en vez de la fórmula (6) se obtiene primero 


( 6 *) 

Para determinar /(x) se encuentra la derivada parcial du/dx de (6*), se usa (4a) para 
obtener dlldx y se integra. 


10 Este hecho se demostrará más adelante (teorema 3 de la sección 9.2); la demostración también puede 
encontrarse en algunos libros de cálculo elemental; ver referencia [12] en el apéndice 1. 


u = dy + /(x). 
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EJEMPLO 1 Una ecuación exacta 

Resolver 

(7) (jc 3 + 3 xy 2 ) dx + (3jc 2 y + y 3 ) dy = 0. 

Solución. Primer paso. Examinar si es exacta. La ecuación es de la forma (1) con 

M = jc 3 + 3jty 2 , N = 3 x 2 y + y 3 . por tanto — = 6jty, — = 6 xy. 

dy dx 

Con base en estas expresiones y en (S), se observa que (7) es exacta. 

Segundo paso. Solución implícita. De (6) se obtiene 

(8) u - Jm dx + k{y) = J(x 3 + 3xy 2 ) dx + k(y) = jjc 4 + ^x 2 y 2 + k{y). 

Para encontrar ¿(y), se deriva esta fórmula con respecto ay y se usa la fórmula (4b), obteniéndose 

— = 3jt 2 y + ~ = jY = 3jr 2 y + y 3 . 
dy dy 7 7 

Por tanto, dkidy =y\ de donde k = (yV4) + c . Al sustituir este valor en (8) se obtiene la respuesta 

(9) «(jc, y) = 5 (jc 4 + 6x 2 y 2 + y 4 ) = c. 

Tercer paso. Comprobación. ¡ATENCIÓN! Es necesario tener muy presente que este método da la 
solución en la forma implícita u(x, y) = c = constante , no en la forma explícita, y =j{x). Para hacer la 
comprobación , puede derivarse u(x, y) = c implícitamente y ver si esto lleva a ctyfdx = -M/N oa,Wá + 
N dy = 0, la ecuación dada. 

En el caso presente, al derivar (9) implícitamente con respecto a x, se obtiene 
^(4x 3 + 12jry 2 + 12x 2 yy' + 4y 3 y') - 0. 

Al agrupar los términos, se observa que esta expresión es igual a M + Ny' = 0, con M y N como en (7); por 
tanto M dx + N dy = 0. Se termina así la comprobación. I 

EJEMPLO 2 Un problema con valor inicial 

Resolvere! problema con valor inicial 

(10) (senjf cosh y) dx ~ (eos x senh y) dy — 0, y(0) - 0. 

Solución. El estudiante puede comprobar que la ecuación es exacta. De (6) se obtiene 

u = J sen x cosh y dx + k{y) = -eos x cosh y + k(y). 

A partir de esta expresión, du/dy = - eos jc senh y + dkidy. Por tanto, dkidy = 0, y k = const. La solución 
general es u = const , es decir, eos jc cosh y = c. La condición inicial da eos 0 cosh 0 = 1 - c. En consecuen¬ 
cia, la respuesta es eos x cosh y - 1. 

Comprobación, (eos x cosh y)' = - sen jc cosh y + eos x (senhy)y'= 0, de donde se obtiene (10). Asimis¬ 
mo, eos 0 cosh 0 = 1 indica que la respuesta satisface la condición inicial. I 

EJEMPLO 3 ¡ATENCIÓN! El método no funciona cuando la ecuación no es exacta 

Considérese la ecuación 


y dx — x dy — 0. 
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Se observa que M=y,N = -x, de donde dMJdy = 1 pero dNfdx = -1. Por tanto, la ecuación no es exacta. 
En seguida se demostrará que en tal caso, el método no funciona. A partir de (6), 

u = Jm dx + k(y) - xy + k{y). 

De esta expresión, 

du , 

~ = x + * (y). 

dy 

Esta expresión debería ser igual a N = -x. Pero es imposible, ya que k(y) únicamente puede depender de y. 
Pruébese (6*): tampoco funcionará. Resolver la ecuación utilizando otro método que se haya discutido. I 


Problemas de la sección 1.5 


Dada m(x, y ), encontrar la ecuación diferencial exacta du = 0. ¿Qué clase de curvas son las 
soluciones u( x, y) — comí! 

2. w — y/x 2 
4. u = eos (x 2 - y 2 ) 


1. x 2 + y 2 — c 


3. u = (x - a)(b ~ y) 
5. u = exp (xy 2 ) 

7. u = ln (x 2 y 2 ) 

9. w = (y - x + l) 2 


6. u = senxy 
8. w = tan (jc 2 + 4y 2 ) 
10. u = cosh (x 3 - y 2 ) 


Demostrar que las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y resolverlas. 


11. y dx + x dy = 0 

13. y 3 dx + 3xy 2 dy = 0 

15. e~ e dr - re~ e dO = 0 

17. cosh x eos y dx = senh x sen y dy 

19. (2jc + e») dx + xe* dy = 0 


12. x dx + 9y dy = 0 

14. ye x dx + [e x + (y + l)e B ] dy = 0 

16. \e 4e dr + re 40 d0 = 0 

18. e x (cos y dx - sen y dy) = 0 

20. (cot y + x 2 ) dx = x cosec 2 y dy 


¿Las siguientes ecuaciones son exactas? Resolver los problemas con valor inicial. 

21. x dy y 2 dx = 0, y( 1) = 0.2 

22. 4 dx + x _1 dy = 0, y(l) = -8 

23. (y - 1) dx + (x - 3) dy = 0, y(0) = 2/3 

24. (x - 1) dx + (y + 1) dy = 0, y(l) = 0 

25. e* x (-y dx + x dy)/x 2 = 0, y( — 2) = -2 

26. (2xy dx 4- dy)e x2 = 0, y(0) = 2 

27. 2xy dy = (x 2 + y 2 ) dx, y(l) = 2 

28. eos 7rx eos 2iry dx = 2 sen 7rx sen 2?ry dy, y(3/2) = 1/2 

29. senh x dx + y~ 1 cosh x dy = 0, y(0) = 7 r 

30. 2 sen coy dx + <*> eos wy dy = 0, y(0) = ttIIco 


31. Resolver la ecuación del ejemplo 3. 

32. Si una ecuación es separable, demostrar que es exacta. ¿El recíproco es verdadero? 
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33. ¿Bajo qué condiciones (ax + by) dx + (kx + ly) dy = 0 es exacta? (Aquí, a, ¿>, k, l son 
constantes.) Resolver la ecuación exacta. 

34. ¿Bajo qué condiciones \fix) + g(y)] dx + [h(x) + p(y)] dy = 0 es exacta? 

35. ¿Bajo qué condiciones^*, y) dx + g{x)h(y) dy = 0 es exacta? 

Para ver que en ocasiones una ecuación diferencial puede resolverse por varios métodos, resol¬ 
ver (a) usando el método tratado, (b) por separación o inspección: 

36. xy* + y* + 4 = 0 37. 2x dx + jc~ 2 (jc dy y dx) = 0 

38. b 2 x dx + a 2 y dy = 0 39. 3jc ~ 4 y dx = jr 3 dy 

40. ¿Puede el lector decir cuál es la representación gráfica de las curvas solución del ejemplo 
1 ? Sugerencia. Hacer x = s + t,y = s~t. 


1.6 


FACTORES INTEGRANTES 


La idea del método tratado en esta sección es muy simple. En ocasiones se tiene una 
ecuación 


(1) P(x, y) dx + Q( jc, y) dy - 0 

que no es exacta, pero que si se multiplica por una función F(x, y) adecuada, la nueva 
ecuación 


(2) FP dx + FQdy = 0 

es exacta, de modo que puede resolverse por el método de la sección 1.5. La función 
F(x,y) se llama entonces factor integrante de (1). 

Se consideran primero algunos ejemplos sencillos y luego se verá cómo pueden 
obtenerse factores integrantes en una forma sistemática. 

EJEMPLO 1 Factores integrantes 

Demostrar que la ecuación diferencial 


y dx — x dy = 0 

no es exacta, pero que tiene un factor integrante, a saber, F= 1/x 2 , y resolver la nueva ecuación. 

Solución. La ecuación es de la forma (1) con P=y y Q = ~x. Puesto que dP/dy = 1 pero dQidx =-1, no es 
exacta. Al multiplicarla por F= 1/je 2 , se obtiene la ecuación exacta (¡comprobar la exactitud!) 


FP dx + FQ dy 


y dx — jc dy 


= -d 


©■» 


Solución 


Se trata de las rectas y - ex que pasan por el origen. 

Otros factores integrantes de (3) son 1/y 2 , 1/xy, ÍA* 2 +y 2 ), ya que 


y dx - x dy 




y dx - x dy 


- d ( ln ;)’ — x í + y2 y = -rf (are tan £ 
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EJEMPLO 2 Factor integrantes 

Comprobar que F(x) - r' es un Factor integrante de 

2 sen (y 2 ) dx + xy eos (y 2 ) dy = 0 

y encontrar después la solución general. 

Solución. Al multiplicar por F = jt 1 se obtiene la nueva ecuación 

2jt 3 sen (y 2 ) dx + x 4 y eos (y 2 ) dy - 0. 

Esta ecuación es exacta porque 

— [2jc 3 sen (y 2 )] = 4x 3 y eos (y 2 ) = — [x 4 y eos (y 2 )]. 
dy dx 

Se resuelve por el método de la sección 1 .5 (o por inspección) para obtener x* sen (y 2 ) = c = const. 
Comprobación. Comprobar la solución derivándola implícitamente con respecto a x. I 


Cómo encontrar factores integrantes 

En los casos más sencillos, los factores integrantes pueden encontrarse por inspec¬ 
ción o quizás después de algunas pruebas [teniendo presente la expresión (4)]. En el 
caso general, la idea es esta: la ecuación (2) es Mdx + Ndy = 0, con M-FP , N=FQ , 
y es exacta por la definición de factor integrante. En consecuencia el criterio de exac¬ 
titud dM/dy = dN¡dx (ecuación (5) de la sección 1.5) es ahora 

(5) 7 - (FP) = 7 (FQ), 

dy dx 


es decir, F P + FP y = F Q + FQ x (los subíndices denotan derivadas parciales). En el 
caso general, esto resultaría complicado e inoperante. Se seguirá entonces la regla de 
oro: Si no puede resolverse un problema, intentar resolver uno más sencillo —el 
resultado puede ser de utilidad (y también puede ayudar más adelante). En conse¬ 
cuencia, se busca un factor integrante que dependa de una sola variable; por fortuna, 
en muchos casos prácticos existen estos factores, como se verá a continuación. Por 
tanto, sea F = F{x). Entonces F = 0 y F x = F' = dFidx , de donde (5) queda como 

FP y = F'Q + FQ X . 

Al dividir entre FQ y reordenar los términos, se tiene 

(6) A^ = i ( d Z_*Q\ 

F dx Q \dy dx / 


Con esto se demuestra el 
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Teorema 1 [Factor integrante F{x)] 

Si (1) es tal que el segundo miembro de (6), llámese R, sólo depende de x, entonces 
(I) tiene un factor integrante F = F(x), el cual se obtiene integrando (6) y tomando 
exponentes en ambos miembros, 

(7) F(x) = exp jR(x) dx. 

De manera similar, si F = F(y), entonces en lugar de (6) se obtiene 

rxv I^ = i (?Q_ d I\ 

W Fdy P\dx dy) 

que tiene el correspondiente 

Teorema 2 [Factor integrante 

Si (1) es tal que el segundo miembro R de (8) sólo depende de y entonces (1) tiene 
un factor integrante F - F(y), el cual se obtiene de (8) en la forma 

(9) F(y) = exp JR(y) dy. 

EJEMPLO 3 Factor integrante 

Resolver el ejemplo 2 aplicando el teorema 1 

Solución. Se tiene P = 2 sen (y 2 ), Q = xy eos (y 2 ), por tanto, en el segundo miembro de (6) 

R = - 1 , o, [4 y eos (y 2 ) - y eos (y 2 )] = - 

xy eos (y z ) x 

y por tanto F(x) = exp J (3/x) dx = x\ como en el ejemplo 2, etcétera. I 

EJEMPLO 4 Aplicación de los teoremas 1 y 2 

Resolver el problema con valor inicial 

2 xy a* + (4y + 3x 2 ) dy = 0, y(0.2) - - 1.5. 

Solución. Aquí, P = 2xy, Q~ Ay + 3X 2 , la ecuación no es exacta, el segundo miembro de (6) depende tanto 
de x como de y (¡verificarlo!), pero el segundo miembro de (8) es 

- 1 2 

R = -— (6jc — 2x) = Por tanto F(y) = y 2 

2xy y 

es un factor integrante por (9). Al multiplicar por y 2 se obtiene la ecuación exacta 

2ocy 3 dx + (4y 3 + 3x 2 y 2 ) dy - 0, 

que puede escribirse como 

4y 3 dy + (2xy 3 dx + 3x 2 y 2 dy) = 0 

y se resuelve por inspección del método de la sección 1.5 para obtener y* + x*y* 
obtiene y 4 + xy = 4.9275 por la condición inicial. 


= c; de esta expresión se 

I 
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Problemas de la sección 1.6 

1. Comprobar (4). 

2. Comprobar la exactitud en el ejemplo 1 usando la prueba usual. 

3. Comprobar la solución del ejemplo 2, según se indica. 

4. Dar los detalles de la deducción de (8). 

5. Comprobar que el teorema 1 no puede usarse para resolver el ejemplo 4. 

6. Comprobar que y, xy* y j^y 5 son factores integrantes &tydx + 2xdy = 0y resolverla. 

Verificar que la función F dada es un factor integrante y resolver el problema con valor inicial: 

7. 2y dx + x dy = 0, y(0.5) = 8, F = x 

8. 3y dx + 2x dy = 0, y(-l) = 1.4, F = x 2 y 

9. (1 + xy) dx + x 2 dy = 0, y( 1) = 0, F = e 3 * 

10. dx + (x + y + 1) dy = 0, y(2.5) = 0.5, F = e y 

11. (2x -1 y - 3) dx + (3 - 2y _1 x) dy = 0, y(l) = -1, F - x 2 y 2 

12. y dx + [y + tan (x + y)] dy = 0, y(0) = W2, F = eos (x + y) 

13. y dx -y [coth (x - y) ~ y] dy = 0, y(3) = 3, F = senh (jc - y) 

14. ( 2xe x - y 2 ) dx + 2 y dy - 0, y(0) = V2, F = e~ x 


Encontrar un factor integrante F para las siguientes ecuaciones y resolverlas (por inspección o 


usando los teoremas 1 y 2): 

15. 2 eos 7ry dx = 7r sen rry dy 
17. (2y + xy) dx + 2jc dy = 0 
19. (1 + 2jc 2 + 4xy) dx + 2 dy = 0 
21. (y + 1) dx - (x + 1) dy = 0 
23. ay dx + bx dy - 0 


16. y eos x dx F 3 sen jc dy = 0 

18. 2y dx + 3jc dy = 0 

20. 2x dx = [3y 2 + (jc 2 - y 3 ) tan y] dy 

22. 5 dx - e y ~ x dy = 0 

24. (3xe y + 2y) dx + (jcM + jc) dy = 0 


En cada caso, encontrar las condiciones para que F sea un factor integrante de (1). Sugerencia 

Suponer que F(P dx + Qdy)~ÚQS exacta y aplicar la ecuación (5) de la sección 1.5. 

25. F = jc a 26. F = y b 27. F = jc a y b 28. F = e y 

29. Utilizando el problema 27, deducir el factor integrante del problema 11. 

30. (Comprobación) Siempre es importante comprobar las soluciones. En relación con el 
método presente, resulta particularmente esencial ya que quizás sea necesario excluir la 
función y(x) dada por F(x, y) = 0. Para ver este hecho, considérese (jcy)' 1 dy - x~ 2 dx = 0; 
demostrar que un factor integrante es F=y y que lleva a d(ylx) = 0,por tanto y = ex, donde 
c es arbitraria, pero F=y = 0 no es una sólución de la ecuación original. 


1.7 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Se dice que una ecuación diferencial de primer orden es lineal si puede escribirse 
como 

y + p(x)y = r(x). 


( 1 ) 
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El rasgo característico de esta ecuación es que es lineal en y y y\ en tanto que py r 
pueden ser cualesquiera funciones de x dadas. 

Si el segundo miembro r(jt) es cero para toda jc en el intervalo en el que se consi¬ 
dera la ecuación (se escribe r(jc) = 0), se dice que la ecuación es homogénea; de no 
ser así, se dice que es no homogénea. 

Se encontrará ahora una fórmula para la solución general de (1) en algún interva¬ 
lo /, suponiendo que py r son continuas en /. Para la ecuación homogénea 

(2) y' = p{x)y = 0 


esto es muy sencillo. De hecho, al separar las variables se tiene 


dy 

y 


-p(x) dx , por tanto ln |y| = - J p(x) dx + 


y al tomar exponentes en ambos miembros 



(c — ±e c cuando y ^ 0); 


en este caso también puede tomarse c = 0 y obtener la solución trivial y = 0. 

La ecuación no homogénea (1) se resolverá a continuación. Resulta que posee 
la grata propiedad de tener un factor integrante que sólo depende de x. De hecho (1) 
se escribe primero como 


(py - r) dx + dy = 0. 


Esta expresión es P dx + Q dy = 0, donde P=py-ry Q= 1. Por tanto, la ecuación (6) 
de la sección 1.6 se reduce a 


J dF 
F dx 


/?(*). 


Puesto que sólo depende de jc, la ecuación (1) tiene un factor integrante F(x\ que se 
obtiene directamente por integración y tomando exponentes [como en (7), sección 
1 . 6 ]: 

F(x) = dx . 

Al multiplicar (1) por esta F y aplicando la regla para derivar un producto, se obtiene 

e ípdX( y ' + py ) = (efPteyy = e f P dX rt 

Ahora se integra con respecto a jc, 


e fp fay _ I e fp dx r + c 
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y se despeja y, abreviando \p dx por h, 

(4) 

Esto representa la solución general de (1) en la forma de una integral. 11 (No importa 
la elección del valor de la constante de integración en fp dx; ver el problema 2.) 




EJEMPLO 2 Problema de mezcla 

El tanque de la figura 10 contiene 200 galones de agua en los que están disueltas 40 Ib de sal. Al tanque 
entran 5 galones de salmuera por minuto, cada uno de tos cuales contiene 2 Ib de sal disuelta, y la mezcla, 
cuya uniformidad se mantiene agitándola, sale a la misma razón. Encontrar la cantidad de sal//) que hay 
en el tanque en cualquier tiempo t. 

Solución. Primer paso. Modelado. La razón de cambio con el tiempo y = dyidt de//) es igual al flujo de 
entrada 5x2=10 [Ib/min] de sal menos el flujo de salida. El flujo de salida [lb/min] es (5/200) x//) = 
0.025//) ya que y(t) es la cantidad total de sal que hay en el tanque y 5 gal/200 gal es la fracción del 
volumen que sale por minuto. De manera alternativa, //) es la cantidad total de sal, en consecuencia y/)/ 
200 es la cantidad de sal por galón, y salen 5 gal/min. Por tanto, el modelo es / = 10 - 0.0025y, es decir, 
el problema con valor inicial 

y 1 + 0.025y = 10, y(0) ® 40. 



Si la integral no puede integrarse usando los métodos convencionales de cálculo (como ocurre con 
frecuencia en la práctica), quizás tenga que usarse un método numérico para integrales (sección 18.5) 
o para la propia ecuación diferencial (secciones 20.1,20.2). 
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Segundo paso. Solución de la ecuación. En (4), con / en lugar de je, se tiene p = 0.025, h ~ 0.025/, r = 10 
y se llega a la solución general 


y(t ) = -0.025/ |~J^0.025t -10 dt + cj 

_ -,-0.025/ I -,0,025/ + C 1 

L0.025 J 


- ce~° °25t + 400. 

De la condición inicial y(0) = c + 400 = 40 se obtiene c = -360 y como respuesta la solución particular 

y(t) = 400 - me-° 025t [Ib]. 

Se observa que la cantidad de sal que hay en el tanque aumenta de manera monótona. ¿Puede el lector 
explicar esto físicamente? I 

Desde luego, quizás la ecuación (4) no sea necesaria en casos simples como los 
ejemplos 1 y 2, pero resultará de utilidad en ecuaciones más complicadas. 


EJEMPLO 3 Resolver 


y' + 2y = e x {3 sen2x + 2 eos 2x). 


Solución, Aquí p = 2, h = 2x, de donde por (4) se obtiene 


= e~ 2x J e 2x e x O sen 2 jc + 2 eos 2 jt) dx + c 
- e -2x[ e 3x sen 2x + c] 

= ce~ 2x + e x sen 2 jc. 


EJEMPLO 4 Problema con valor inicial 

Resolver el problema con valor inicial 


y r + y tan x = sen 2x, y(0) = 1. 


Solución. Aquí p - tan x, r ~ sen 2x = 2 sen x eos x, y 


Jpdx = ¡ 


tan x dx = ln Isec xl 


De lo anterior se ve que en (4), 


e h = sec x, e~ h = eos x, e k r = (sec x)(2 senx eos x) = 2 sen x, 
y la solución general de la ecuación en cuestión es 


y(x) = eos x 2 I sen x dx + c = c eos x - 2 eos 2 x. 


A partir de esta expresión y de la condición inicial, 1 = c * 1 - 2 * l 2 , de donde c = 3 y la solución del 
problema con valor inicial es 

y — 3 eos x - 2 eos 2 x. I 
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Reducción a la forma lineal. Ecuación de Bernoulli 

Algunas ecuaciones diferenciales no lineales pueden reducirse a la forma lineal, como 
se ilustrará en los problemas de la sección. La ecuación prácticamente más famosa de . 
éstas es la ecuación de Bernoulli 12 (ver también los problemas 37,38, etc.) 

(5) y 9 + p(x)y = g(x)y a (a cualquier número real). 

Si a = 0 o a = 1, la ecuación es lineal. En caso contrario, es no lineal. Entonces se hace 

u(x) = [yto] 1 -». 

Se deriva esta expresión y se sustituye y' de (5), obteniéndose 

u’ = (1 - a)y~ a y' = (1 - a)y -0 (^y 0 - py) 

= (1 - a)(g - py 1-a ), 


donde y 1 _a = w en el segundo miembro, de donde se llega a la ecuación lineal 
(6) u + (1 - a)pu — (1 - á)g. 


EJEMPLO 5 Ecuación de Bernoulli. Ecuación de Verhulst. Modelo logístico de población 

Revolver la ecuación especial de Bernoulli, llamada ecuación de Verhulst: 

(7) y - Ay = - By 2 (A, B positive constants). 

Solución. Aquí, a = 2, de donde u~y\ y al derivar y hacer la sustitución de y* en (7), 
u = -y~ 2 y' = -y’H-By 2 + Ay) = B - Ay- 1 , 



ce Ax + 


B 
A ' 


y de (7) puede verse directamente que y = 0 también es una solución. 


12 JAKOB BERNOULLI (1654-1705), matemático suizo, profesor en Basilea, conocido también por sus 
contribuciones en la teoría de la elasticidad y la probabilidad matemática. Leibniz descubrió en 1696 el 
método para resolver la ecuación de Bernoulli. Entre los alumnos de Jakob Bernoulli se encontraba su 
sobrino NIKLAUS BERNOULLI (1687-1759), quien realizó aportaciones a la teoría de la probabili¬ 
dad y las series infinitas, y su hermano menor JOHANN BERNOULLI (1667-1748), quien ejerció una 
profunda influencia en el desarrollo del cálculo, fue el sucesor de Jakob en Basilea y tuvo entre sus 
alumnos a GABRIEL CRAMER (ver la sección 7.9) y a LEONHARD EULER (ver la sección 2.6). Su 
hijo DANIEL BERNOULLI (1700-1782) es conocido por su trabajo básico en la dinámica de fluidos 
y en la teoría cinética de los gases. 
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Figuran. Modelo logístico de población. Curvas (8) del ejemplo 5. 


A la ecuación (8) se le llama ley logística del crecimiento población al, donde x es el tiempo. Para B = 0 
da el crecimiento exponencial y = (l/ck** (ley de Malthus, problema 27, sección 1.1). En la expresión (7), 
-By 1 es un “término de freno”, para impedir que la población crezca de manera indefinida. De hecho, (8) 
indica que las poblaciones inicialmente pequeñas [0 <><0) < AIB] aumentan monótonamente hasta AÍB , en 
tanto que las poblaciones inicialmente grandes [y(0) > AIB] disminuyen monótonamente al mismo límite 
AIB (figura 11). 

La ley logística tiene aplicaciones útiles en las poblaciones humanas (ver el problema 54) y animales 
(ver C.W. Clark, Mathematical Bioeconomics , Nueva York, Wiley, 1976). 


Entrada y salida 

Las ecuaciones diferenciales (1) tienen múltiples aplicaciones, como se ilustrará en 
los problemas de la sección así como en la siguiente sección. La variable indepen¬ 
diente x con frecuencia será el tiempo; la función r(*) del segundo miembro de (1) 
puede representar una fuerza, y la solución y{x) un desplazamiento, una corriente 
eléctrica u otra cantidad física variable. En las matemáticas para ingeniería, es común 
llamar a r(*) la entrada y ay(x) la salida o respuesta a la entrada (y a las condiciones 
iniciales). Por ejemplo, en ingeniería eléctrica la ecuación diferencial puede gobernar 
el comportamiento de un circuito eléctrico y la salida y(x) se obtiene como la solución 
de la ecuación correspondiente a la entrada r(x). Esta idea se discutirá en términos de 
ejemplos típicos en la siguiente sección (y para ecuaciones de segundo orden en las 
secciones 2.5,2.11, 2.12). 


Problemas de la sección 1.7 

1. Demostrar que e~ ln x = 1/x (pero no -x) y que e ]n(sec x) = eos x. 

2. Demostrar que no importa el valor que se elija para la constante de integración en \p dx 
[ver (4)] (por lo que puede tomarse como cero). 

3. ¿Cuál es el límite dey(0 cuando / -» °o en el ejemplo 2? ¿Es razonable físicamente? 


Encontrar las soluciones generales de las siguientes ecuaciones diferenciales. 


4. y* + y = 5 
7. /*+ 2y = 6e x 
10. y 9 = (y - 1) cot x 
13. y 9 + 3y = e~ 3x 
16. (x 2 - 1)/ = xy 


5. y' - 4y = 0.8 
8. y' — 2y — 2 — 4x 
11. xy* + 2y = 9x 
14. y* + 2y = eos x 
17. xy' - 2 y - x 3 e x 


6. y' + 2xy = 0 
9 . y — 4y = 2jc — 4* 2 
12. y' tan x ~ 2y 
15. xy' + 2y = 4e x2 
18. x V + 2 xy = senh 3x 
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Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 


19. y' + 3y = 12, y(0) = 6 
21. y' + y = (* + l) 2 , y(0) = 3 
23. y' + 2xy = 4x, y(0) = 3 
25. y' coth 2x = 2y — 2, y(0) = 0 
27. y' + ky = e'**, y(0) = 0.7 


20. y' = y cot x, y(|ir) = 2 
22. y’ + x 3 y = 4x 3 , y(0) = -1 
24. xy' = (1 + x)y, y(l) = 3e 
26. y' = 2 y/x + x 2 e x , y(2) = 0 

28. y' + 3jc 2 y = jce - * 3 , y(0) = -1 


Propiedades generales de las ecuaciones diferenciales lineales. Las ecuaciones diferenciales 
lineales (1) y (2) tienen ciertas propiedades importantes. En los dos capítulos siguientes se 
verá que puede decirse lo mismo de las ecuaciones diferenciales lineales de órdenes superio¬ 
res. Este hecho es muy importante ya que puede usarse para obtener nuevas soluciones a partir 
de soluciones dadas. De hecho, demostrar e ilustrar con un ejemplo que la ecuación homogé¬ 
nea (2) posee las siguientes propiedades. 

29. y s 0 es una solución de (2), llamada la solución trivial . 

30. Si y, es una solución de (2), entonces y = cy, (con c una constante cualquiera) es una 
solución de (2). 

31. Siy, yy 2 son soluciones de (2), entonces su suma y -y x + y 2 es una solución de (2). 

Demostrar e ilustrar con un ejemplo que la ecuación no homogénea (1) posee las siguientes 
propiedades. 

32. Si y, es una solución de (1) yy 2 es una solución de (2), entonces y=y x +y 2 es una solución 
de(l). 

33. La diferencia y - y x - y 2 de dos soluciones y x y y 2 de (1) es una solución de (2). 

34. Si y es una solución de (1), entonces y = cy l es una solución de y' + py = cr. 

35. Si y, es una solución dey,' + py x = r, y y 2 es una solución dey 2 ' + py 2 = r 2 (con la mismap), 
entonces y = y x + y 2 es una solución d ey f +py = r l + r r 

36. Si p(x) y r(x) en (1) son constantes, por ejemplo, p(x) y r(x) = r 0 , entonces (1) puede 
resolverse por separación de variables y el resultado concordará con el obtenido por (4). 

Reducción de ecuaciones diferenciales no lineales a la forma lineal. Aplicando transforma¬ 
ciones de variables adecuadas, hacer la reducción a la forma lineal y resolver las siguientes 
ecuaciones. Sugerencia. Algunas son ecuaciones de Bemoulli; algunas se hacen lineales si se 
toma y como variable independiente y jc como la función desconocida. 

37. y' + y = y 2 38. y' + y = xiy 

39. y' eos y + jc sen y = 2 jc (sen y - z) 40. y* - 1 = e _ ®sen jc 

41. ( e y + jc)y' = 1 42. y'(senh3y - 2jty) = y 2 

43. 3y' + y = (1 - 2x)y 4 44. 2xy' = 10jc 3 y 5 + y 

45. 2jcyy' + (x - 1 )y 2 = x 2 e x 46. y* eos y + 2 jc sen y - 2 jc 

Algunas aplicaciones (más en la siguiente sección) 

47. ¿En cuánto tiempo la función y{t) del ejemplo 2 habrá llegado prácticamente al límite, por 
ejemplo, al valor 399.9 Ib? Empezar con una conjetura. 

48. Demostrar que si en el ejemplo 2 se duplica el flujo de entrada (pero sin hacer más cambios), 
el modelo es y' ~ 20 - [5/(200 + 5/)]y, y(0) = 40. Resolver este problema con valor inicial. 

49. Si en el ejemplo 2 la salmuera que entra se sustituye después de 10 minutos por agua pura 
(fluyendo también a razón de 5 gal/min), ¿cuánto tiempo se necesitará para que el tanque 
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esté prácticamente libre de sal, por ejemplo, para disminuirlo a 0.01 Ib? Empezar con 
una conjetura. 

50. (Movimiento de un bote) Dos personas viajan en un bote de motor, siendo el peso 
combinado de las personas y el bote de 4 900 N (unas 1 100 Ib). Suponer que el motor 
ejerce una fuerza constante de 200 N (unas 45 Ib) y que la resistencia R del agua es 
proporcional a la velocidad v, por ejemplo, R = kv N, donde k = 10 N - segundo/metro. 
Plantear la ecuación diferencial para v(0 utilizando la segunda ley de Newton, 

Masa x Aceleración = Fuerza. 

Encontrar v(/) que satisfaga v(0) = 0. Encontrar la velocidad máxima v w a la que viajará el 
bote (prácticamente después de un tiempo suficientemente largo). Si el bote empieza a 
moverse a partir del reposo, ¿en cuánto tiempo alcanzará 0.9v w y qué distancia habrá 
recorrido durante ese tiempo? 

51. (Ley de enfriamiento de Newton) Resolver la ecuación diferencial del ejemplo 2 de la 
sección 1.3 aplicando el método tratado en esta sección, suponiendo que la temperatura 
inicial de la bola es 71(0) = T 0 . 

52. (Secreción hormonal) Un modelo de este proceso puede ser 

, 2irt 

y = a - b eos —— ky. 

Aquí, t es el tiempo [en horas, eligiéndose / = 0 en una hora adecuada, por ejemplo, 8:00 
A.M.],y(/) es la cantidad de cierta hormona presente en la sangre, a es la razón media de 
secreción, b eos (ntl 12) es un modelo del ciclo de secreción diaria de 24 horas y ky repre¬ 
senta el modelo de la razón de eliminación de la hormona de la sangre. Encontrar la 
solución cuando a = b = k= 1 yy(0) = 2. 

53. (Modelo logfstico de población) Demostrar que (8) con 0 < y(0) < A/B crece monótona¬ 
mente y con y(0) > A/B disminuye monótonamente. 

54. (Estados Unidos) Para los Estados Unidos, Verhulst predijo en 1845 los valores A = 0.03 
y B - 1.6 ■ 10 -4 , donde x se mide en afíos y y(x) en millones. Encontrar la solución parti¬ 
cular (8) que satisfácelo) = 53 (correspondiente al año 1800) y comparar los valores de 
esta solución con algunos de los valores reales (redondeados): 

1800 1830 1860 1890 1920 1950 1980 1990 

5.3 13 31 63 105 150 230 250 

55. Demostrar que las curvas (8) tienen un punto de inflexión sij^x) = A/2B. [Usar (7).] 

Ecuaciones de Riccati y Clairaut 

56. Una ecuación de Riccati 13 es de la forma y* + p(x)y = g(x)y* + h(x). Comprobar que la 
ecuación de Riccati y' = x*{y - x) 2 + x~ l y tiene la solución y = x y reducirla a una ecuación 
de Bemoulli por la sustitución w =y-x y resolverla. 

57. Demostrar que la ecuación general de Riccati del problema 56 (que es una ecuación de 
Pemoulli cuando h s 0) puede reducirse a una ecuación de Bemoulli si se conoce una 
solución y = v haciendo w-y-v. 


15 JACOPO FRANCESCO RICCATI (1676-1754), matemático italiano, quien introdujo su ecuación en 
1723. 
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58. Una ecuación de Clairaut 14 es de la forma y = xy r + gfy 9 ). Resolver la ecuación de Clairaut 
y = xy' + 1 /y'. Sugerencia . Derivar la ecuación con respecto a jc. 

59. Demostrar que la ecuación general de Clairaut del problema 58 con g(s) arbitraria tiene 
como soluciones una familia de rectas y - ex + g{c) y una solución singular determinada 
por g'($) = -jc, donde s=y\ (Esas rectas son tangente a las anteriores.) Sugerencia. Deri¬ 
var la ecuación con respecto a x como en el problema 58. 

60. Demostrar que las rectas, cuyos segmentos comprendidos entre los ejes xy y positivos 
ti enen un a longitud constante de 1, son soluciones de la ecuación de Clairaut y = xy* - y*f 

/] + y 2 , cuya solución singular es el astroide x in + y 2/3 = 1. Hacer un dibujo. 


1.8 MODELADO: CIRCUITOS ELÉCTRICOS 


Recuérdese de las secciones 1.1 y 1.3 que modelado significa establecer modelos 
matemáticos de sistemas físicos o de otros campos. En esta sección se harán modelos 
de circuitos eléctricos. Sus modelos serán ecuaciones diferenciales lineales. Aun cuando 
son de interés particular para los estudiantes de ingeniería eléctrica, ingeniería de 
computación, etc., la discusión resultará provechosa para todos los estudiantes, pues 
la habilidad para plantear modelos puede adquirirse de la manera más conveniente 
considerando problemas prácticos de varios campos. En beneficio de todos, se em¬ 
pieza explicando los conceptos básicos necesarios. 

El circuito eléctrico más simple es un circuito en serie en el que se tiene una 
fuente de energía eléctrica (fuerza electromotriz) como un generador o una batería, 
y un resistor, que usa la energía, por ejemplo una bombilla eléctrica (figura 12). Si se 
cierra el interruptor, una corriente / fluirá por el resistor y esto producirá una caída de 
voltaje, es decir, el potencial eléctrico en los dos extremos del resistor serán diferen¬ 
tes; esta diferencia de potencial o caída de voltaje puede medirse con un voltímetro. 
Experimentos demuestran la válidez de la siguiente ley. 

La caída de voltaje E R en un resistor es proporcional a la corriente instantánea 
/, esto es. 


( 1 ) 


E r = RI 


(Ley de Ohm’s) 


donde a la constante de proporcionalidad R se le llama la resistencia del resistor. La 
corriente I se mide en amperes , la resistencia R en ohms y el voltaje E R en volts. 15 



Resistor 


Figura 12. Circuito. 


14 ALEXIS CLAUDE CLAIRAUT (1713-1765), matemático francés, conocido también por su trabajo en 
geodesia y astronomía. 

15 Estas unidades y las subsecuentes reciben sus nombres en honor de ANDRÉ MARIE AMPÉRE (1775- 
1836), físico francés; GEORG SIMON OHM (1789-1854), físico alemán; ALESSANDRO VOLTA 
(1745-1827), físico italiano; JOSEPH HENRY (1797-1878), físico estadounidense; MICHAEL 
FARADAY (1791-1867), físico inglés, y CHARLES AUGUSTIN DE COULOMB (1736-1806), físico 
e ingeniero francés. 
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Los otros dos elementos importantes en circuitos más complicados son los 
inductores y los capacitores . Un inductor se opone a un cambio en la corriente y tiene 
un efecto de inercia en la electricidad similar al de la masa en la mecánica; más adelante 
se considerará esta analogía (sección 2.12). Experimentos dan lugar a la siguiente ley. 

La caída de voltaje E L en un inductor es proporcional a la razón de cambio 
instantánea con respecto al tiempo de la corriente /, esto es. 


( 2 ) 



donde a la constante de proporcionalidad L se le llama la inductancia del inductor y 
se mide en henrys\ el tiempo t se mide en segundos. 

Un capacitor es un elemento que almacena energía. Experimentos dan lugar a la 
siguiente ley. 

La caída de voltaje E c en un capacitor es proporcional a la carga eléctrica 
instantánea Q en el capacitor , esto es. 


(3*) 



donde a C se le llama la capacitancia y se mide en faradios ; la carga Q se mide en 
coulombs. Puesto que 


(3') 


m = 


dQ 

dt 


esta expresión puede escribirse como 


(3) 


E c = 



l(t*) dt*. 


La corriente /(/) en un circuito puede determinarse resolviendo la ecuación (o 
ecuaciones) que resulte(n) de la aplicación de la siguiente ley física. 


Ley de las tensiones de Kirchhoff (LTK ) 16 

La suma algebraica de todas las caídas de voltaje instantáneas alrededor de cual¬ 
quier circuito cerrado es cero , o el voltaje aplicado a un circuito cerrado es igual a 
la suma de las caídas de voltaje en el resto del circuito. 


1,1 GUSTAV ROBERT KIRCHHOFF (1824-1887), físico alemán. Más adelante se necesitará también la 
ley de las corrientes de Kirchhoff (LCK): 

En cualquier punto de un circuito, la suma de las corrientes que llegan a él es igual a la suma 
de las corrientes que salen. 




MODELADO: CIRCUITOS ELÉCTRICOS 


63 


EJEMPLO 1 Circuito RL 

Establecer el modelo del “circuito RL” de la figura 13 y resolver la ecuación resultante para (A) una fuerza 
electromotriz constante, (B) una fuerza electromotriz periódica. 

Solución. Primer paso. Modelado, Por (1), la calda de voltaje en el resistor es RJ. Por (2), la caída de 
voltaje en el inductor es L dlldt . Por la LTfC, la suma de las dos caídas de voltaje debe ser igual a la fuerza 
electromotriz E(t), por tanto 


L~ + RI = £(/). 
dt 


Segundo paso. Solución de la ecuación. Se llega a la solución general por (4) de la sección 1.7, la cual se 
estableció para una ecuación y'+py - r, con un coeficiente 1 para y'; por tanto, primero (4) debe dividirse 
entre 

<U R E 
dt + L ~ L 

Entonces por la ecuación (4) de la sección 1.7, con x = t,y = Lp = RJL y r- E/L se obtiene 


/(/) = e~ at 


je at ^ dt + c , 




Tercer paso. Caso A, Fuerza electromotriz constante E = E 0 . Puesto que \e m dt = e u ’/a, para E - E 0 
constante, de la ecuación (5) se obtiene la solución 


I(t) — e at —® * — e at + c = + ce at . 

l R J R 


El último término tiende a cero cuando t -4 «; en la práctica, después de algún tiempo la corriente será 
constante, igual a EJR, el valor que tendría de inmediato (por la ley de Ohm) si no hubiera un inductor en 
el circuito, y se ve que este límite es independiente del valor inicial 1(0), En la figura 14 se muestra la 
solución particular para la que 7(0) = 0, a saber, por (5*) 

(5**) /(/) = 7 ® (1 - *-“*) = (1 - í-^) 

K R 

donde a t ; = L1R (= 1/a) se le llama la constante inductiva de tiempo del circuito (ver el problema 3). 


Cuarto paso. Caso B, Fuerza electromotriz periódica E(t) - £ # sen oé. Para esta £(/), la ecuación (5) es 


/<*) = * 


[?/ 


e at sen o >1 dt + c 


(o¡ = RIL). 



Figura 13. Circuito RL. 


Figura 14. Corriente en un circuito RL 
debida a una fuerza electromotriz constante. 
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Figura 15. Corriente en un circuito RL debida a una fuerza electromotriz 
senoidal como la obtenida por (6) (con 6 = nJ 4). 


Al integrar por partes se obtiene 


/(/) = ce~ {RtL)t + + 0 2¿2 ^ sen 0,1 ~ cos 


Esta expresión puede escribirse como [ver (14) en el apéndice 3] 


(6) /(/) = ce~ (WL)t + 7 o Q 1 —: sen {<*>t - 8 ), 

VR 2 + ú) 2 L 2 


íúL 

5 = are tan — 
R 


El término exponencial tenderá a cero cuando i tienda a infinito. Esto significa que después de cierto 
tiempo la corriente I{t) realizará oscilaciones prácticamente armónicas. (Ver la figura 15.) La figura 16 
muestra el ángulo de fase ¿como una función de a)L/R. Si L - 0, entonces 8= 0, y las oscilaciones de /(/) 
estarán en fase con las de E(t). ® 


Se dice que un sistema eléctrico (o dinámico) se encuentra en estado estaciona¬ 
rio cuando las variables que describen su comportamiento son funciones periódicas 
de tiempo o constantes, y se dice que se encuentra en un estado transitorio (o no 
estacionario) cuando no está en el estado estacionario. A las variables correspondien¬ 
tes se les llama funciones de estado estacionario y transitorias , respectivamente. 

En el ejemplo 1, caso A, la función EJR es una función de estado estacionario o 
solución de estado estacionario de (4), y en el caso B la solución de estado estacio¬ 
nario está representada por el último término de (6). Antes de que el circuito alcance 
(prácticamente) el estado estacionario se encuentra en el estado transitorio. Es evi¬ 
dente que este ínterin o periodo intermedio ocurre porque los inductores y los 
capacitores almacenan energía, y no es posible cambiar de manera instantánea las 
corrientes de los inductores y los voltajes de los capacitores correspondientes. En la 
práctica, este estado transitorio tiene una duración muy breve. 



Figura 16. Ángulo de fase a en (6) como una función de coLJR . 
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EJEMPLO 2 Circuito RL 

Establecer un modelo para el “circuito RC' de la figura 17 y encontrar la corriente en el circuito para ios 
dos casos de la fuerza electromotriz E(t) considerados en el ejemplo 1. 

Solución. Primer paso. Modelado. Por (1), (3) y la LTK, se obtiene 

(7) RI + Ifldl = £(/). 

Para eliminar la integral, las ecuaciones se derivan con respecto a /, encontrándose 

( 8 ) 

Segundo paso. Solución de la ecuación. Al dividir (8) entre /?, por la ecuación (4) de la sección 1.7 se 
obtiene la solución general 

(9) 1(1) = é-- t/(RC > Q J Í> t/(RC > Y, dt + <•)• 

Tercer paso. Caso A. Fuerza electromotriz constante. Si E = const, entonces dEfdt = 0 y (9) se reduce a 

(10) l(t) = ce -í/ífiC) = ce~ tlr c (Fig. 18) 



donde a x r = RC se le llama la constante capacitiva de tiempo del circuito. 

Cuarto paso. Caso B. Fuerza electromotriz periódica E(t) = E % sen (úL Para esta E(t) se tiene 

dE 

— ~ ú>E n eos oit. 
dt 0 

Al insertar esta expresión en (9) e integrar por partes se encuentra 


/(/) = ce + | + ^ ( cos *** + sen 


ce -tl(RC) + 


1 + (a>RC) 2 


sen(w/ — 5), 


donde tan 8 = -\/((aRC). El primer término se decrementa paulatinamente conforme t s~ incrementa, y el 
último término representa la corriente de estado estacionario, que es senoidal. La gráfica de /(/) es similar 
a la de la figura 15. I 


Los “circuitos RLC ” que incluyen los tres tipos de componentes llevan a ecuaciones 
diferenciales de segundo orden y se considerarán en la sección 2.12; las redes eléctri¬ 
cas que llevan a sistemas de ecuaciones diferenciales se discutirán en el capítulo 4, 



Figura 17. Circuito fíC. 


Figura 18 . Corriente en un circuito RC debida 
a una fuerza electromotriz constante. 
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Problemas de la sección 1.8 

Circuitos RL 

1. Deducir (5*) a partir de (5). 

2. Obtener a partir de (5*) las soluciones que satisfagan 7(0) = 0 .5EJR, EJR , 2EJR. Trazar 
las curvas correspondientes. 

3. Demostrar que la constante inductiva de tiempo x L = L/R es el tiempo t en el que la 
corriente (5**) alcanza aproximadamente el 63% de su valor final. 

4. En el ejemplo 1, caso A, sea R = 20 ohms, L — 0.03 milihenrys (3 ■ 10 -5 henrys) e /(O) — 0. 
Encontrar el tiempo en que la corriente alcanza el 99.9% de su valor final. 

5. ¿El tiempo en el problema 4 disminuirá o aumentará si se cambia /(O) = 0 a algún valor 
positivo menor que EJR2 

6. ¿Qué valor de L debería escogerse en un circuito LR con R ~ 100 omhs para que (5**) 
llegue al 99.9% de su valor final en t = 0.01 segundos? 

7. ¿Qué valor de L debería elegirse en (4) con E - E 0 = 100 volts y R -1000 ohms si se desea 
que la corriente aumente de 0 a 25% de su valor final en 10"* segundos? 

8. En el ejemplo 1, caso A, sean R = 100 ohms, L = 2.5 henrys, E 0 = 110 volts e /(0) = 0. 
Encontrar la constante de tiempo y el tiempo necesario para que la corriente aumente de 0 
a 0.6 amperes. 

9. Deducir (6) a partir de (4) y comprobar la ecuación por sustitución. 

10. Deducir la solución de estado estacionario en (6) sustituyendo i p —A eos (üt + B sen cot en 
(4) con E(t) = E q sen cot y determinando Ay B igualando los términos del coseno y el seno 
en la ecuación resultante. (Con esto se evita la integración por partes.) 

11. ¿Para qué condición inicial (6) da como resultado la solución de estado estacionario? 

12. ¿De qué manera depende de L el ángulo de fase S en (6)? ¿Tiene sentido esto físicamente? 

13. Resolver (4) con E(t) = er* cuando (a) R * L, (b) R = L. 

14. Resolver (4) con la fuerza electromotriz E(t) = t. 

15. Encontrar la corriente en el circuito RL [ver (4)] con R = 1 ohm, L - 1 henry y E(t) - 1 si 
0 < / < 3 segundos, E(t) = 0 si / > 3 segundos e 7(0) = y ampere. Sugerencia. Usar el hecho 
de que 7(0 debe ser continua en / = 3. 


Circuitos RC 

16. (Descarga de un capacitor) Demostrar que (7) también puede escribirse 

( 12 ) R^ + ±Q = E(t). 

Resolver esta ecuación con E(t) = 0, suponiendo que 0(0) = Q 0 . Encontrar el tiempo en 
que el capacitor ha perdido 99.9% de su carga inicial. 

17. Escribir la solución general de (12) en la forma de una integral y deducirla a partir de la 
fórmula (9) derivándola primero y luego integrándola por partes. 

18. En (12), sean R = 20 ohms y C = 0.01 faradios y sea E(t) que decae exponencialmente, por 
ejemplo, E{t) - 6Qe~ 2t volts. Suponiendo que 0(0) = 0, encontrar y trazar 0(/). Determinar 
asimismo el tiempo en que 0(/) alcanza un máximo y esa carga máxima. 

19. Comprobar que (11) es una solución de (8) con E = E 0 sen ax. 

20. Obtener a partir de (1 1) la solución particular que satisface la condición inicial 7(0) = 0. 
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21. Un capacitor (C=0.1 faradios) conectado en serie con un resistor (R = 200 ohms) se carga 
con una fuente (E 0 = 12 volts); ver la figura 17 con £(/) = E 0 . Encontrar el voltaje V(t) en 
el capacitor, suponiendo que en t - 0 el capacitor está completamente descargado. 

22. Encontrar la corriente /(/) en el circuito RC ilustrado en la figura 17, suponiendo que E = 
100 volts, C = 0.25 faradios, R es variable de acuerdo con R - (100 -/) ohms cuando 0 < 
/ < 100 segundos, R — 0 cuando t > 100 segundos e 7(0) = 1 ampere. 

23. Resolver (12) cuando R ~ 500 ohms, C - 10 -3 faradios y E(t) = 1 - e~* volts. 

Encontrar la solución de estado estacionario de (12) cuando R = 50 ohms, C = 0.04 faradios y 

£(/) es igual a: 

24. 110 eos 314/ 25. 50e - ' + 1012 sen nt 

26. Demostrar que si la carga inicial en el capacitor de la figura 17 es 0(0), la corriente inicial 
en el circuito RC es 7(0) = E(0)IR - Q(Q)/RC. 

27. Demostrar que si E(t) en la figura 17 tiene un salto de magnitud J en / = a, entonces la 
corriente 7(/) en el circuito RC tiene un salto de magnitud JIR en t = a. 

Usando el resultado del problema 27, encontrar la corriente 7(/) en el circuito RC de la figura 

17, suponiendo R = 1 ohm, C = 1 faradio, una carga inicial cero en el capacitor y 

28. £ = cuando 0 < / < I y E = 1 cuando / > 1 

29.7T = / + I cuando 0<t<ayE=0 cuando t> a 

30.£ = t + 1 cuando 0<t<ay E = a+ 1 cuando t> a 


1.9 TRAYECTORIAS ORTOGONALES DE CURVAS. 

OPCIONAL 

Como otra aplicación interesante, se verá en esta sección cómo usar ecuaciones diferen¬ 
ciales para encontrar curvas que intersecan curvas dadas en ángulos rectos, 17 situación que 
se presenta con mucha frecuencia en la práctica. A las nuevas curvas se les llama entonces 
las trayectorias ortogonales de las curvas dadas (y recíprocamente). En este caso, 
“ortogonal” es sinónimo de “perpendicular”. En la figura 19 se muestra un ejemplo. 



Figura 19. Curvas y sus trayectorias ortogonales. 


17 Recuérdese que el ángulo de intersección de dos curvas se define como el ángulo entre las tangentes 
de las curvas en el punto de intersección. 
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Por ejemplo, los meridianos y los paralelos del globo terráqueo son trayectorias 
ortogonales entre sí, como lo son también las curvas de pendiente más pronunciada y las 
líneas de contorno en un mapa. En un campo eléctrico, las curvas de fuerza eléctrica son 
las trayectorias ortogonales de las líneas de equipotencial (= curvas de voltaje constan¬ 
te) y recíprocamente (para un ejemplo, ver la figura 20). Otros ejemplos importantes 
ocurren en dinámica de fluidos, conducción de calor y otros campos de la física. 

La idea de encontrar las trayectorias ortogonales de curvas dadas es representar 
estas curvas por la solución general de una ecuación diferencial y* = A*, y), después 
sustituir la pendiente y' por su recíproco negativo -1/y' (la condición de 
perpendicularidad, como se recuerda de geometría analítica) y, por último, resolver la 
nueva ecuación diferencial -1 iy'=flx,y). Los detalles se explican a continuación. 

Familia de curvas. Si para cada valor fijo de c la ecuación 

(1) F(x, y, c) = 0 

representa una curva en el plano xy y si para c variable representa un número indefini¬ 
do de curvas, entonces a la totalidad de estas curvas se le llama familia de curvas con 
un parámetro, y a c se le llama el parámetro de la familia. 


EJEMPLO 1 Familias de curvas 

La ecuación 

(2) F{x, y, c) = jr + y + c = 0 

representa una familia de rectas paralelas; cada recta corresponde exactamente a un valor del parámetro c. 
La ecuación 

(3) F(x , y, c) = x 2 + y 2 - c 2 = 0 

representa una familia de circunferencias concéntricas de radio c con centro en el origen. I 

Ahora bien, es posible obtener muchas familias con un parámetro a partir de la 
solución general de una ecuación diferencial, la cual contiene un parámetro arbitrario 
c, como ya se sabe. En consecuencia, dada una familia de curvas, el primer paso del 






• i. 


. 7 '. ' : : ; 
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Figura 20. Líneas de equipotencial y líneas de fuerza 
eléctrica (trazo discontinuo) entre dos cilindros concéntricos. 
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método que se estudiará es encontrar una ecuación diferencial de ella, por lo general 
derivando (1). El ejemplo 2 muestra tres familias, en la tercera de las cuales se ilustra 
cómo eliminar c en caso de que no funcione. 

EJEMPLO 2 Ecuaciones diferenciales de familias. Eliminación del parámetro 

Al derivar (2) se obtiene como la ecuación diferencial de esas rectas 


Al derivar (3) se obtiene 2x + 2yy f = 0, por lo que la ecuación diferencial de esas circunferencias es 

y' = -xiy. 

Al derivar la familia de parábolas 

(4) y = ex 2 

se obtiene primeroy'=2cx. Es necesario eliminar c. Ahora de (4) se obtiene c=ylx 2 . Por sustitución, y' = 
2(y/x 2 )x, es decir, 

(5) y 9 = 2 yfx. 

Más directo: en (4) se despeja c, es decir, c-yx~ 2 y se deriva implícitamente con respecto a*; por tanto, 
0 = y' x~ 2 - 2ysr 3 , de donde se obtiene (5). I 

Determinación de trayectorias ortogonales 

Primer paso . Dada una familia (1), se encuentra su ecuación diferencial en la forma 

(6) y' = /(*, y). 

Segundo paso . Se encuentran las trayectorias ortogonales resolviendo su ecuación 
diferencial 


(7) 


f(x , y) ’ 


Demostración del método . Por (6) se ve que una curva dada que pasa por un punto 
P:( x 0 , y 0 ) tiene en P la pendiente/*,,, y 0 ). La pendiente de la trayectoria ortogonal que 
pasa por P deberá ser en este punto el recíproco negativo de/* 0 , y 0 ), es decir, -l//í* 0 ,y 0 ) 
pues esta es la condición para que las tangentes de dos curvas en P sean perpendicu¬ 
lares. Por lo anterior, (6) implica (7). I 


EJEMPLO 3 Trayectorias ortogonales 

Encontrar las trayectorias ortogonales de las parábolas del ejemplo 2. 

Solución. Por (5) se ve que la ecuación diferencial (7) de las trayectorias ortogonales es 
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Figura 21 . Parábolas y sus trayectorias 
ortogonales del ejemplo 3. 



Figura 22. Circunferencias y sus 
trayectorias ortogonales (trazo 
discontinuo) del ejemplo 4. 


Al separar las variables e integrar se encuentra que las trayectorias ortogonales son las elipses 



(Fig. 21 , p. 46). | 


EJEMPLO 4 Trayectorias ortogonales 

Encontrar las trayectorias ortogonales de las circunferencias 

( 8 ) - x 2 + (y - c ) 2 - c 2 (Fig. 22). 

Solución. Primer paso. La ecuación diferencial de (8). Al derivar ( 8 ) se obtiene 2x + 2 (y- c)y ' = 0, que 
todavía contiene a c. Entonces en ( 8 ), que es r 2 + y 2 - ley - 2, se despeja 2c, obteniéndose 


2c - y *(* 2 + y 2 ) - y~ x x 2 + y. 


Al derivar implícitamente con respecto aje se obtiene 


. jc 2 , 2jc 
0 - - -oy' + — + y\ 
r y 


Al resolver algebraicamente esta expresión para y' se obtiene la ecuación diferencial de ( 8 ), 



Segundo paso. Trayectorias ortogonales. De (9) se tiene la ecuación diferencial de las trayectorias 
ortogonales de ( 8 ): 


x 2 _ y 2 

y' - ---, por tanto 2xyy* - y 2 + jc 2 = 0. 

2 xy 


Su solución general (obtenida en el ejemplo 1 de la sección 1.4) da como las trayectorias de ( 8 ) las 
circunferencias (figura 22 ) 


(jc - c) 2 + y 2 - c 2 . 


■ 
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Problemas de la sección 1.9 

Encontrar la ecuación diferencial (6) de las siguientes familias: 

1. xy = c 2. e^y = c 3. y = c sen 2x 

4. y = cjte* 5. y = e** 2 6. y = 1/(1 + ce*) 

7. y - cjc 2 + x 2 e* 8 . c 2 x 2 + y 2 = c 2 9. y 2 - ce” 2 * + x - £ 

Usando ecuaciones diferenciales, encontrar las trayectorias ortogonales de las siguientes cur- 


vas. Graficar algunas de las curvas y las trayectorias. 


10. x 2 - y 2 = c 2 

11. x 2 + y 2 = c 2 

12. y = cfx 2 

13. y = ln \x\ + c 

14. xy - c 

15. y = Va: + c 

16. y = cx z 

17. x = ce'# 

18. x 2 + 2y 2 = c 

19. x 2 + 4y 2 = c 

20. (x - c ) 2 + y 2 = c 2 

• 

£ 


Aplicaciones 

22. (Campo de temperatura) Si las isotermas (= curvas de temperatura constante) en un 
cuerpo son T\x, y) = 2x 2 + y L = consta ¿cuáles son sus trayectorias ortogonales (las curvas 
a lo largo de las cuales fluirá el calor en regiones en las que no haya fuentes o sumideros 
térmicos y que estén llenas de un material homogéneo)? 

23. (Campo eléctrico) En el campo eléctrico entre dos cilindros concéntricos (figura 20), las 
líneas de equipotencial (= curvas de potencial constante) son circunferencias definidas 
por U{x,y) =x 2 +y 2 = const [volts]. Usar el método estudiado en esta sección para obtener 
sus trayectorias ortogonales (las curvas de fuerza eléctrica). 

24. (Campo eléctrico) Experimentos indican que las líneas de fuerza eléctrica de dos cargas 

opuestas de la misma intensidad en (-1, 0) y (1,0) son las circunferencias que pasan por 
(-1,0) y (l, 0). Demostrar que estas circunferencias pueden representarse por la ecuación 
x 1 + (y—c) 2 — 1 +cl Demostrar que las líneas de equipotencial (trayectorias ortogonales) 
son las circunferencias (x + c ) 1 +y 2 = c* 2 (líneas discontinuas en la figura 23). 

25. (Dinámica de fluidos) Si las líneas de corriente del flujo (= trayectorias de las partícu¬ 
las del fluido) en el canal de la figura 24 son *F(x,y) =xy = const, ¿cuáles son sus trayec¬ 
torias ortogonales (llamadas líneas de equipotencial, por las razones explicadas en la 
sección 17.4)? 



Figura^. Campo eléctrico 
del problema 24. 



Figura 24. Rujo alrededor de una 
esquina en el problema 25. 






72 


ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


Otras formas de las ecuaciones diferenciales.Trayectorias isogonales 

26. Demostrar que (7) puede escribirse como dxldy - -flx, y). Usar este hecho para obtener 
las trayectorias ortogonales de las curvas y = x + ce~ x . 

27. Demostrar que las trayectorias ortogonales de una familia g(x, y) = c pueden obtenerse a 
partir de la siguiente ecuación diferencial y usarla para resolver el problema 25: 

dy __ dgldy 
dx dgldx ‘ 

28. (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) Demostrar que para una familia u(x 9 y) = c = const las 
trayectorias ortogonales v(x, y) = c = const pueden obtenerse de las llamadas ecuaciones de 
Cauchy-Riemann siguientes (las cuales son fundamentales en el análisis complejo, capítulo 12): 

du _ du du _ dv 

dx dy ’ dy ~ dx' 

29. Encontrar las trayectorias ortogonales de e* eos y=c por las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

30. Las trayectorias isogonales de una familia de curvas dada son las curvas que intersecan 
las curvas dadas a un ángulo constante 0. Demostrar que en todo punto las pendientes m, 
y m 2 de las tangentes a las curvas correspondientes satisfacen la relación 

m 2 ~ m 1 

- - = tan 0 = const. 

1 + m l m 2 

Usando esta expresión, encontrar las curvas que cortan a las circunferencias jc 2 + y 2 = c 
formando un ángulo de 45°. 

1.10 SOLUCIONES APROXIMADAS: CAMPOS DIRECCIONALES, 
ITERACIÓN 

Las soluciones aproximadas de una ecuación diferencial son de interés práctico si la 
ecuación no tiene una fórmula para encontrar una solución explícita exacta 18 o si 
dicha fórmula resulta demasiado complicada para ser de valor práctico. Entonces 
puede usarse uno de los métodos numéricos de las secciones 20.1 ó 20.2 (que son 
independientes de las demás secciones y pueden considerarse en este momento). O 
bien puede usarse el método de los campos direccionales y por medio del cual es posi¬ 
ble trazar varias curvas solución al mismo tiempo (sin resolver realmente la ecuación). 

Método de los campos direccionales 

Este método se aplica a cualquier ecuación diferencial 


w ¡ / = f(x, y). 

La idea se reduce a lo siguiente: y'es la pendiente de las curvas solución desconoci¬ 
das. Si una de estas curvas pasa por un punto P: (x 0 , v 0 ), su pendiente en P debe ser 


18 La referencia [A7] del apéndice 1 incluye más de 1 500 ecuaciones diferenciales importantes y sus 
soluciones, ordenadas de manera sistemática y con numerosas referencias a los textos originales. 
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J(x Q , _y 0 ), como puede verse directamente de (1). Por tanto, en varios puntos podrían 
trazarse “elementos lineales” es decir, pequeños segmentos que indicarían las direc¬ 
ciones de las tangentes de las curvas solución de conformidad con (1), para luego 
ajustar las curvas solución en este campo de direcciones de tangentes. 

Es mejor y más económico si primero se trazan las curvas de pendiente constante 
fix, y) = const (¡pues éstas aún no son curvas solución!); estas curvas reciben el nom¬ 
bre de isoclinas (que significa curvas con inclinaciones iguales). Después, como se¬ 
gundo paso, a lo largo de cada isoclina^fo y) = k= const se trazan varios elementos 
lineales de pendiente k\ esto se hace para una isoclina a la vez. Lo que se obtiene se 
conoce como el campo direccional de (1). En este campo, como tercer paso, pueden 
trazarse las curvas solución aproximadas de (1), guiándose por las direcciones de las 
tangentes de conformidad con esos elementos lineales. 

Bastará ilustrar el método por una ecuación simple que puede resolverse de ma¬ 
nera exacta, a fin de obtener una idea de la precisión del método. 

EJEMPLO 1 Isoclinas, campo direccional 

Graficar el campo direccional de la ecuación diferencial de primer orden 
(2) y f = xy 

y una aproximación de la curva solución que pasa por el punto (1, 2). Comparar el resultado con la 
solución exacta. 

Solución. Las isoclinas son las hipérbolas equiláteras xy = ky los dos ejes de coordenadas. Se grafican algunas 
isoclinas. Después se trazan elementos lineales deslizando una escuadra sobre una regla fija El resultado se muestra 
en la figura 25, donde también se muestra una aproximación de la curva solución que pasa por el punto ( 1 , 2 ). 

Al separar las variables, y - ce*' 2 . La condición inicial esy(\ ) = 2. Por tanto, 2 = ce ]2 y la solución exacta es 

y = 2e {x2 ~ m . | 



Figura 25. Campo direccional de la ecuación diferencial (2). 


Método de iteración de Picard 19 


El método de Picard da las soluciones aproximadas de un problema con valor inicial 


(3) 


y' = f(x, y), y(jc 0 ) = y 0 


19 EMILE PICARD (1856-1941), matemático francés, profesor en París desde 1881, conocido también 
por sus importantes aportaciones al análisis complejo (ver la sección 14.8 para su famoso teorema). 
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la cual se supone tiene una solución única en algún intervalo abierto sobre el eje x que 
contiene a jc 0 . El método no es muy práctico debido a que requiere de integraciones. 
Sin embargo, se discute aquí por dos razones: 

1. El método de Picard es la basé de los teoremas de existencia y unicidad de Picard 
que se discutirán en la siguiente sección. 

2. El método de Picard ilustra la idea de los métodos de iteración, en los que se 
hacen varios pasos de cálculos usando la misma regla pero con datos variables 
(generalmente con los datos obtenidos en el paso anterior, como se verá). Los 
métodos de iteración se usan con mucha frecuencia en las matemáticas aplicadas, 
en particular en el trabajo numérico (ver los capítulos 18-20). 

La idea del método de Picard es simple. Por integración se ve que (3) puede 
escribirse en la forma 


(4) 


y(*) = y 0 + 


fñt, y«)] dt 


donde t denota la variable de integración. De hecho, cuando x =x 0 , la integral es cero 
y y = y por lo que (4) satisface la condición inicial de (3); además, al derivar (4) se 
obtiene la ecuación diferencial de (3). 

Para encontrar aproximaciones de la solución y(x) de (4) se procede de la si¬ 
guiente manera. Se sustituye la aproximación no refinada y =y 0 = const en el segundo 
miembro; se obtiene así la aproximación supuestamente mejor. 

yfo) = y 0 + f f(t, dt. 

*0 

En el siguiente paso se sustituye la función y } (x) de la misma manera para obtener 

y 2 (x) = y 0 + J ñt, J'jW] dr, 

Xq 

y asi sucesivamente. En el paso n de esta iteración se llega a una función de aproximación 


(5) 


y n U) = y o + f ñt, y n -i( 0 ] dt. 

Xq 


Se obtiene así una sucesión de aproximaciones 

y 2 W, • • •. y n (x). 


y en la siguiente sección se verá que las condiciones bajo las cuales esta sucesión 
converge a la solución y(x) de (3) son bastante generales. 
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El método de Picard se ilustrará con una ecuación que puede resolverse fácilmen¬ 
te de manera exacta, para que puedan compararse las aproximaciones con la solución 
exacta. 

EJEMPLO 2 Iteración de Picard 

Encontrar soluciones aproximadas del problema con valor inicial 

y' “ 1 + y 2 , y( 0 ) = 0 . 

Solución. En este caso, x 0 - 0, y 0 - 0 ,y(x, y) - 1 + y 2 y (5) queda como 

>„W = / [1 + yj.^r)] dt = x + f yjUjW dt. 
o J o 

Empezando a partir de >> 0 = 0, se obtiene (ver la figura 26) 

yjOc) = jc + J 0 dt = x 

J o 

r x 

y 2 (x) = * + J t 2 dt = x + Jx 3 
0 

n / 3 \2 

I + JJ dt = x + %x 3 + -fax 5 + ¿Jjr 7 

y así sucesivamente. Desde luego, la solución exacta de este problema puede obtenerse por separación de 
variables (ver el ejemplo 2 de la sección 1 . 2 ), encontrándose 

( 6 ) y(x ) = tan x = x + ¿x 3 + ^jr 5 + $%x 7 + • • 

Los tres primeros términos de y } (x) y la serie de ( 6 ) son iguales. La serie de ( 6 ) converge para |x| < n¡2, y 
lo único que puede esperarse es que la sucesión y r y 2 ,... conveija a una función que es la solución del 
problema en cuestión para \x\ < itíl. Con esto se ilustra que el estudio de la convergencia es de importancia 
práctica. ' | 


( 7T 7r\ 

-2 <X< 2)- 



Figura 26. Soluciones aproximadas 
del ejemplo 2. 
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Problemas de la sección 1.10 

Campos direccionales 

En cada caso, dibujar un campo direccional adecuado. Trazar varias curvas solución aproxima¬ 
das. Después resolver analíticamente la ecuación y comparar los resultados, a fin de obtener 
una idea de la precisión del método estudiado. 

1. y f - 2 yix 2. y f - -xfy 3. y* = -xy 

4. y' = x + y 5. 9 yy f + x ~ 0 6 . y' = y 2 

7. (Paracaidista) Trazar el campo direccional de la ecuación diferencial 

^ = 10 - 0.4i ; 2 
dt 


y a partir de ella obtener las siguientes conclusiones. Las isoclinas son rectas horizontales. 

La isoclina v = 5 es al mismo tiempo una curva solución. Todas las curvas solución del 
semiplano superior (v > 0) parecen tender a la recta v = 5 cuando / —> son monótona¬ 
mente crecientes si 0 < v(0) < 5 y monótonamente decrecientes si v(0) > 5. Trazar las 
curvas solución para las que v(0) = 0 y v(0) = 7 y compararlas con las soluciones exactas 
obtenidas a partir de la fórmula (11) de la sección 1.3. 

8. (Modelo de población de Verhulst) Dibujar el campo direccional de la ecuación diferen¬ 
cial del ejemplo 5 de la sección 1.7, con A = 0.03 y B = 1.6 • 10^ y usarla para discutir el 
comportamiento general de las soluciones correspondientes a las condiciones iniciales 
mayor y menor que 187.5. 

9. (Problema de persecución. Tráctrix) En la figura 27, el destructor D (el perseguidor) 
persigue al barco S (el blanco ), es decir, se mueve en dirección de S en todo tiempo. 
Suponer que S se mueve so bre el eje jc y que la distancia a de D a S es constante. Demos¬ 
trar que y' = -yf Ja 2 — y 1 . Trazar un campo direccional (para a — 1 [milla náutica]) y la 
solución que satisfácelo) = 1. (Esta curva se llama tráctrix , del latín trahere , que signi¬ 
fica “jalar”.) Usando la separación de variables, demostrar que 

jc = -Jy -1 Va 2 - y 2 dy = -Va 2 - y 2 + a ln \y~Ha + Va 2 - y 2 )| + c. 



Figura 27. Tráctrix y notación del problema 9. 


Iteración de Picard 

10. Aplicar el método de Picard a y'=y, y(0) = 1, y demostrar que las aproximaciones sucesi¬ 
vas tienden a y = e x , la solución exacta. 
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11 . Demostrar que si /en (3) no depende de y , entonces las aproximaciones obtenidas por el 
método de Picard son idénticas a la solución exacta. ¿Por qué? 

12 . Aplicar el método de Picard a y*- 2 xy, ><0) = 1. Trazar y v y r y 3 y la solución exacta para 
0 <x < 2. 

13. En el problema 12, calcular los valores >>,(1), y 2 (l), y 3 (l) y compararlos con el valor 
exacto X 1) = e = 2.718 —. 

Aplicar el método de Picard a los siguientes problemas con valor inicial. Determinar asimismo 
la solución exacta. Comparar los resultados. 

14. y ' = xy, ?(0) = 1 15. y r - 2y, y(0) = 1 

16. / = * + y, y( 0) = 0 n. y' = x + y, y(0) = - 1 

18. y' = y 2 , y(0) =1 19. y’ = xy + 2x - x 3 , y(0) = 0 

20. y’ - xy = 1, y(0) = 1 


1.11 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LAS SOLUCIONES 

Hasta este punto, para las ecuaciones diferenciales consideradas existía una solución 
general, y para un problema con valor inicial, por ejemplo, 

( 1 ) 

que consta de una ecuación diferencial y una condición inicial y(x 0 ) = y 0 , se obtenía 
una solución particular única. Sin embargo, ésta era sólo una de las tres posibilidades 
ilustradas por los siguientes ejemplos: 

El problema con valor inicial 

' l/l + bl = 0, y(0)=l 

no tiene solución porque y s 0 es la única solución de la ecuación diferencial. (¿Por 
qué?) El problema con valor inicial 

y 9 = y{ 0) = i 

tiene exactamente una solución, a saber, y - jx 2 + 1. El problema con valor inicial 

xy r = y — 1, y(0) - 1 

tiene una infinidad de soluciones, a saber, y = 1 + ex, donde c es una constante arbitra¬ 
ria. De estos tres ejemplos puede verse que un problema con valor inicial puede no 
tener soluciones, tener exactamente una solución o tener más de una solución. Esto 
lleva a las dos preguntas fundamentales siguientes. 

Problema de existencia. ¿Bajo qué condiciones un problema con valor inicial de la 
forma (1) tiene al menos una solución? 
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Problema de unicidad. ¿Bajo qué condiciones dicho problema tiene a lo sumo una 
solución? 

A los teoremas que establecen dichas condiciones se les llama teoremas de exis¬ 
tencia y teoremas de unicidad, respectivamente. 

Desde luego, los tres ejemplos citados son tan sencillos que la respuesta a las dos 
preguntas puede encontrarse por inspección, sin usar ningún teorema. Sin embargo, 
es evidente que en casos más complicados —por ejemplo, cuando la ecuación no 
puede resolverse por métodos elementales— los teoremas de existencia y unicidad 
pueden ser de considerable importancia práctica. Aun cuando se tenga la seguridad de 
que un sistema físico o de otra índole se comporta de manera única, de vez en cuando 
el modelo establecido puede estar sobresimplificado y quizás no dé un cuadro fiel de 
la realidad. Por lo tanto, es necesario asegurarse de que el modelo empleado tiene una 
solución única antes de intentar calcular la solución. Los dos teoremas siguientes 
abarcan casi todos los casos prácticos concebibles. 

El primer teorema establece que siX*»/) en (1) es continua en alguna región del 
plano xy que contiene al punto (x 0 , y^ (que corresponde a la condición inicial dada), 
entonces el problema (1) tiene al menos una solución. Si, además, la derivada parcial 
dfldy existe y es continua en esa región, entonces el problema (1) tiene exactamente 
una solución. Entonces esta solución puede obtenerse por el método de iteración de 
Picard. Ahora se formulan estos planteamientos de manera precisa. 

Teorema 1 Teorema de existencia 

Si f(x, y) es continua en todos los puntos (x, y) en algún rectángulo (figura 28) 

R: \x - jrJ < a, \y - yj < b 

y está acotada 20 en R, es decir, 

(2) |/(jc, y)| ^ K para toda(x, y) enR , 



Figura 28. Rectángulo R en los teoremas de existencia y unicidad. 


:u Se dice que una función j[x, y) está acotada cuando ( x, y) varía en una región del plano xy, si existe un 
número K tal que J/(x, y)\ < K cuando (x, y) está en esa región. Por ejemplo,/ -x 2 +y 1 está acotada, con 
K = 2 si \x\ < 1 y \y\ < 1. La función f- tan (x+ y) no está acotada para \x +y\ < n¡2. 
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entonces el problema con valor inicial (1) tiene al menos una solución y(x). Esta 
solución está definida al menos para toda x en el intervalo \x-x Q \< a, donde a es el 
menor de los dos números ay b/K. 


Teorema 2 Teorema de unicidad 


Si f(x, y) y df/dy son continuas para todo (x, y) en el rectángulo Ry están acotadas, es 
decir 


( 3 ) 


(a) 


(b) 



dy 


para toda (x, y) en R, 


entonces el problema con valor inicial (1) tiene a lo sumo una solución y(x). Por 
tanto, por el teorema 1, tiene exactamente una solución. Esta solución está definida 
al menos para toda x en ese intervalo \x-x 0 \ < a . Puede obtenerse por el método de 
Picard, es decir, la sucesióny & y v - * *,y n ,* * % donde 


y n (x) = y 0 + J f[t , y n _ x {t)] dt 9 n = 1,2,**, 

X 0 


converge a dicha solución y(x). 

Puesto que las demostraciones de estos teoremas requiere estar familiarizado con 
las series uniformemente convergentes y otros conceptos que tratarán más adelante en 
este libro, no se presentarán aquí sino que se remitirá al estudiante a la referencia [A6] 
del apéndice 1. Sin embargo, se considera conveniente incluir algunas observaciones 
y ejemplos que pueden ayudar a la comprensión adecuada de los dos teoremas. 

Puesto que/=Xx,y), la condición (2) implica que [y'| < K , es decir, la pendiente 
de cualquier curva solución y(x) en R es al menos —K y a lo sumo K. Por tanto, una 
curva solución que pasa por el punto (x 0 , y 0 ) debe estar en la región coloreada de la 
figura 29 limitada por las rectas /, y l 2 cuyas pendientes son -K y K, respectivamente. 



(a) Primer caso. ( b ) Segundo caso. 
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Dependiendo de la forma de R , pueden ocurrir dos casos. En el primero, ilustrado en 
la figura 29 a, se tiene b/K >a y por lo tanto a = a en el teorema de existencia, con lo 
cual se afirma entonces que la solución existe para toda x entre x 0 - a y x Q + a. En el 
segundo caso, ilustrado en la figura 29ó, se tiene b/K < a. Por lo tanto, a = b/K, y la 
única conclusión que puede sacarse de los teoremas es que la solución existe para 
toda x entre jc 0 - b/K y x 0 + b/K. Para valores mayores o menores de jc, la curva solu¬ 
ción puede salir del rectángulo /?, y como no se hizo ninguna suposición acerca de / 
fuera de /?, nada puede concluirse acerca de la solución para dichos valores; es decir, 
para esos valores de jc puede existir o no —no se sabe. 

Se ilustra la discusión con un ejemplo simple. 

EJEMPLO 1 Considerar el problema 

y' = 1 + y 2 , y(0) - 0 


(ver el ejemplo 2 de la sección 1.10) y se toma R. |x| < 5, (yj < 3. Entonces a = 5, b = 3 y 

|/| = |l + y 2 \ ^ K = 10, |d//dy| = 2|y| ^ M = 6, a = b/K = 0.3 < a. 

De hecho, la solución y = tan jc del problema es discontinua en x = ±it/2 , y no existe solución continua que 
sea válida en el intervalo completo W < 5 del que se partió. I 

Las condiciones de los dos teoremas son condiciones más bien suficientes que 
necesarias y es posible restarles rigor. Por ejemplo, por el teorema del valor medio de 
cálculo diferencial se tiene 


f(x, y 2 ) - f(x, y x ) = (y 2 - y x ) 


d l 

dy 




donde se supone que (jc,y,) y (x,y 2 ) están en /?, y y es un valor adecuado entren, y y r 
A partir de lo anterior y de (3¿>) se sigue que 

(4) |/U, y 2 ) ~ /U, y x )| ^ M\y 2 - y x |, 

y es posible demostrar que (3ó) puede sustituirse por la condición menos rigurosa (4), 
la cual se conoce como condición de Lipschitz. 21 Sin embargo, la continuidad defix, 
y) no basta para garantizar la unicidad de la solución. Esto puede ilustrarse con el 
siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 2 No unicidad 

El problema con valor inicial 

y' = VR, y(0) = o 


2) 


RUDOLF LIPSCHITZ (1832-1903), matemático alemán, profesor en Bonn, quien también hizo aporta¬ 
ciones al álgebra, a la teoría de números, a la teoría del potencial y a la mecánica. 
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tiene las dos soluciones 


y-o 


y* = 


aun 


jc 2 /4 if x ^ 0 
* 2 /4 if x < 0 

cuando/*, y) = ^/fyf es continua para today. La condición de Lipschitz (4) se infringe en toda región 


que incluya a la recta y - 0, porque para y, = 0 y y 2 positiva se tiene 

I f(x, ^ 2 ) “ /<*> ?i)l Vy¡ 1 

" V ^ 2 


(5) 


(Vy¡>0) 


b 2 - Ytl 

y ésta puede hacerse tan grande como se desee al escoger y 1 lo suficientemente pequeña, en tanto que (4) 
exige que el cociente del primer miembro de (5) no exceda una consta fija M I 


Aquí termina el capítulo 1 dedicado a las ecuaciones diferenciales de primer orden 
y sus aplicaciones. Las ecuaciones diferenciales de segundo orden, que se estudiarán en el 
capítulo 2, desempeñan un papel aún más importante en la ingeniería (y otros campos). 

Los MÉTODOS NUMÉRICOS para ecuaciones diferenciales de primer or¬ 
den se presentan en las secciones 20.1 y 20.2, las cuales son independientes de las 
demás secciones que tratan los métodos numéricos y pueden estudiarse de inmediato. 


Problemas de la sección 1.11 

1. Encontrar todas la soluciones del problema con valor inicial xy f = 3 y, y(0) = 0. Trazar 
algunas de ellas. ¿La respuesta obtenida contradice los teoremas estudiados? 

2. Demostrar que el problema con valor inicial xy ' = 2y,y(0) = 1 no tiene solución. ¿Este 
hecho contradice el teorema de existencia? 

3. Encontrar todas las soluciones del problema con valor inicial y ' = 2 Jy , / 1) = 0. ¿Cuál 
de ellas se obtiene por el método de Picard si se empieza desde y Q ~ 0? 

4. Considerar la ecuación (x 2 - x)y' - (2x - 1 )y y encontrar todas las condiciones iniciales 
y(x 0 ) ~y 0 tales que el problema con valor inicial resultante (a) no tenga solución, (b) tenga 
más de una solución, (c) tenga exactamente una solución. ¿La respuesta contradice los 
teoremas estudiados? 

5. Repetir las instrucciones del problema 4 para la ecuación xy f - 2 y. 

6. ¿Para qué condiciones iniciales el problema (x 3 -x)y f = (3x* - l)y, y(* 0 ) = y 0 , tiene una 
infinidad de soluciones? Trazar algunas de las curvas solución en el plano xy. 

7. Determinar el mayor conjunto S en el plano xy tal que por cada punto de S pase una y sólo 
una curva solución de jc dy = y dx. 

8. Encontrar todas las soluciones de y r = x\y\. 

9. Demostrar que si / =/*, y) satisface los supuestos de los teoremas estudiados en un 
rectángulo R y y { y y 2 son dos soluciones de la ecuación cuyas curvas están en R , entonces 
estas curvas no pueden tener un punto en común (a menos que sean idénticas). 

10. Si los supuestos de los teoremas estudiados no sólo se satisfacen en un rectángulo R sino 
también en una franja vertical dada por \x -x 0 \ < a , demostrar que entonces la solución de 
(1) existe para toda * en el intervalo (x - jc 0 | < a. 

11. Cabe hacer notar que la solución de un problema con valor inicial puede existir en un 
intervalo mayor que el del teorema, siendo este último \x - x 0 | < a con a definida en el 
teorema. Esto se ilustra con el ejemplo 1 del texto. Considérese ese ejemplo. Encontrar a 
en términos ácayb generales. ¿Cuál es el máximo posible que puede alcanzar a median¬ 
te una elección adecuada de a y ó? 

12. Encontrar la mayor a para la que los teoremas estudiados garantizan la existencia del 
problema/=y 2 ,y(I) = i* ¿Para qué valor dex la solución existe realmente? 
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13. Repetir las instrucciones del problema 12 paray' -y 2 - 4, y(0) = 0. 

14. Demostrar que^jc, y) del problema 13 satisface una condición de Lipschitz en R (ver la 
figura28). 

15. Encontrar todas las soluciones de y ' = 4, y( 2) = 0. ¿Satisface 4<Jy una condición de 
Lipschitz? 

16. Demostrar que^(x, y) = |sen y\ + x satisface una condición de Lipschitz (4), con M - 1, en 
todo el plano xy, pero que dfldy no existe cuando y = 0. 

17. ¿La funciónyfoy) “ W + M satisface una condición de Lipschitz en el plano xy? ¿Existe dfldyl 

18. ¿La función fix, y) = x\y\ del problema 8 satisface una condición de Lipshchitz en un 
rectángulo? ¿Existe dfidy*! 

19. (Ecuación diferencial lineal) Escribir y' + p(x)y = r(x) en la forma (1). Si p y r son 
continuas para todax tal que |x-x 0 | < a, demostrar que/x, y) de esta ecuación satisface las 
condiciones de los teoremas de existencia y unicidad estudiados, por lo que el problema 
con valor inicial correspondiente tiene una solución única. [Esto se sigue también direc¬ 
tamente de la fórmula (4) de la sección 1.7, de donde no son necesarios estos teoremas 
para la ecuación diferencial lineal .] 

20. Demostrar que en el problema 19 se cumple una condición de Lipschitz. 

Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 1 

1. ¿Cuál es la diferencia entre una ecuación diferencial ordinaria y una parcial? 

2. ¿Cuántas constantes arbitrarias contiene una solución general de una ecuación diferencial 
de primer orden? ¿Cuántas condiciones se requieren para determinar tales constantes? 

3. ¿Qué se entiende por una solución particular de una ecuación diferencial de primer or¬ 
den? ¿Por una solución singular? 

4. ¿Qué hecho permite hablar de la solución general de una ecuación diferencial de primer 
orden? 

5. ¿Todas las ecuaciones diferenciales de primer orden tienen solución? ¿Solución general? 
(Explicar las respuestas.) 

6. ¿Qué se entiende por crecimiento y decaimiento exponencial? ¿Cuál es la ecuación dife¬ 
rencial correspondiente? ¿En qué aplicaciones se presenta? 

7. ¿Por qué los circuitos eléctricos llevan a ecuaciones diferenciales? 

8. Hacer una lista de algunos de los problemas de mecánica tratados en el texto y en los 
problemas de las secciones. 

9. ¿Qué son las trayectorias ortogonales? ¿Por qué llevan a ecuaciones diferenciales? ¿En 
qué problemas prácticos se presentan? 

10. ¿Qué es un campo direccional? ¿Para qué sirve? 

Encontrar la solución general usando uno de los métodos discutidos en este capítulo. 


11. (2xe 2xv + eos y)y' + 2ye 2xv = 0 

12. xy f = (y - x) 3 + y 

13. / = 2x(y + x 2 - 1) 

14. y' = x 3 y 2 + xy 

15. / = (1 + jc)( 1 + y 2 ) 

16. x 2 y' + 2xy = senh 3x 

17. y' + xy = xy -1 

18. y' + y eos x = eos x 

19. 2 xyy' + 3 y 2 + 4x =-0 

20. (1 + xy)y f + y 2 - 0 

21. 2je tan y dx + "ec 2 y dy = 0 

22. (* 2 + l)y' + y 2 + 1 = 0 

23. y' - x~ l y + x~Hx - y) 3 = 0 

24. (1 + x 2 ) dy ~ -2xy dx 

25. y' = {y ~ x)l(y + x) 
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Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

26. / = (1 - *)/(l + y), y( 1) = 0 

27. 4x dx + 9 ydy = 0, y( 3) = 0 

28. 3jc _1 y 2 dx - 2y dy = 0, y(4) = 8 

29. x 2 y' + 2xy - jc + I - 0, y{ 1) = 0 

30. jc y' -3 y - x 4 (e x + eos jc) - 2jc 2 , y{ir) = 7r 3 e w + 2tt 2 

31. y* — y cot x = 2x - jc 2 cot jc, y(^ir) = ^7r 2 + 1 

32. xy' + y = x 2 y 2 , y( 0.5) = 0.5 

33. (2jc + e y ) dx + xe y dy - 0, y(l) = 0 

34. y* + esc y - 0, y(4.1) = -6.3 

35. (2jc + y 4 )y* = y, y( 24) = 2 

36. Aplicar el método de Picard a.y r = xy,y(Q) ~ 2. Trazar y ( , y 2 ,y 3 y la solución exacta para 
-2 < jc < 2. Calcular y,( 1), y 2 ( 1), y 3 ( I) y comparar los valores con el valor exacto v( 1) = 
2^7 “ 3.297. 

37. Repetir las instrucciones del problema 36 para el problema y ’ - 2 xy, y(0) = 1. [En este 
caso, j^(l) = e = 2.718 ■ ■ ■.] 


Encontrar las trayectorias ortogonales. Trazar algunas de las curvas y sus trayectorias. 


41. El uranio y2 U 232 es radiactivo, con vida media H - 74 años. ¿Qué porcentaje desaparecerá 
en un año? ¿En 10 años? ¿En 37 años? 

42. Demostrar que la vida media H de una sustancia radiactiva puede determinarse a partir de 
dos mediciones y, =></,) y y 2 ^y(t^ de las cantidades presentes en los tiempos t l y t 2 por 
medio de la fórmula H = (t 2 - /,)(ln 2)/ln (yjy 2 ). 

43. Si la razón de crecimiento de un cultivo de bacterias es proporcional al número de bacte¬ 
rias presentes y después de 1 día es 1.1 veces el número original, ¿en qué intervalo de 
tiempo el número de bacterias se habrá (a) duplicado, (b) triplicado? 

44. Una barra de metal cuya temperatura es 25 °C se coloca en agua hirviendo. ¿Cuánto 
tiempo se requiere para calentar la barra a 99 °C, si la temperatura de la barra después de 
1 min de calentamiento es 26 °C? Hacer primero una conjetura y después hacer los 
cálculos. 

45. (Evaporación) Dos líquidos hierven en un recipiente. Se encuentra que la relación de las 
cantidades de cada líquido que evaporan en cualquier instante es proporcional a la rela¬ 
ción de las cantidades jc y y que permanecen en estado líquido. Demostrar que>> r = kyix y 
resolver esta ecuación diferencial. 

46. Si R = 12 ohms, L - 0.02 milihenrys, E = E u ~ const e 1(0) = 0 en un circuito RL , ¿en 
cuánto tiempo la corriente /(/) alcanza prácticamente (en teoría el 99.9% de) su valor 
final? Empezar con una conjetura. 

47. Si L = 10 en el problema 46, ¿qué valor de R debería escogerse para que l(t) alcance 
prácticamente (en teoría el 99.9% de) su valor final después de 1 s? Empezar con una 
conjetura. 

48. (Marcapasos cardiaco) En la figura 30 se muestra un marcapasos cardiaco que consta de 
un capacitor de capacitancia C, una batería de voltaje E 0 y un interruptor que se mueve 
periódicamente de A (periodo de carga t l <t<í 2 del capacitor) a B (periodo de descarga t 2 
< t < t 3 durante el cual el capacitor envía un estímulo eléctrico al corazón, el cual actúa 
como un resistor de resistencia /?). Encontrar la corriente durante el periodo de descarga. 
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A B 

Figura 30. Marcapasos cardiaco. 

suponiendo que el periodo de carga es tal que la carga en el capacitor es el 99% de su valor 
máximo posible. 

49. (Fricción) Si un cuerpo se desliza sobre una superficie, experimenta una fricción F (una 
fuerza opuesta a la dirección del movimiento). Experimentos indican que \F] = ¿í|W| {ley de 
Coulomb 22 de fricción cinética sin lubricación ), donde N es la fuerza normal (la fuerza 
que mantiene en contacto a ambas superficies; ver la figura 31) y la constante de propor¬ 
cionalidad // se llama el coeficiente de fricción cinética . En la figura 31, suponer que el 
cuerpo pesa 45 N (una 10 Ib; ver la tabla de conversiones), y - 0.20 (que corresponde a 
acero sobre acero), Ó = 30°, el plano inclinado tiene 10 metros de largo, la velocidad 
inicial es cero y la resistencia del aire es omisible. Encontrar la velocidad del cuerpo al 
final del plano inclinado. 

50. Si las isotermas en un cuerpo de material homogéneo son T(x , y)=y-x* = const , ¿cuáles 
son las curvas del flujo térmico? 

51. La ley de acción de la masa establece que bajo una temperatura constante, la velocidad 
de una reacción química es proporcional al producto de las concentraciones de los reactivos. 
Una reacción bimolecular A + B —» M combina a moles por litro de una sustancia Ay b 
moles de una sustancia B. Siy(0 es el número de moles por litro que ya han reaccionado 
después del tiempo U la rapidez de reacción es dyfdt - k(a - y)(b - y). Resolver esta 
ecuación, suponiendo que a * b. 

52. En una habitación que contiene 10 000 pies cúbicos de aire, entran 200 pies cúbicos de 
aire puro y 200 pies cúbicos de aire contaminado por minuto y la mezcla (que es práctica¬ 
mente uniforme por la acción de los ventiladores de la habitación) se extrae a razón de 
400 pies cúbicos por minuto. Encontrar la cantidad de aire puro y(t) [pies cúbicos] en 
cualquier tiempo, suponiendo que y(0) = 0. 

53. La curva solución de dridÚ + (a 2 fr) sen 2Ú, ^(0) = a\ a * 0, se conoce como lemniscata. 
Encontrarla y trazarla, (r y Ú son coordenadas polares.) 

54. Encontrar todas las curvas tales que para cada tangente, el segmento entre los ejes de 
coordenadas sea bisecado por el punto de tangencia. 

55. Encontrar todas las curvas tales que la tangente en cada punto (x, y) interseque al eje x en 

(*- 1 . 0 ). 



22 Ver la nota de pie de página 15 en la sección 1.8. 
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Resumen del capítulo 1 

Ecuaciones diferenciales de primer orden 


En este capítulo se tratan las ecuaciones diferenciales de primer orden y sus 
aplicaciones; éstas son ecuaciones 

(1) FU, y, y') = 0 o en la forma explícita y' = /(*, y) 

en las que interviene la derivada y' de una función y desconocida, funciones 
dadas de x y, quizás, la propia función y. Se empezó con los conceptos básicos 
(sección 1.1), luego se consideraron los métodos para obtener las soluciones 
(secciones 1.2-1.9) y, por último, las ideas sobre la aproximación y la existen¬ 
cia de las soluciones (secciones 1.10, 1.11). 

Por lo general una ecuación diferencial tiene una solución general, es de¬ 
cir, una solución en la que interviene una constante arbitraria, que se denota por 
c. Sin embargo, en la mayoría de las aplicaciones es necesario encontrar una 
solución que satisface una condición dada, que surge del sistema físico o de 
otros campos del cual la ecuación es un modelo matemático. Esto lleva al con¬ 
cepto de problema con valor inicial 


y' = /(*, y ), y(x 0 ) = y 0 


(x 0 , números dados) 


en el que la condición inicial y(x 0 ) = y 0 se usa para determinar una solución 
particular, es decir, una solución obtenida a partir de la solución general al 
tomar un valor específico de c. Geométricamente, una solución general repre¬ 
senta una familia de curvas y cada solución particular corresponde a una curva 
de esta familia. 

Probablemente las ecuaciones más simples sean las ecuaciones separables, 
aquéllas que pueden escribirse en la forma g(y ) dy - J{x ) dx , de tal modo que 
pueden resolverse integrando ambos miembros (secciones 1.2, 1.3). Este méto¬ 
do puede aplicarse también a algunas otras ecuaciones al hacer primero las 
sustituciones adecuadas (sección 1.4). 

Una ecuación exacta 

M(x , y) dx + N(x t y) dy = 0 
es aquélla para la que Mdx + N dyes una diferencial exacta 


, du du , 
du = — dx + — dy , 
dx dy 

de donde se obtiene la solución implícita u(x 9 y) = c (sección 1.5). Este método 
se aplica también a las ecuaciones no exactas que pueden hacerse exactas al 
multiplicarlas por alguna función F, llamada factor integrante (sección 1.6). 
Las ecuaciones lineales (sección 1.7) 


y + p(*)y = r(x) 
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son de ese tipo. Para ellas un factor integrante es F(x) = exp(J p(x) cbc) y lleva a 
la fórmula de la solución (4), sección 1.7. Ciertas ecuaciones no lineales pue¬ 
den reducirse a la forma lineal al hacer la sustitución de nuevas variables. Esto 
es válido para la ecuación de Bernoulli y ' + p(x)y = g{x))f (sección 1.7). 

En varios sitios se incluyen aplicaciones. Las secciones que se ocupan por 
completo de aplicaciones son la 1.3 sobre ecuaciones separables, la 1.8 sobre 
ecuaciones lineales aplicadas a circuitos eléctricos y la 1.9 sobre trayectorias 
ortogonales, es decir, las curvas que intersecan a curvas dadas en ángulos rectos. 

Los campos direccionales (sección 1.10) ayudan a trazar familias de curvas 
solución, por ejemplo, para adquirir una idea de su comportamiento general. 

Con el método de iteracción de Picard (sección 1.10) se obtienen solu¬ 
ciones aproximadas de problemas con valor inicial por iteración. Es importante 
como fundamento teórico de los teoremas de existencia y unicidad de Picard 
(sección 1.11). 




Capitulo 

2 

Ecuaciones diferenciales 
lineales de segundo orden 


Las ecuaciones diferenciales ordinarias pueden dividirse en dos grandes clases, 
a saber, las ecuaciones lineales y las ecuaciones no lineales. En tanto que las 
ecuaciones no lineales en general son difíciles, las ecuaciones lineales son mu¬ 
cho más sencillas debido a que las propiedades de sus soluciones pueden carac¬ 
terizarse de una manera general y a que se cuenta con métodos estándares para 
resolver muchas de estas ecuaciones. 

En este capítulo se consideran las ecuaciones diferenciales lineales de se¬ 
gundo orden, las ecuaciones homogéneas en las secciones 2.1-2.7 y las no 
homogéneas en las secciones 2.8-2.13. Hay dos razones principales para cen¬ 
trar la atención en las ecuaciones de segundo orden. Primera, tienen importan¬ 
tes aplicaciones en la mecánica (secciones 2.5,2.11) y en la teoría de los circui¬ 
tos eléctricos (sección 2.12), lo que hace que sean de mayor importancia que 
las ecuaciones lineales de órdenes superiores. Segunda, su teoría es típica de las 
ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden (pero con fórmulas más 
simples que las de casos de órdenes superiores), por lo que la transición a 
ecuaciones de órdenes superiores (en el siguiente capítulo) implica tan sólo un 
número reducido de ideas nuevas (si bien con un aumento de las dificultades 
técnicas). 

Los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales de segun¬ 
do orden se incluyen en la sección 20.3, la cual es independiente de las demás 
secciones del capítulo 20. 

(En el capítulo 5 se considerarán las ecuaciones de Legendre, de Bessel y la 
hipergeométrica.) 

Prerrequisitos para este capítulo: Capítulo 1, en particular la sección 1.7. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: 2.4,2.7,2.10,2.12,2.1 4. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte A. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 
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2 . 1 ECUACIONES LINEALES HOMOGÉNEAS 

El estudiante ha tratado ya las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden (sec¬ 
ciones 1.7, 1.8) y a continuación se definirán y considerarán las ecuaciones diferen¬ 
ciales lineales de segundo orden. 


Ecuación diferencial lineal de segundo orden 


Una ecuación diferencial de segundo orden se llama lineal si puede escribirse 


( 1 ) 




y no lineal si no puede escribirse en esta forma. 

El rasgo característico de la ecuación (1) consiste en que es lineal en la función 
desconocida y y sus derivadas, en tanto que p y q así como r en el segundo miembro 
pueden ser cualesquiera funciones dadas de x. Si el primer término es, por ejemplo, 
será necesario dividir entre fix) para obtener la “forma estándar” (1), con y " 
como primer término, lo cual es práctico. 

Si tix) s 0 (esto es, r(x) = 0 para todas las x consideradas), entonces (1) se reduce a 


( 2 ) 



y se llama homogénea. Si r(x) # 0, entonces (1) se llama no homogénea. Esto es 
similar a la sección 1.7. 

Las funciones p y q en (1) y (2) se denominan ios coeficientes de las ecuaciones. 
Un ejemplo de una ecuación diferencial lineal no homogénea es 


y" + 4 y - e~ x sen x. 


Un ejemplo de una ecuación lineal homogénea es 


(1 - x 2 )y " - 2 xy r + 6y = 0. 


Ejemplos de ecuaciones diferenciales no lineales son 


x(y"y + y 2 ) + 2y f y = 0 

y 

y" = V/^TT. 

Se supondrá siempre que x varía en algún intervalo abierto /, y todos los supues¬ 
tos y enunciados se referirán a este tipo de intervalo, el cual no es necesario definir en 
cada caso. (Recuérdese por la nota de pie de página 1 en la sección 1.1 que I puede ser 
el eje x completo.) 

Una solución de una ecuación diferencial (lineal o no lineal) de segundo orden en 
algún intervalo abierto a < x < b es una función y = h(x) que tiene derivadas y’ = h\x) 
yy n -h"(x) y satisface la ecuación diferencial para todax de ese intervalo; es decir, la 
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ecuación se convierte en una identidad si la función desconocida y y sus derivadas se 
sustituyen por h y sus respectivas derivadas. 

Las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden tienen muchas aplicacio¬ 
nes básicas, como se verá. Algunas de ellas son muy simples, siendo sus soluciones 
funciones comunes en cálculo. Otras son más complicadas, siendo sus soluciones 
funciones superiores (por ejemplo, funciones de Bessel) que se presentan en proble¬ 
mas de ingeniería. 

Ecuaciones homogéneas: Principio de superposición o de 
linealidad 

Se inicia ahora la discusión de las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 
de segundo orden (secciones 2.1-2.7). Las ecuaciones no homogéneas se tratan en 
las secciones 2.8-2.13. 

EJEMPL01 Soluciones de una ecuación diferencial lineal homogénea 

y = e v y y = e~ x son soluciones de la ecuación diferencial lineal homogénea 

n 

y - y = o 

para toda x ya que para y = e' se obtiene (e*)''' e" = é’ - e" = 0 al igual que para y = e~\ como el estudiante 
deberá comprobar. 

Incluso es posible dar un importante paso hacia adelante. Pueden multiplicarse e x y e~ v por constantes 
diferentes, por ejemplo, -3 y 8 (u otros dos números cualesquiera) y después tomar la suma 

y - -2e x + 8e~ x 

y comprobar que se trata de otra solución para toda x de la ecuación homogénea considerada ya que 

(~3e x + 8í>“ x )" - (~3e x + Se~ x ) = -3e x + 8e~ x - (~3e x + 8^ x ) = 0. 1 

Este ejemplo ilustra el hecho de suma importancia de que para una ecuación lineal 
homogénea (2), siempre es posible obtener nuevas soluciones a partir de soluciones 
conocidas mediante la multiplicación por constantes y la suma. Desde luego, esto es de 
gran utilidad ya que de esta manera pueden obtenerse soluciones adicionales a partir de 
soluciones dadas. Ahora de^ (= e*) y y 2 (= e x ) se obtiene una función de la forma 

^ y = c i^i + ^2^2 (Cj, c 2 constantes arbitrarias). 

Esta expresión recibe el nombre de combinación lineal de y x y y r Usando este con¬ 
cepto puede formularse ahora el resultado sugerido por el ejemplo, llamado con fre¬ 
cuencia el principio de superposición o principio de linealidad. 

Teorema 1 Teorema fundamental 1 para la ecuación homogénea (2) 

Para una ecuación diferencial lineal homogénea (2), cualquier combinación lineal 
de dos soluciones en un intervalo abierto I es también una solución de (2) en /. En 
particular, para una ecuación de este tipo , las sumas y los múltiplos constantes de las 
soluciones también son soluciones. 
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Demostración. Sean y, y y 2 soluciones de (2) en /. Entonces al sustituir y = c i y ] + c¿y 2 
y sus derivadas en (2), y aplicando la conocida regla (cy, + cj? 2 Y= cy,' + etc., 
se obtiene 

y" + py + <jy„= (Ci^i + c 2 y 2 )" + p(c l y l + C 2 y 2 )' + qic^ 4 c 2 y 2 ) 

= cj" + c 2 y á' + pic^ 4 c 2 y 2 ) + q(c l y l + c 2 y 2 ) 

= Cjíy" + py[ + qy j) + c 2 (y 2 + py 2 + qy 2 ) = 0, 

puesto que en el último renglón (■**) = 0, ya que^ yy 2 son soluciones, por hipótesis. 
Con esto se demuestra que y es una solución de (2) en /. I 

¡Cuidado! Recuérdese siempre este muy importante teorema, pero no se olvide que 
no es válido para ecuaciones lineales no homogéneas o ecuaciones no lineales, como 
se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 2 Una ecuación diferencial lineal no homogénea 

Por sustitución se encuentra que las funciones y = 1 + eos x y y - 1 + sen x son soluciones de la ecuación 
diferencial lineal no homogénea 

y" + y = 1, 

pero las siguientes funciones no son soluciones de esta ecuación diferencial: 

2(1 + eos x ) y (1 + eos jc) + (1 + sen jc). ® 

EJEMPLO 3 Una ecuación diferencial no lineal 

Por sustitución se encuentra que las funciones y = x 2 y y = 1 son soluciones de la ecuación diferencial no 
lineal 


n t n 

y y - xy =0, 

pero las siguientes funciones no son soluciones de esta ecuación diferencial: 

-x 2 y x 2 + 1. ■ 

Problema con valor inicial. Solución general. Base 

Para una ecuación diferencial de primer orden , una solución general incluía una cons¬ 
tante arbitraria c, y en un problema con valor inicial se usó una condición inicial yix^ 
= y 0 para obtener una solución particular en la que c tenía un valor definido. La idea 
de una solución general era obtener todas las soluciones posibles, y se sabe que para 
ecuaciones lineales (sección 1.7) este es el caso (pues no tienen soluciones singula¬ 
res). Se amplía ahora esta idea a las ecuaciones de segundo orden: 

Para las ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden (2), una solución ge¬ 
neral será de la forma 


( 4 ) 


y = c x y x + c 2 y 2 . 
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una combinación lineal de dos soluciones que incluyen dos constantes arbitrarias c lf 
c r Un problema con valor inicial se compone ahora de la ecuación (2) y dos condi¬ 
ciones iniciales 


(5) 


:y(* 0 ) = y'(*j) = K v 


que determinan los valores K 0 y de la solución y su derivada (la pendiente de la curva) 
en el mismo punto dado x 0 del intervalo abierto considerado. Se usará (5) para obtener a 
partir de (4) una solución particular de (2), en la que c x y c 2 tienen valores específicos. 

Esto se ilustrará usando un ejemplo simple, el cual también ayudará a ver que es 
necesario imponer una condición sobre y, y y 2 en (4). 

EJEMPLO 4 Problema con valor inicial 

Resolver el problema con valor inicial 

y" - y = 0, y(0) = 5, /(O) = 3. 

Solución. Primer paso. e x y e~* son soluciones (por el ejemplo 1) y se toma 

y = c x e x + c 2 e~ x . 

(Esta resultará ser una solución general según se define más adelante.) 

Segundo paso . A partir de las condiciones iniciales, dado que y' = c,e* - c 2 e~ x , se obtiene 

y( 0) = q + c 2 = 5 
/(O) = c x - c 2 = 3. 

Por tanto, c, = 4, c 2 = 1. Respuesta, y = 4e x + er*. 

Observación. Si se hubieran tomado y, =e x y y 2 = le* para obtenerse 

y = c x e x -!- c 2 le x = ( Cj + c 2 l)e x = y\ 

la solución no habría sido lo suficientemente general para satisfacer las dos condiciones iniciales y resol¬ 
ver el problema. ¿Por qué? Pues bien, las funciones y, y y 2 presentes son proporcionales, y,/y, = MI, en 
tanto que antes no lo eran, y,/y 2 = e x /e~ x = é 2 *. Este es el punto. Motiva la siguiente definición así como su 
importancia en relación con problemas con valor inicial. I 


Definición (solución general, base, solución particular) 

Una solución general de una ecuación (2) en un intervalo abierto 1 / es una solución 
(4) con y, y y 2 soluciones no proporcionales de (2) en J y c,, c 2 constantes arbitrarias 2 . 
A estas y p y 2 se les llama entonces una base (o sistema fundamental) de (2) en I. 

Una solución particular de (2) en I se obtiene si se asignan valores específicos a 
c, y c 2 en (4). I 


1 Ver la sección 1.1. 

2 Quizás sea necesario restringir el rango de las constantes en algunos casos a fin de evitar expresiones 
imaginarias y o casos degenerados. 
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Como siempre, y y y 2 se llaman proporcionales en / si 3 
(6) (a) y x = ky 2 o (b) y 2 = ly x 

es válida para toda x en /, donde k y l son números, sean cero o no. 

En realidad, la definición de base también puede formularse en términos de “in¬ 
dependencia lineal”. Se dice que dos funciones y t ( x) y y 2 (x) son linealmente inde¬ 
pendientes en un intervalo / en el que están definidas si 


(7) + ^ 2 ^ = 0 en /implica k x = 0, k 2 = 0, 

y se dice que son linealmente dependientes en I si esta ecuación también es válida 
para dos constantes k v k 2 que no sean ambas cero. Entonces, si k x * 0 o k 2 ^ 0, es 
posible dividir y resolver la expresión, obteniéndose 


k 2 

y i = - T y 2 ° 

K i 



Por tanto, y { y y 2 son proporcionales, mientras que en caso de independencia lineal, no 
son proporcionales. Se llega así a la siguiente 


Definición de una base (Reformulada) 

Una base de soluciones de (2) en un intervalo / es un par y ]9 y 2 de soluciones linealmente 
independientes de (2) en I. I 

EJEMPLO 5 Base, solución general, solución particular 

e y e~ x del ejemplo 4 forman una base de la ecuación diferencial y' -y = 0 para toda x. Por tanto una solución 
general es y = c,e* + c 2 e \ Esta respuesta del ejemplo 4 es una solución particular de la ecuación. I 


EJEMPLO 6 Base, solución general 

El estudiante puede comprobar que y, = eos x y y 2 - sen x son soluciones de la ecuación diferencial 

y" + y = 0. 

Ahora bien, eos x y sen x no son proporcionales, yjy 2 = cot jc * consí. Por tanto, forman una base de la 
ecuación tratada para toda x, y una solución general es 

y — Cj eos x + c 2 sen x. ^ 

En la práctica, una solución general se usa principalmente para obtener solucio¬ 
nes particulares a partir de ella imponiendo dos condiciones iniciales (5), ya que es la 
solución particular la que describe el comportamiento único de un sistema físico o de 
otro campo dado. Siendo el objetivo que el estudiante adquiera experiencia en esta 
tarea práctica, se presentará más adelante la teoría que la respalda (en la sección 2.7); 
por el momento, basta saber lo siguiente. Si los coeficientes p y q de (1) y la función 


■ Si k * 0 en (a), implica (b) con / = 1 Ik, pero no cuando k - 0, es decir, y { = 0. 
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r son continuos en algún intervalo /, entonces (1) siempre tiene una solución general 
en /, a partir de la cual se obtiene la solución de cualquier problema con valor inicial 
(1), (5) en /, que es única. Asimismo, (1) no tiene soluciones singulares (es decir, 
soluciones que no pueden obtenerse a partir de la solución general). 

Problemas de la sección 2.1 

Propiedades generales importantes de las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas y 
no homogéneas. Demostrar los siguientes enunciados, los cuales se refieren a cualquier inter¬ 
valo abierto fijo /, e ilustrarlos con ejemplos. Se supone aquí que r(jt) £ 0 en (1). 

1. y ~ 0 es una solución de (2) (conocida como la “ solución triviar) pero no de (1). 

2. La suma de dos soluciones de (1) no es una solución de (1). 

3. Un múltiplo y = cy l de una solución de (1) no es una solución de (1), a menos que c = 1 . 

4. La suma y « y, + y 2 de una solución y t de (1) y y 2 de (2) es una solución de (1). 

5. La diferencia y =y 1 -y 2 de dos soluciones de (1) es una solución de (2). 

Ecuaciones diferenciales de segundo orden reducibles 
al primer orden 

Los problemas 6-19 ilustran que ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden pueden 
reducirse al primer orden. 

6. Si en una ecuación de segundo orden la variable dependiente y no aparece explícitamente, 
la ecuación es de la forma F(x , y\ y tr )~ 0. Demostrar que al hacer y ' — z se obtiene una 
ecuación diferencial de primer orden en z y que a partir de su solución se obtiene la 
solución de la ecuación original por integración. 

Reducir al primer orden y resolver: 

7. xy” = 2/ 8. y" = / 9. y" - 2y' coth 2x 

10. y" + 9y' = 0 11. *y" + y' = y' 2 12. Jty" + y' = 0 

13. Otro tipo de ecuación reducible al primer orden es F(y , y', y") = 0, en la cual la variable 
independiente x no aparece explícitamente. Usando la regla de la cadena, demostrar que 
y”= ( dzidy)z , donde z —y\ por lo que se obtiene una ecuación de primer orden con y como 
variable independiente. 

Reducir al primer orden y resolver: 

14. yy" + y' 2 - 0 15. y" + e^y' 3 = 0 16. y" + y' 2 = 0 

17. y" + y' 3 eos y = 0 18. yy" - y' 2 - 0 19. y" + (1 + y“*)y' 2 = 0 

20. Una partícula se mueve sobre una recta de tal modo que el producto de su velocidad y 
aceleración es constante, por ejemplo, 2 m 2 /s 3 . En el tiempo / = 0 su desplazamiento desde 
el origen es de 5 m y su velocidad es cero. Encontrar su posición y velocidad cuando / = 
9 s. 

21. Encontrar la curva en el plano xy que pasa por el punto (1,1), interseca a la recta y = x en 
ángulo recto y satisface xy" + 2y'= 0. 

22. (Cable colgante) Puede demostrarse que la curva y(x) de un cable homogéneo flexible e 
inextensible que cuelga entre dos puntos fijos se obtiene resolviendo y" = k ^1+y’ 2 , donde 
la constante k depende del peso. Esta curva se conoce como catenaria (del latín catena - 
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cadena). Encontrar y graficarj^jc), suponiendo que k = 1 y que los puntos fijos son (-1,0) y 
(1, 0) en un plano xy vertical. 

Problemas con valor inicial 

Comprobar que las fundones dadas forman una base de soluciones de la ecuación dada y 
resolver el problema con valor inicial dado. 

23. y" - 9y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 0; e 3 *, e" 3 * 

24. y" + 4y = 0, y(0) = -5, y'(0) = 2; eos 2x, sen 2x 

25. y" - 2y' + y = 0, y(0) = 4, y'(0) = 3; e x , xe x 

26. y" + <o z y = 0 0), y(0) = -1.5, y'(0) = 0; eos <ox, seno» 

27. y" - 4y' + 3y = 0, y(0) = -1, y'(0) = -5; e x , e 3 * 

28. x 2 y" - l.Sxy' - 1.5y = 0, y(l) = 1, y'(l) = -4; jr“ x 3 

29. x 3 y" - 3xy' + 4y = 0, y(l) = 2, y'(l) = 5; x 2 , x 2 ln x 

30. y" - 2y' + lOy = 0, y(0) = 1, y'(0) = 10; e*cos 3or, e x sin 3x 

¿Las funciones siguientes son linealmente dependientes o independientes en el inter¬ 
valo dado? 

31. x + 1, x - 1 (0 < x < 1) 32. 0, cosh x, cualquier intervalo 

33. sen 2x, sen jc eos jc, cualquier intervalo 34. In x, ln x 2 (jc > 1) 

35. |jc|jc, x 2 (0<jc<1) 36. |4*, x 2 ( — 1 < jc < 1) 

37. |cos jc|, eos jc (0 < jc < ir) 38. x 2 - 3, -3* 2 + 9 (jc < 0) 

39. cosh x, cosh 2jc, cualquier intervalo 40. \,e~ 2x (x > 0) 

2.2 ECUACIONES HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES 

En esta sección y la siguiente se indica cómo resolver ecuaciones lineales homogéneas 

(1) y" + ay + by = 0 

cuyos coeficientes ay b son constantes. Estas ecuaciones tienen importantes aplica¬ 
ciones, en especial en relación con las oscilaciones mecánicas y eléctricas, como se 
verá en las secciones 2.5, 2.11 y 2.12. 

Para resolver (1), se recuerda de la sección 1.7 que una ecuación diferencial li¬ 
neal de primer orden y* + ky — 0 con coeficiente constante k tiene como solución una 
función exponencial ,y = e kx . Esto da lugar a la idea de probar como solución de (1) la 
función 

(2) y =: 

Al sustituir (2) y las derivadas 

y f = ke Xx y y” = \ 2 e ÁX 
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en la ecuación (1), se obtiene 

(A 2 + ak + b)e kx = 0. 


Por tanto, (2) es una solución de (1), si A es una solución de la ecuación cuadrática 


(3) 


A 2 + íjA + b = 0. 


Esta ecuación se llama la ecuación característica (o ecuación auxiliar) de (1). Sus 
raíces son 

(4) A x = s( —a + Va 2 - 4b), A 2 = £(-a - Va 2 - 4b). 

El razonamiento seguido indica que las funciones 

A-X A_x 

(5) = e 1 y y 2 = e 2 

son soluciones de (1). El estudiante puede comprobarlo sustituyendo (5) en (1). 

Directamente de (4) se ve que, dependiendo del signo del discriminante a 2 - 4ó, 
se obtiene 


(Caso I) dos raíces reales si a 2 - 4b > 0, 

(Caso II) una raíz real doble si a 1 - 4b = 0 

Caso III) raíces complejas conjugadas si a 2 - 4b < 0. 

Los casos I y II se discuten aquí y el caso III en la siguiente sección. 


Caso I. Dos rafees reales diferentes ^ y X 2 

En este caso. 


y\ = e 


AjX 


y 2 = 


A 2 X 


constituyen una base de soluciones de (1) en cualquier intervalo (porque el cociente 
yjy 2 no es constante; ver la sección 2.1). La solución general correspondiente es 


( 6 ) 


A.X Kjc 

y - c l e + c 2 e 


EJEMPLO 1 Solución general en el caso de rafees reales diferentes 

Ahora puede resolverse y" - y ~ 0 (del ejemplo l de la sección 2.1) de una manera sistemática. La 
ecuación característica es A- - 1 = 0. Sus raíces son A, = 1 y A 2 = -1. Por tanto, una base es e* y e x que, 
como antes, da la solución general 


y = c x e x + c 2 e x . 


I 
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EJEMPLO 2 Un problema con valor Inicial en el caso de raíces reales diferentes 

Resolver el problema con valor inicial 

y" + / - 2y = 0, y(0) = 4, y'(0) = -5. 

Solución. Primer paso. Solución general La ecuación característica es X 2 + X- 2 = 0. Sus raíces son 

A x = 1 + V9) = 1 y A 2 = £(-l - V9) = -2, 

de donde se obtiene la solución general 

y — f-f- c^é~^. 

Segundo paso. Solución particular Puesto que y' (x) = c y e - 2c 2 e _2 \ a partir de la solución general y de 
las condiciones iniciales se obtiene 

y(0) = c l + c 2 = 4, 
y'(0) = c x - 2c 2 = -5. 

Por tanto, c y - 1 y c 2 — 3. Respuesta. y = e*+ Se" 2 *. I 

Caso II. Raíz real doble X = -a/2 

Cuando el discriminante d 2 - 4b = 0, de la fórmula (4) se obtiene una sola raíz 
= X 2 = -a/2 y en un principio se obtiene sólo una solución 

y 1 = 

Para encontrar una segunda solución, necesaria para formar una base, se usa el “méto¬ 
do de reducción de orden”* Es decir, se hace 

? 2 = w ?i 

y se intenta determinar la función u tal que y 2 se convierta en una solución de (1). Para 
ello, se sustituye y 2 = uy x y sus derivadas 

y*2 = u 'y\ + u y[ 

y"% = Al + 2u f y' + uy¡ 

en (1). Se obtiene así 

(u”y x + 2 uy[ + uy[) + a(uy x + uy[) + buy x - 0. 

Agrupando términos se obtiene 

u"y x + u(2y[ + ay x ) + u(y[ + ay[ + by x ) = 0 


4 En realidad, se usa un caso especial del mismo. El método general se discute en la sección 2.7. 
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La expresión del último paréntesis es cero, ya qu ey i es una solución de (1). La expre¬ 
sión del primer paréntesis también es cero, ya que 

2y[ = -ae'™ 12 = ~ay v 

De este modo, sólo queda u ,f y i = 0. Por tanto, w"= 0. AI integrar dos veces, u - c,jc + 
c 2 . Para obtener una segunda solución independiente^ = uy r basta con tomar u = x. 
Entonces y> 2 = xy r Puesto que estas soluciones no son proporcionales, forman una 
base. El resultado al que se llega es que en el caso de una raíz doble de (3) una base de 
soluciones de (1) en cualquier intervalo es 

e ~axf2 xe ~ax/2 


La solución general correspondiente es 


(7) 


y - (c x + c 2 x)e^ axl2 . 


Advertencia. Si k es una raíz simple de (4), entonces (c, + cjty?* no es una solución de (1). 


EJEMPLO 3 Solución general en el caso de una raíz doble 

Resolver 

y" + 8 y' + 16y = 0. 

Solución. La ecuación característica tiene la raíz doble X = -A. Por tanto una base es 

e~* x y xe~ 4x 

y la solución general correspondiente es 


y = U\ + c 2 x)e 4x 


i 


EJEMPLO 4 Un problema con valor inicial en el caso de una raíz doble 


Resolver el problema con valor inicial 

y n ~ 4y' + 4y = 0, y{0) = 3, 

Solución. Una solución general de la ecuación diferencial es 

y(x) = (t^ 4- < 2 x)e 2x . 


Al derivar se obtiene 


y'(0) = I. 


y'ix) = c 2 c 2x + 2 (t-j + c 2 x)c 2x . 

A partir de esta expresión y de las condiciones iniciales se sigue que 

y(0) = í j ~ 3, y'(0) ~ c 2 + 2t*j = 1. 

Por tanto. c ¡ = 3, c, = -5, y la respuesta es 


y = (3 - 5x)e 2x . 


■ 


El caso III de raíces complejas conjugadas de la ecuación característica (4) se 
discutirá en la sección siguiente. 
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Problemas de la sección 2.2 

Encontrar una solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales. 

I. y" + 3y' + 2y - 0 2. y" - 9y - 0 3. y" + 10y' + 25y = 0 

4. y" + 4y' = 0 5. y" - 6y' + 9y = 0 6. y" - 2y' + 0.75y = 0 

Encontrar la ecuación diferencial (1) para la cual las funciones dadas forman una base de 
soluciones. 

7. e 2x , e- 3 * 8. xe~ m 9. e ~ 2x , e~ xl2 

10. e kx , e -fct 11. cosh x, senh.v 12. 1, e _fct 

13. Comprobar directamente que en el caso de una raíz doble, xe ^ con A - -a¡ 2 es una solu¬ 
ción de (1). 

14. Comprobar que y = e _3jf es una solución de y" + 5 y' + 6y = 0, pero y = xe 3x no lo es. 
Explicar la respuesta. 

15. Demostrar que a y b en (1) pueden expresarse en términos de A, y A 2 por las fórmulas a = 
-A,] - A 2 , — AjA 2 . 

16. Resolver y" + 3y' = 0 (a) usando el método estudiado aquí, (b) por reducción al primer 
orden. 

Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 


17. 

tt 

y 

o 

X 

o 

II 

a 

1 

= 1, /(0) = 20 


18. 

tr 

y 

— 4 / + 4 y = 0, 

y(0) = 0. /(0) = -3 


19. 

tt 

y 

+ 6/ + 9y = 0, 

O 

II 

1 

O 

II 

£ 


20. 

tt 

y 

+ 3.7/ =0, y(- 

-2) = 4, /(-2) = 0 


21. 

tt 

y 

+ 2.2/ + OAy = 0 

, y(0) = 3.3, /(0) = 

-1.2 

22. 

tt 

y 

- 25y = 0, y(0) 

= 0, /(0) = 10 


23. 

4 y' 

o" 

II 

1 

> 

l 

y(-2) = e, /(-2) = 


24. 

Sy l 

" + 16y' + 12.8y = 

P 

O 

1! 

© 

o 

II 

-2.3 

25. 

Las bases diferentes llevan 

i a la misma solución. Para ilustrarlo, resolvery 9y = 0, y(0) = 4, 


y'(0) = -6, usando (a) e 3 *, e 

(b) cosh 3x, senh 3x 



2.3 CASO DE RAÍCES COMPLEJAS. 

FUNCIÓN EXPONENCIAL COMPLEJA 

Para las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes 

(1) y" + ay f by - 0 

se discute ahora el último caso en el que la ecuación característica 

(2) A 2 4- ak + b - 0 
tiene raíces 


(3) = -¿a + íVa 2 - 4b, 


A 2 = ~i a ~ ¿Va 2 - 4b 
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que son complejas. La ecuación (3) indica que esto ocurre cuando el discriminante 
a 2 - 4 b es negativo. Este es el caso III de la secci ón an terior. En este caso resulta 
conveniente sacar ^-7 = / del radical, meter 1/2 = J-\/4 en el radical y escribir 

(4) A x = -\a + «a, k 2 ~ -\a - /<*>, 

donde to = Jb~ja 2 . Se observa que e Xix y e k1X son ahora soluciones complejas de (1). 
Pero se afirma que en este caso III, una base de soluciones reales de (1) en cualquier 
intervalo es 

(5) y x = e _ax/2 eos cox, y 2 = e -ax/2 sentuje. 


De hecho, que estas son soluciones se sigue por derivación y sustitución. Asimismo, 
y 2 ly { = tan m no es constante, ya que co* 0, de dondey, y y 2 no son proporcionales. La 
solución general correspondiente es 


( 6 ) 


y = e axf 2 ^ cos ^ + B sen ojüc). 


EJEMPLO 1 Raíces complejas. Solución general (6) 

Encontrar una solución general de la ecuación 

/ - 2/ + \0y = 0. 

Solución, La ecuación característica A 2 - 2A + 10 = 0 tiene las raíces complejas conjugadas 
Aj = 1 + Vi - 10 = I + 3i\ A 2 = 1 — 3/. 
(¡Comprobarlo!) Se obtiene asi la base (5), 

yj = e x cos 3x, y 2 - e x sen 3 jc 

y la solución general correspondiente (6), 

y = e x (A cos 3x + B sen 3a:). 


Función exponencial compleja 


El caso III (raíces complejas) se ha establecido y no resta nada por demostrar. Tan 
sólo quiere verse cómo es posible adquirir la idea de quey t y y 2 podrían ser solucio¬ 
nes en este caso. Se demostrará que esto se sigue de la función exponencial compleja. 

La función exponencial compleja e 1 de una variable compleja 5 z = s + it se 
define por 


(7) 


e z — € s+it — e J¡( cos t + i sen f). 


5 Se escribe z = s + it en lugar de z - x + iy porque x y y se usan como variable y función desconocida, 
respectivamente, en las ecuaciones aquí tratadas. 
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Para z real igual a 5 , se trata de la conocida función exponencial real e* de cálculo pues 
entonces eos t = eos 0 = 1 y sen t = sen 0 = 0. Asimismo, e* posee propiedades muy 
similares a las de la función exponencial real; en particular, puede demostrarse que es 
derivable y que satisface e?' +r « = e**. (Las demostraciones se encuentran en la sec¬ 

ción 12.6). Esto puede bastar para motivar la definición (7). 

Ahora en (7) se toma z = X } x con A,, como en (4), es decir, 

z = s + it = Á x x = —\ax H- íojx. 

Entonces de (7) se obtiene 

e -(al2)x+iwx _ £-(a/2)x( CO s ^ + ¿ sen ¡¿je). 

De manera similar, ya que sen (-a) = -sen a, para e* 2 * se obtiene [ver (4)] 

e -(aJ2)x-uox — ^-(a/2)a:^ cos ^ ¿ sen 


Al sumar estas dos fórmulas y dividir la suma entre 2, en el segundo miembro se 
obtiene y x como se da en (5). De manera similar, al restar ambas fórmulas y dividir el 
resultado entre 2/ en el segundo miembro se obtiene y 2 como se da en (5). Por el 
teorema fundamental 1 de la sección 2.1 se sigue que y, y y 2 son de nueva cuenta 
soluciones. Esto confirma que (6) es una solución general de (1) en el caso III (raíces 
complejas). I 

Para uso posterior, se hace notar que (7) con 5 = 0 produce la llamada fórmula de 
Euler 


( 8 ) 


e ü = eos t + i sen t. 


Ejemplos adicionales. Resumen de los casos l-lll 

EJEMPLO 2 Problema con valor inicial (raíces complejas) 

Resolver el problema con valor inicial 

/' + 2y + 5y = 0, y( 0) - 1, /(0) = 5. 

Solución, Primer paso. Solución general La ecuación característica \ 2 + 2A. + 5 = 0 tiene las raíces 
complejas -1 ± ' 1 - 5 - - 1 ± 2i. Por tanto (6) queda como 

y(jc) = e~ x (A eos 2x + B sen 2 jc). 

Segundo paso. Solución particular. De la primera condición inicial se obtiene y(0) = A - 1. La derivada 
de la solución general es 

y'(jr) - e~ x ( — A eos 2x - B sen2jt - 2Asen 2 jc + 2B eos 2x), 

y de la segunda condición inicial se obtiene (ya que sen 0 = 0) 

y'( 0) = -A + 2B = - 1 + 2B = 5. 

Por tanto, B- 3. Respuesta . y - e _Jt (cos 2x + 3 sen 2x). 


I 
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EJEMPLO 3 Una solución general de la ecuación 

/' + (o 2 y = 0 (<o constante, diferente de cero) 


es 

y — A eos (üx + B seno>jr. 

Con (o - I esto confirma el ejemplo 6 de la sección 2.1. I 


Con esto se termina la discusión de los tres casos, la cual puede resumirse: 


Caso 

Raíces de (2) 

Base de (1) 

Solución general de (1) 

I 

Reales diferentes 

Aj, A 2 

£» A iX g A 2 X 

y = c x e k ' x + c 2 e Á2?c 

11 

Raíz real doble 

A = -\a 

£-ox/2 gg—ax/2 

y = (c, + c 2 x)e~ axl2 

III 

Complejas conjugadas 
Aj = — \a 4- ico, 

A 2 - —\a — i<o 

e ~ax/2 CQS wx 
e -ax/2 S Q nü)X 

i 

y _ e ~axr¿^ cos MX + b sen (¿x) 


Resulta muy interesante observar que en aplicaciones de sistemas mecánicos o 
circuitos eléctricos, estos tres casos corresponden a tres formas diferentes de movi¬ 
miento o flujo de la corriente, respectivamente. Esta relación fundamental entre teoría 
y práctica se discutirá en detalle en la sección 2.5 (y de nuevo en la sección 2.12). 

Problemas con valores en la frontera 

Las aplicaciones en ocasiones llevan a condiciones del tipo 

(9) y(P x ) = k v y(P 2 ) = k 2 . 

Se conocen como condiciones en la frontera, ya que se refieren a los puntos extre¬ 
mos P x , P 2 (puntos frontera P ]9 P 2 ) de un intervalo / en el que se considera la ecuación 
(1). La ecuación (1) y las condiciones (9) juntas constituyen lo que se conoce como un 
problema con valores en la frontera. La discusión se limitará a un ejemplo típico. 

EJEMPLO 4 Problema con valoras en la frontera 

Resolver el problema con valores en la frontera 

y” + y = 0, y( 0) = 3, y(ir) = -3. 

Solución, Primer paso. Una base es>, = eos jc, y 2 = sen jc. La solución general correspondiente es 

;y(x) = Cj eos jc + c 2 sen jc. 

Segundo paso. De la condición en la frontera izquierda se obtiene y(0) = c, = 3. De la condición en la 
frontera derecha se obtiene y(n) = c t eos % + c 1 • 0 = -3. Ahora bien, eos n- -1 y c l = 3, de donde esta 
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ecuación es válida y se observa que no produce ninguna condición para c r Por tanto, una solución del 
problema es 

y = 3 eos x 4 c 2 sen x. 

Aquí c 2 sigue siendo arbitraria. Esto es una sorpresa. Desde luego, la razón es que sen x es cero en 0 y it. 
El lector puede concluir y demostrar (problema 30) que la solución de un problema con valores en la 
frontera (I), (9) es única si y sólo si ninguna solución y * 0 de (1) satisface y{P i ) = y(P 2 ) = 0. I 


Problemas de la sección 2.3 

Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de la ecuación diferencial dada y obte¬ 
ner a partir de ellas una solución general con valores reales de la forma (6). 


1. 

y = 

c ^ e 3ix + c 


3¿r 

y" + 9y ■■ 

= 0 


2. 

y = 


-1 + 3i)x 

4 

C 2 fí 

-1-3Í)X^ y 

" + 2y' 4 lOy = 

0 

3. 

y = 

c i e ~ 

(a + ¿)X 

4 

C 2 e ~ 

(a-í)x v " 

i y 

4 2ay' 4- (a 2 4 

o 

II 

4. 

y = 


-5 + 2 ¿)x 

4 

c 2 e ( 

— 5-2i)x^ y 

" 4- 10y' 4- 29y = 

= 0 

5. 

y = 

c l*“ 

(a — ia>)x 

+ 

C 2 e ~ 

(a + iüt)x v ‘ 

* y 

" 4 2ay' 4 (a 2 4 

a> 2 )y = 0 


Solución general. Establecer si la ecuación dada corresponde al caso I, al II o al III y encontrar 
una solución general que incluya funciones con valores reales. 

6. y" 4 25y = 0 7. y" - 25y = 0 

8. y" - 8y' 4 16y = 0 9. y" + 6y' + 9y = 0 

10. y" 4- y' + 0.25y = 0 II. y" 4 2y' = 0 

12. 8y" - 2y' - y = 0 13. 10/' 4- 6y' 4- 10.9y = 0 

14. 2y" + 10y' 4 25y = 0 15. y" 4- 2y' 4 (a> 2 4 l)y = 0 

Problemas con valor inicial. Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

16. y" - 9y = 0, y(0) = 5, y'(0) = 9 

17. y" 4 9y = 0, y(ir) = -2, yV) = 3 

18. y" 4 2y' 4 2y = 0, y(0) - 1, y'(0) = 0 

19. y" - 4/ + 4y = 0, y(0) = 3, y'(0) = 10 

20. y" - 6y' 4 18y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 6 

21. y" 4 20y' 4- lOOy = 0, y(0.1) = 3.2/c * 1.177, y'(0.1) = - 30/é> - - 11.04 

22. lOy" 4 2y' 4 O.ly = 0, y(10) = -40/^ - -14.72, y'(10) - 0 

23. 2y" +’/ - y = 0, y(4) = e 2 - e~ 4 = 7.371, y'(4) = \e 2 + e~* = 3.713 

24. y" + 4y’ + 4.25y = 0, y(0) = 1, y'(0) = -2 

Problemas con valores en la frontera. Resolver los siguientes problemas con valores en la 
frontera 

25. y" - 16y = 0, y(0) = 5, y(|) = 5e 

26. y" — 9y = 0, y( —4) - y(4) = cosh 12 

27. y" - 2/ = 0, y(0) = -1. y(¿) = e - 2 

28. y" + 4y' + 5y = 0, y(£ir) = Í4e~’ r =* 0.6050, y(§ir) = - 14e~ 3 ” ~ - 0.0011 

29. y" - 2y’ + 2y = 0, y(0) = -3, y^ir) = 0 

30. Demostrar que la solución de un problema con valores en la frontera (1), (9) es única si y 
sólo si ninguna solución y * 0 de (1) satisface ></*,) = y(P 2 ) = 0. 
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2.4 OPERADORES DIFERENCIALES. OPCIONAL 

Esta sección ofrece una introducción a los operadores diferenciales. Se usará una sola 
vez y para un objetivo secundario (en la sección 3.2), de modo que puede omitirse sin 
interrumpir el flujo de las ideas. 

Se entiende por operador una transformación de una función en otra función. 
Los operadores y las técnicas correspondientes, a las que se llama métodos 
operacionales, desempeñan un papel creciente en las matemáticas para ingeniería. 

La diferenciación sugiere un operador de la siguiente manera. Sea que D denote 
la diferenciación con respecto a x, esto es, se escribe 

[ Dy^y\ 


D es un operador; transforma ay (la cual se supone diferenciable) en su derivada;;'. 
Por ejemplo, 


D(x 2 ) = 2jc, D(senjc) = eos jc. 


Al aplicar D dos veces, se obtiene la segunda derivada D(Dy) = Dy' = y". Se escribe 
simplemente D(Dy) = EPy, de modo que 

Dy = y', D^y = y", D 3 y = • • • . 

En términos más generales, 

(1) L = P(D) = D 2 + oD + b 


se llama operador diferencial de segundo orden. Aquí ay b son constantes. P su¬ 
giere “polinomio”. L sugiere “lineal” (se explica en seguida). Cuando L se aplica a 
una función y (la cual se supone diferenciable dos veces), produce 


( 2 ) 


¿[y] = (Z ) 2 + 


L es un operador lineal. Por definición esto significa que se tiene 

L[ay + j 3w] = aL[y ] + pL[w] 

para cualesquiera constantes a y fí y para cualesquiera funciones (diferenciables dos 
vecesjyyw. 

La ecuación diferencia] lineal homogénea y n + ay f + by — 0 puede escribirse 


ahora como 



(3) 

L[y} 

= />(D)[y] = 0. 

Por ejemplo, 



(4) 

L[y] = (D 2 + D 

O 

II 

s 

1 

+ 

ii 

SO 

1 
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Puesto que 

D[e kx ] = ke Kx , D 2 [e kx ] = AV r , 
por (2) y (3) se tiene 

(5) P{D)[e Xx ] = (A 2 + aA + b)e Kx = P(\)e Ax = 0. 

Esto confirma el resultado de la sección 2.2 de que e u es una solución de (3) si y sólo 
si A es una solución de la ecuación característica P(k) - 0. Si P(k) tiene dos raíces 
diferentes, se obtiene una base. Si P(X) tiene una raíz doble, se necesita una segunda 
solución independiente. Para obtener esta solución, se derivan 

P(D)[e Xx ] = P(Á)e kx 

[ver (5)] ambos miembros con respecto a A y se intercambia la derivación con respec¬ 
to a X y x, obteniéndose 

P{D)[xe ÁX ] = P\X)e ÁX + P(Á)xe Xx 

donde P'= dPídX . Para una raíz doble, P(X) = P'(X) = 0, por lo que se tiene P(D)[xe Kx ] 
~ 0. Por tanto, xe kx es la segunda solución buscada. Esto concuerda con la sección 2.2. 

P(X) es un polinomio en A, en el sentido usual del álgebra. Si A se sustituye por D, 
se obtiene entonces el “operador polinómico” P(D). El punto de este “cálculo 
operacionar es que P(D) puede tratarse como una cantidad algebraica. En particu¬ 
lar, puede factorizarse. 

EJEMPLO 1 Factorización, solución de una ecuación diferencial 

Factorizar P(D) = D 1 + D- 6 y resolver P(D)\y] = 0. 

Solución. D 1 + D-6-{D + 3 ){D - 2). Ahora bien, (D~2)y = y'-2y por definición. Por tanto 
c (D + 3)(D - 2 )y = {D + 3 )[y' - 2 y] = / - 2y' + 3y' - 6y 

= y" +' y' ~ 6y- 

Por lo tanto, la factorización realizada es “permisible”, es decir, produce el resultado correcto. Las solu¬ 
ciones de (D + 3)y = 0 y (D - 2)y = 0 son y, = e~ ix y y 2 = e lv . Esta es una base de P(D)[y]= 0 en cualquier 
intervalo. El estudiante deberá comprobar que el método de la sección 2.2 da el mismo resultado. No es 
éste un hecho inesperado, ya que P(D) se factorizó del mismo modo que se factoriza el polinomio carac¬ 
terístico P(k) ~X 2 + k-6. I 

Sin entrar en detalles en este momento, se quiere mencionar que los métodos 
operacionales también pueden usarse para operadores M= PP- +fD + g con coeficien¬ 
tes variables x) y g(x\ pero son más difíciles y requieren mayor atención. Por ejem¬ 
plo, xD * Dx porque 

xDy = xy f but Dxy = ( xy) f = y + xy'. 

Si el cálculo operacional se limitara a las situaciones simples ilustradas en esta 
sección, quizás ni siquiera valdría la pena mencionarlo. En realidad, las virtudes del 
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enfoque basado en el operador lineal se pone de manifiesto en problemas de ingenie¬ 
ría más complicados, como se verá en el capítulo 6. 


Problemas de la sección 2.4 

En cada caso, aplicar el operador dado a las funciones dadas. 

1. D + 3; x 2 + 6x - 2, 9c -31 , sen me + 2 eos ttx 

2. D 2 - 2D; xe x , senh 2jc, e 2 * + 5 

3. (D + A)(D - 1); e~ 4x , xe~ 4x , e x 

4 . (D - 5) 2 ; 5jt + cosh 5jc, e **, xe 51 


Encontrar una solución general de las siguientes ecuaciones. 


5. (D 2 + 2D + 2)y = 0 
7. (4 D 2 - 12 D + 9)y = 0 
9. (ir 2 D 2 - 4 irD + 4)y = 0 
11. (10 D 2 + 12D + 3.6)y = 0 


6. (4 D 2 + 4D + l)y = 0 
8. (D 2 + 6 D + 12 )y = 0 
10. (4 D 2 + 4 D + \l)y = 0 

12. (D 2 + 2kD + k 2 + 3)y = 0 


Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

13. (D 2 + 4 D + 5)y = 0, y(0) = 0, /(O) = -3 

14. (D 2 + 5 D + 6)y = 0, y(0) = 2, y'(O) = -3 

15. (D 2 - 2D + ir 2 + l)y = 0, ;y(0) = 1, y'(0) = 1 - ir 

16. (D 2 -0.1 D - 3.8)y = 0, y(0) = -3.9, y'(0) = 7.8 

17. (9D 2 + 6D + l)y = 0, y(-3) = 10c = 27.18, /(-3) = -^ e = - 17.22 

18. (D 2 - 0.2 D + 100.01)3- = 0, y(0) = 0, y'(0) = 40 

19. (D + 1) 2 3- = 0, >-(0) = 1, 3-'(0) = -2 

20. Demostrar que el operador L de (2) es lineal. 


2.5 MODELADO: OSCILACIONES LIBRES 
(SISTEMA MASA-RESORTE) 

Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes tienen 
aplicaciones básicas en la ingeniería. En esta sección se considera una importante 
aplicación de la mecánica (una masa que oscila en un resorte elástico). Se llega a un 
modelo del sistema (es decir, se establece su ecuación matemática), se resuelve y se 
discuten los tipos de movimientos que —hecho interesante— corresponderán con los 
casos I-III de las secciones 2.2 y 2.3. Entre paréntesis, el sistema mecánico que se 
tratará tiene un análogo exacto en los circuitos eléctricos, como se descubrirá más 
adelante (en la sección 2.12). 


Establecimiento del modelo 

Se toma un resorte ordinario, que resista tanto la compresión como la extensión, y se 
suspende verticalmente de un soporte fijo (figura 32). En el extremo inferior del re¬ 
sorte se sujeta un cuerpo de masa m . Se supone que m es tan grande que puede despre- 
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estático Sistema en 

movimiento 

Figura 32. Sistema mecánico bajo consideración. 


ciarse la masa del resorte. Si el cuerpo se tira hacia abajo cierta distancia y luego se 
suelta, experimenta un movimiento. Se supone que el cuerpo se mueve únicamente en 
sentido vertical. 

Desea determinarse el movimiento de este sistema mecánico. Para ello se consi¬ 
deran las fuerzas 6 que actúan sobre el cuerpo durante el movimiento. Esto llevará a 
una ecuación diferencial, de cuya solución y(t) se obtendrá el desplazamiento de la 
masa como una función del tiempo /. 

Se elige la dirección hacia abajo como la positiva y, en consecuencia, las fuerzas 
dirigidas hacia abajo se consideran positivas y negativas las fuerzas en la dirección 
contraria. 

La fuerza más evidente que actúa sobre el cuerpo es la atracción de la gravedad. 
0) F x = mg 

donde m es la masa del cuerpo y g (= 980 cm/s 2 ) es la aceleración de la gravedad. 

Se considera ahora la fuerza del resorte F 2 que actúa sobre el cuerpo. Experimen¬ 
tos indican que dentro de límites razonables, esta magnitud es proporcional al cambio 
en la longitud del resorte. Su dirección es hacia arriba si el resorte está estirado y 
hacia abajo si está comprimido. Por tanto, 

(2) F 2 = -ks (ley de Hooke 7 ), 

donde s es el desplazamiento vertical del cuerpo (recuérdese que el extremo superior 
del resorte está fijo), a la constante de proporcionalidad k se le llama módulo del 
resorte y el signo menos hace F 2 negativa (hacia arriba ) para un valor positivo de s 
(estiramiento del resorte) y positiva (hacia abajo) para s negativa (compresión del 
resorte). 

Si s = 1, entonces F 2 - -k . Entre más rígido sea el resorte, mayor será el valor de k . 
Cuando el cuerpo está en reposo (sin movimiento), la fuerza gravitacional y la 
fuerza del resorte están en equilibrio, siendo su resultante la fuerza cero, 

(3) F x + F 2 = mg - ks Q - 0 


6 P ara l° s sistemas de unidades y los factores de conversión, ver la tabla al principio del libro. 

7 Robert Hooke (1635-1703), físico inglés, precursor de Newton con respecto a la ley de la gravitación. 
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donde s 0 es el estiramiento del resorte que corresponde a esta posición, la cual recibe 
el nombre de la posición de equilibrio estático . 

Se denota por >> =y{i)[t tiempo] al desplazamiento del cuerpo a partir de la posi¬ 
ción de equilibrio estático (y = 0), con la dirección positiva hacia abajo (figura 32). 
Este desplazamiento produce una fuerza adicional —ky sobre el cuerpo, por la ley de 
Hooke. Por tanto, la resultante de las fuerzas que actúan sobre el cuerpo en la posición 
y{t) es [ver (3)] 

( 4 ) F x + F 2 — ky = — ky. 


Sistema no amortiguado: ecuación y solución 


Si el amortiguamiento del sistema es tan pequeño que puede despreciarse, entonces 
(4) es la resultante de todas las tuerzas que actúan sobre el cuerpo. La ecuación dife¬ 
rencial se obtendrá entonces mediante la aplicación de la segunda ley de Newton 

Masa x Aceleración = Fuerza 

donde fuerza significa la resultante de las fuerzas que actúan sobre el cuerpo en cual¬ 
quier instante. En el caso presente, la aceleración es y” - cPyfdt 1 y la resultante la da 
(4). Así, 


my - -ky. 

Por tanto, el movimiento de este sistema está gobernado por la ecuación diferencial 
lineal con coeficientes constantes 


( 5 ) 


my" + ky — 0 . 


Por el método de la sección 2.3 (ver el ejemplo 3) se llega a la solución general 


( 6 ) 


y(t) — A eos ú> 0 t + B sen o> 0 t 



Al movimiento correspondiente se le llama oscilación armónica. En la figura 33 se 
muestran las formas típicas de (6) que corresponden a un desplazamiento inicial posi- 



Figura 33. Oscilaciones armónicas. 
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tivo y(0) [el cual determina A - y(0) en (6)] y diferentes velocidades iniciales y '(0) 
[cada una de las cuales determina un valor de B en (6), ya quey'(0) ~ <o 0 B]. 

Al aplicar la fórmula de la suma para el coseno, el estudiante puede comprobar 
que (6) puede escribirse como [ver también (13) en el apéndice 3] 

(6*) y(t) = C eos (c ü Q t — 8) = Va 2 + B 2 , tan 8 — — 

Puesto que el periodo de las funciones trigonométricas de (6) es 27t/co 0 , el cuerpo 
ejecuta co 0 /2n ciclos por segundo. La cantidad (úJ2n recibe el nombre de frecuencia 
de la oscilación y se mide en ciclos por segundo. Otra manera de aludir a los ciclos/ 
segundo es hertz (Hz). 8 

EJEMPLO 1 Sistema no amortiguado. Oscilaciones armónicas 

Si una bola de hierro de peso W = 89.00 N (unas 20 Ib) estira 10,00 cm (unas 4 pulgadas) un resorte, 
¿cuántos ciclos por minuto ejecutará este sistema masa-resorte)? ¿Cuál será su movimiento si el peso se 
jala hacia abajo otros 15.00 cm (unas 6 pulgadas)? 

Solución. Por (2) se obtiene el valor k = 89.00/0.1000 = 890.0 [N/metro]. La masa es m - Wfg - 89.00/ 
9.8000 = 9.082 [kg]. Se obtiene así la frecuencia 

w 0 /27T = V890.0/9.082/2 tt = 9.899/2tt = 1.576 Hz 

o 94.5 ciclos por minuto. Por (6) y las condiciones iniciales,><0) = A = 0.1500 [metros] y >>'(0) = <w 0 S = 0. 
Por tanto el movimiento es 

y(f) = 0.1500 eos 9.899/ [metros] o 0.492 eos 9.899/ [ft]. 

Si el lector tiene oportunidad de experimentar con un sistema masa-resorte, no la desaproveche. Se sor¬ 
prenderá de la coincidencia entre teoría y experimentación, por lo general con un margen de error del uno 
por ciento si las mediciones se hacen con cuidado. I 


Sistema amortiguado: ecuación y soluciones 

Si la masa se conecta a un amortiguador (figura 34), entonces es necesario tomar en 
consideración el medio viscoso de amortiguamiento correspondiente. La fuerza de 



Figura 34. Sistema amortiguado. 


HEINR1CH HERTZ (1857-1894), físico alemán, quien descubrió las ondas electromagnéticas y realizó 
importantes aportaciones a la electrodinámica. 
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amortiguamiento correspondiente tiene dirección opuesta al movimiento instantáneo 
y se supone que es proporcional a la velocidad y’^dyldt del cuerpo. Esta es general¬ 
mente una buena aproximación, al menos para velocidades pequeñas. Por tanto, la 
fuerza de amortiguamiento es de la forma 

F 3 = -cy . 

Se demuestra que la constante de amortiguamiento c es positiva. Si y* es positiva, el 
cuerpo se mueve hacia abajo (en la dirección y positiva) y -cy' debe ser una fuerza 
dirigida hacia arriba, es decir, por convención, -cy ' < 0, lo cual implica c > 0. Paraj>' 
negativa el cuerpo se mueve hacia arriba y -cy' debe representar una fuerza dirigida 
hacia abajo, es decir, -cy' > 0 , lo cual implica c > 0 . 

La resultante de las fuerzas que actúan sobre el cuerpo es ahora [ver (4)] 

' F x 4- F 2 + F 3 - -ky - cy f . 

Por tanto, por la segunda ley de Newton, 

rt f t 

my = - ky - cy y 

y se ve que el movimiento del sistema mecánico amortiguado está gobernado por la 
ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes 

(7) my” + cy f + ky = 0. 

La ecuación característica correspondiente es 

A 2 + £ A+ * , 0 . 

m m 

Las raíces son 


c ^ 1 

2 m ~ 2 m 


A 12 = - ± — Ve 2 - 4 mk. 


Usando las notaciones abreviadas 


p - r“ Ve 2 - 4 mk, 

2 m 


puede escribirse 


-or+ P 


A 2 = -a 


0 - 


La forma de la solución de (7) dependerá del amortiguamiento y, como en las seccio¬ 
nes 2.2 y 2.3, se tienen los tres casos siguientes: 


Caso I. c 2 > 4mk. Raíces reales diferentes X 1 , X r (Sobreamortiguamiento) 
Caso II. c 2 = 4mk. Una raíz real doble. (Amortiguamiento crítico) 

Caso III. c 2 < 4mk. Raíces complejas conjugadas. (Subamortiguamiento) 


Los tres casos se discutirán por separado. 
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Caso I. Sobreamortiguamiento 

Si la constante de amortiguamiento c es tan grande que c 2 > 4mk , entonces X, y X 2 son 
raíces reales diferentes y la solución general de (7) es 


(9) 


y(t) = c x e~^ a + c 2 e“ (a+ ^ )t . 


Se ve que en este caso el cuerpo no oscila. Para / > 0 ambos exponentes de (9) son 
negativos porque a>0, ¡5>0y /? = o?- kim < a 2 . Por tanto, ambos términos de (9) 
tienden a cero cuando Hiende a infinito. Hablando en términos prácticos, después de 
un tiempo lo suficientemente largo la masa estará en reposo en la posición de equili¬ 
brio estático (y = 0). Esto tiene sentido ya que el amortiguamiento toma energía del 
sistema y no hay ninguna fuerza externa que mantenga el movimiento. En la figura 35 
se muestra (9) para algunas condiciones iniciales típicas. 


Caso //. Amortiguamiento crítico 

Si c 2 = 4 mk, entonces /? = 0, = X 2 - -a y la solución general es 


( 10 ) 


y(t) = (c-j + c 2 t)e at . 




Figura 35. Movimientos típicos en el caso de sobreamortiguamiento. 

(a) Desplazamiento inicial positivo 

(b) Desplazamiento inicial negativo 
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Figura 36. Amortiguamiento crítico. 


Puesto que la función exponencial nunca es cero y c, +c 2 í puede tener a lo sumo un 
cero positivo, se sigue que el movimiento puede pasar a lo sumo una vez por la posi¬ 
ción de equilibrio (y = 0). Si las condiciones iniciales son tales que c l y c 2 tienen el 
mismo signo, este paso no ocurre en absoluto. Esto es similar al caso I. En la figura 36 
se muestran las formas típicas de (10). 


Caso III. Subamortiguamiento 

Este es el caso más interesante; Si la constante de amortiguamiento c es tan pequeña 
que c 2 < 4 mk, entonces j3 en (8) es un número imaginario puro, esto es. 


i _ ¿ c 2 

(11) P = ico* donde w* = — V4 mk - c 2 = \ - -—« (> 0). 

2m y m 4m z 


¿ (Se escribe of a fin de reservar (ú para la sección 2.11.) Las raíces de la ecuación 
característica son números complejos conjugados. 


Aj = — a + ico*, A 2 = ~ a ~ ico* 


[con a dada en (8)], y la solución general es 


( 12 ) 


y(í) = e at (A eos cü*í + B sen a>*t) = Ce at eos (cu*í — 5) 


donde C 2 - A 2 + B 2 y tan 5= B/A [como en (6*)]. 

Esta solución representa oscilaciones amortiguadas. Puesto que eos (oft - S) va¬ 
ría entre -1 y 1, la curva de la solución está entre las curvas >> = Ce 00 y y = -Ce M en la 
figura 37, tocando estas curvas cuando oít - 8 es un múltiplo entero de n . 

La frecuencia es of I2n ciclos por segundo. Por (11) se ve que entre menor sea c 
(> 0), más grande será of y se hará n más rápidas las oscilaciones. Cuando c tiende a 
cero, of tiende al valor co 0 = V k!m correspondiente a la oscilación armónica (6). 




112 


ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN 



Figura 37. Oscilación amortiguada en el caso III. 

EJEMPLO 2 Los tres casos de movimiento amortiguado 

¿Cómo cambia el movimiento del ejemplo I si el sistema tiene un amortiguamiento dado por 

(I) c = 200.0 kg/s, 

(II) c= 179.8 kg/s, 

(III) c= 100.0 kg/s? 

Solución. Resulta instructivo estudiar y comparar estos casos con el comportamiento del sistema de! 
ejemplo 1. 

(I) El problema es 

9.082y" + 200.0/ + 890.0y = 0, y(0) = 0.1500 [metros], y'(0) = 0. 

La ecuación característica tiene las raíces X, 2 = -a ± J3 = -11.01 ± 4.822, de donde X, = -6.190, X, = 
-15.83. Por (9) y las condiciones iniciales, c, + c, = 0.1500, X,^ + X 2 c, - 0. La solución es 

y(0 =' 0.2463é>“ 6190í - 0.0963^ 15 834 . 

Tiende a cero cuando /->«*. La manera en que lo hace es muy rápida. Después de unos cuantos segundos 
es prácticamente cero; esto es, el cuerpo está en reposo. 

(II) El problema es como antes, con c ~ 179.8 en lugar de 200. Puesto que c 2 = 4mk, se obtiene la raíz 
doble A. = -9.899. Por (10) y las condiciones iniciales, c, = 0.1500, c, + Xc, = 0, c,= 1.485. La solución es 

y(0 = (0.150 + 1.485/)é , “®* 899t . 

Disminuye rápidamente hasta cero. 

(III) El problema es como antes, con c= 100. Las raíces son números complejos conjugados, X, , - 
-a± /cú’ = -5.506 ± 8.227/. Por (12) y las condiciones iniciales, ^ = 0.1500, -aA + (o'P= 0 o B - 0.1004. 
Se obtiene así la solución 

yin = e- 5506í (0.1500 eos 8.227/ + 0.1004 sen 8.227/). 

Estas oscilaciones amortiguadas son aproximadamente 17% más lentas que las oscilaciones armónicas 
del ejemplo 1. I 

En toda esta sección se trataron movimientos libres de sistemas masa-resorte. 
Éstos se encuentran gobernados por ecuaciones diferenciales homogéneas, como se 
ha visto. Los movimientos forzados bajo la influencia de una “fuerza impulsora” 
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llevan a ecuaciones no homogéneas y se estudiarán en la sección 2.11, después de 
haber aprendido cómo se resuelven estas ecuaciones. 

Problemas de la sección 2.5 

Oscilaciones armónicas (movimiento no amortiguado) 

1. Demostrar que la oscilación armónica (6) a partir del desplazamiento inicial y u con velo¬ 
cidad inicial v u es y{t) =y Q eos ay + (v,/to 0 ) sen ay y representarla en la forma (6*). 

2. Para encontrar el módulo A de un resorte S, se toma un cuerpo fl, se determina su peso W , 
se sujeta B en 5 (cuyo extremo superior está fijo), se deja que B llegue a la posición de 
reposo y se mide el estiramiento s ( , de 5. Si W~ 69.77 N [= 15.68 Ib] y s () = 0.441 metros, 
¿cuál es el valor de A y cuántos ciclos por minuto ejecutará B cuando se le deje oscilar? 

3. ¿Cómo cambia la frecuencia de la oscilación armónica si (i) se duplica la masa, (ii) se usa 
un resorte más rígido, (iii) se modifican las condiciones iniciales? 

4. Si un resorte es tal que un peso de 40 N (unas 9 Ib) lo estiraría 4 cm, ¿cuál sería la 
frecuencia de la oscilación armónica correspondiente? ¿El periodo? 

5. Demostrar que la frecuencia de la oscilación armón ica de un cuerpo sujeto a un resorte 
es {Jg¡s 0 )/2n, por lo que el periodo es 2n^s 0 /g , donde s ü es la elongación indicada 
en la figura 32. 

6. Un peso de 20.0 N (unas 4.5 Ib) estira 9.8 cm un resorte, y el peso sujeto al resorte se jala 
hacia abajo 5 cm desde la posición de reposo y se le imprime una velocidad hacia arriba 
de 30.0 cm/s. Encontrar el movimiento resultante y(t ), suponiendo que no hay 
amortiguamiento. 

7. Si un cuerpo está suspendido de un resorte de módulo A, = 3, el cual cuelga a su vez de un 
resorte de módulo k 2 — 7, ¿cuál es el módulo A de esta combinación de resortes? 

' 8. ¿Cuáles son las frecuencias de oscilación de una masa m = 5 kg (i) en un resorte con 

módulo A, = 10 N/m, (ii) en un resorte con A 2 - 20 N/m, (iii) en los dos resortes en 
paralelo? Ver la figura 38. 

9. (Péndulo) Determinar la frecuencia de oscilación del péndulo de longitud L de la figura 39. 
Omitir la resistencia del aire y el peso de la varilla. Suponer que 6 es tan pequeño que sen 

10. Un reloj tiene un péndulo de 1 metro y produce su tictac cada vez que completa una 
oscilación, al volverá su posición original. ¿Cuántos tictacs produce en un minuto? 

11. Suponer que el sistema de la figura 40 se compone de un péndulo como el del problema 9 
y dos resortes con constantes A, y k 2 sujetos al cuerpo que oscila y a dos muros verticales 
tales que 9 = 0 sigue siendo la posición de equilibrio estático y 0(/) conserva un valor 
reducido durante el movimiento. Encontrar el periodo T. 

12. (Resorte plano) La ecuación estudiada my " + k y y = 0 también gobierna las oscilaciones 
(no amortiguadas) de un cuerpo sujeto a un resorte plano (de masa despreciable) cuyo 



Figura 38. Problema 8. 



Figura 39. Péndulo. 


Fjgura 40. Problema 11 . 
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Figura 41. Problema 12 
(resorte plano). 



Figura 42. Problema 13 
(oscilaciones de torsión). 


otro extremo está fijo horizontalmente (figura 41); aquí k 0 es la constante del resorte en la 
ley de Hooke F = - k Q s . ¿Cuál es el movimiento si el cuerpo pesa 4 N (unas 0.9 Ib), el 
sistema alcanza el equilibrio 1 cm abajo de la recta horizontal y se inicia a partir de esta 
posición con una velocidad inicial hacia abajo de 20 cm/s? ¿Cuándo llegará por primera 
vez el cuerpo a su posición más alta? 

13. (Oscilaciones de torsión) Las oscilaciones de torsión no amortiguadas (rotaciones hacia 
atrás y hacia adelante) de un volante sujeto a una varilla o a un alambre delgados elásticos 
(figura 42) están gobernadas por la ecuación 

I 0 d" + K0 = 0, 

donde 0 es el ángulo medido desde el estado de equilibrio, / 0 es el momento de inercia 
polar del volante alrededor de su centro y K es la rigidez de torsión de la varilla. Resolver 
la ecuación para K/I 0 =13.69 s -2 , ángulo inicial 15° (= 0.2618 rad) y velocidad angular 
inicial 10° s~ J (= 0.1745 rad * s -i ). 

14. (Amortiguamiento) Determinar el movimiento ><í) del sistema mecánico descrito por 
(7) correspondiente al desplazamiento inicial 1, la velocidad inicial cero, la masa 1, el 
módulo del resorte 1 y varios valores de la constante de amortiguamiento, por ejemplo, c 
= 0, 1,2, 10. 


Caso I. Movimiento sobreamortiguado 

15. Demostrar que para que (9) satisfaga las condiciones iniciales ><0) = y {) y v(0) = v () debe 
tenerse c, = [( 1 + aJp)y 0 + vJp]/2 y c 1 = [(1 - a/p)y 0 - vJp\/2. 

16. Demostrar que en el caso de sobreamortiguamiento, el cuerpo puede pasar por y = 0 a lo 
sumo una vez (figura 35). 

17. En el problema 16, encontrar las condiciones para c l y c 2 tales que el cuerpo no pase por 

y = 0. 

18. Demostrar que un movimiento sobreamortiguado con desplazamiento inicial cero no pue¬ 
de pasar pory = 0. 


Caso II. Amortiguamiento crítico 

19. Encontrar el movimiento crítico (10) que empieza desde y Q con velocidad inicial v 0 . 

20. ¿Bajo qué condiciones (10) tiene un máximo o un mínimo en algún instante t > 0? 

21. En el problema 20, representar la amplitud máxima o mínima en términos de los valores 
iniciales y 0 y v 0 . 
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Caso III. Movimiento subamortiguado (oscilación amortiguada) 

22. Encontrar y graficar las tres oscilaciones amortiguadas de la forma 

y = e~ l (A eos t + B sen /) = Ce~ l eos (/ - 8) 

empezando desde y = I con velocidad inicial -1,0, I, respectivamente. 

23. Demostrar que la oscilación amortiguada que satisface las condiciones iniciales y(0) -y i} , 
v(0) = v 0 es 

v = e~ at [y Q eos io*t + o»* _1 (ü 0 + ay 0 ) sen w*t], 

24. Demostrar que la frecuencia G)727rdel movimiento subamortiguado disminuye a medida 
que aumenta el amortiguamiento. 

25. Demostrar que para un amortiguamiento pequeño, of = ty {| [ 1 - (c 2 l$mk)\. 

26. ¿Para qué valor de c (en términos de m y k) es of/co u = 99%? ¿95%? Calcular (a) exacta¬ 
mente, (b) por la fórmula del problema 25. 

27. Determinar los valores de t que corresponden a los máximos y mínimos de la oscilación 
y{t) = e ' sen t. Comprobar el resultado graflcando y(t). 

28. Demostrar que los máximos y mínimos de un movimiento subamortiguado ocurren en 
valores equidistantes de f, siendo la distancia entre dos máximos consecutivos 2níoS. 

29. Considerar el movimiento subamortiguado de un cuerpo de masa m = 2 kg. Si el tiempo 
entre dos máximos consecutivos es 3 segundos y la amplitud máxima disminuye a de su 
valor inicial después de 20 ciclos, ¿cuál es la constante de amortiguamiento del sistema? 

30. (Decremento logarítmico) Demostrar que la razón entre dos amplitudes máximas conse¬ 
cutivas de una oscilación amortiguada (12) es constante, siendo el logaritmo natural de 
esta razón A = 2naJof. (A se conoce como el decremento logarítmico de la oscilación.) 
Encontrar A en el caso d ey~e ' cost / y determinar los valores de t correspondientes a los 
máximos y a los mínimos. 


2.6 ECUACIÓN DE EULER-CAUCHY 


Las ecuaciones con coeficientes constantes pueden resolverse sin integración, como 
se ha visto. De manera similar, la llamada ecuación de Euler-Cauchy 9 


( 1 ) 


x 2 y" + axy r + by - 0 


(a, b constantes) 


LEONHARD EULER (1707-1783) fue un matemático suizo de enorme creatividad. Estudió en Basilea 
con JOHANN BERNOULLI y en 1727 fue nombrado profesor de física (y más tarde de matemáticas) 
en San Petersburgo, Rusia En 1741 se transladó a Alemania como miembro de la Academia de Berlín. 
En 1766 regresó a San Petersburgo. Hizo aportaciones en prácticamente todas las ramas de las matemá¬ 
ticas y sus aplicaciones en problemas físicos, incluso después de que quedara completamente ciego en 
1771; se hace mención de su obra fundamental sobre ecuaciones diferenciales y en diferencias, sobre 
series de Fourier y otras series infinitas, funciones especiales, análisis complejo, cálculo de variaciones, 
mecánica e hidrodinámica Es el exponente de un desarrollo muy acelerado del análisis. (Hasta la fecha, 
se han publicado setenta (¡!) volúmenes de sus Obras ^Escogidas.) 

Este desarrollo de las matemáticas fue seguido ppr un periodo caracterizado por un mayor rigor, 
dominado por el gran matemático francés AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857), el padre del 
análisis moderno. Cauchy estudió y enseñó principalmente en París. Es el creador del análisis comple¬ 
jo y ejerció una gran influencia en la teoría de la^ series infinitas y de la ecuaciones diferenciales 
ordinarias y parciales (ver en el índice de este libro algunas de estas aportaciones). También se le 
conoce por sus trabajos sobre elasticidad y óptica. Cauchy publicó cerca de 800 trabajos de investiga¬ 
ción matemática, muchos de ellos de importancia fundamental. 
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también puede resolverse mediante manipulaciones puramente algebraicas. De he¬ 
cho, al sustituir 

(2) y = x m 

y sus derivadas en la ecuación diferencial (1) se encuentra 

x 2 m(m - \)x m ~ 2 + axmx m ~ 1 4- bx m = 0. 

Al omitir jc“, que es diferente de cero si x * 0, se obtiene la ecuación auxiliar 

(3) m 2 + (a - 1 )m + b = 0. 

Caso I. Raíces reales diferentes. Si las raíces m r m 2 de (3) son reales y diferentes, 
entonces 

= x mi and y 2 (x) = x™ 2 

constituyen una base de soluciones de la ecuación diferencial (1) para toda x para la 
que estas funciones están definidas. La solución general correspondiente es 


17li , 1712 

y = Cj x + c 2 x 


(c u c 2 arbitrarias). 


EJEMPL01 Solución general en el caso de raíces reales diferentes 


Resolver la ecuación de Euler-Cauchy 


Solución. La ecuación auxiliar es 


jrV - 2.5xy* - 2.0y = 0. 


m 2 - 3.5 m - 2.0 - 0. 


Las raíces son m = -0.5 y m ~ 4. Por tanto, una base de soluciones reales para toda x positiva es 


y la solución general correspondiente a todas estas x es 


c l ^ 4 

y = ví + 


Caso IL Raíz doble. Si (3) tiene una raíz doble m ~ j (1 - a), se obtienen una primera 
solución 

Í5) v, = x (1 ~ a)/2 


y una segunda solución^ por el método de reducción de orden (como en la sección 
2.2). Por tanto, al sustituir^ = y sus derivadas en (1), se obtiene 

x z (u , y 1 + 2uy[ + uy'[) + ax(uy x + uy[) + buy x = 0. 
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Al reagruprar los términos se obtiene 

(6) u x 2 y x + ux(2xy x + ay x ) + u(x 2 y " + axy x + by x ) = 0. 

La última expresión (■ * *) es cero porque y f es una solución de (1). Por (5) en (6) se 
obtiene 

2 xy x + ay x = (1 - a)jt (1 “ a)/2 + ax iX ~ a)J2 = jd-aVí = 

Esto reduce (6) a (w V + u'x)y ] = 0. Se divide esta expresión entre y x (* 0), se separan 
variables y se integra. Entonces para x > 0 se obtiene 


u 1 1 

— — — , ln |«'| = -ln x, u - - , u = ln x. 

u X X 


Por tanto, y 2 =y x ln x , que no es proporcional a y v Así, en el caso de una raíz doble de 
(3), una base de (1) para toda x positiva es 


y x =x m , y 2 = x m \nx 
a partir de la cual de obtiene la solución general 


m = 1 - a) 


y = (c x + c 2 ln x)x {1 ~ a)/2 


(c i, ci arbitrarias). 


EJEMPLO 2 Solución general en el caso de una raíz doble 


Resolver 


x 2 y" - 3xy* + 4y = 0. 


Solución. La ecuación auxiliar tiene la raíz doble /w = 2. Por tanto, una base de soluciones reales para toda 
x positiva es x 2 , x 2 ln x y la solución general correspondiente es 

y = (cj + c 2 ln x)x 2 . B 

Caso IIL Raíces complejas conjugadas . Si las raíces m, y m 2 de (3) son complejas, 
son conjugadas, esto es m, = p + /v, m 2 = p - rv. Se afirma que en este caso, una base 
de soluciones de (1) para toda x positiva es 

(8) ?! = Jf" eos (v ln *), y 2 = x* sen (v ln x). 

De hecho, estas funciones no son proporcionales y son soluciones de (1), como se 
sigue por derivación y sustitución. La solución general correspondiente es 

(9) y = x* [A eos (v ln x) + B sen (v ln *)]. 


Con esto se demuestran todos los puntos y se establece el caso. 

Otra pregunta es cómo adquirir la idea de que (8) podrían ser soluciones. Para 
responderla, se afirma que la fórmula x k = (e 1 " 1 )* = e* tal se extiende de los valores 
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reales al número complejo k = iv y, en conjunción con la fórmula (7) de la sección 2.3 
(con s = 0) da como resultado 

X iv = e iv lnx = cos l n x ) + i sen (^ ln x), 
x~ iv = = cos ( v ln x ) - i sen (p ln x). 

Ahora se multiplica por x M y se suma y se resta. Se obtienen así 2y 2 iy v respectiva¬ 
mente. A partir de este resultado, dividiendo entre 2 y 2/, se llega a (8). 

EJEMPLO 3 Solución general en el caso de raíces complejas conjugadas 

Resolver 


x 2 y" + Ixy ' + 13y - 0. 

Solución, La ecuación auxiliar (3) es m 1 + 6m + 13 = 0. Las raíces de esta ecuación son /«,, = -3 ± 
^9 - i 3 = 3 ± 2 i. Por (9) la respuesta es 

y = x~\A cos (2 ln jc) + B sen (2 ln jc)]. ® 

Las ecuaciones de Euler-Cauchy se presentan en ciertas aplicaciones y este hecho 
se ilustra mediante un ejemplo simple de electrostática. 

EJEMPLO 4 Campo de potencial eléctrico entre dos esferas concéntricas 

Encontrar el potencial electrostático v = v(r) entre dos esferas concéntricas de radios r, = 4 cm y r z = 8 cm 
mantenidas en los potenciales v, = 110 volts y v 2 = 0, respectivamente. 

Información física, v(r) es una solución de rv” + 2v' = 0, donde kv, = dv/dr. 

Solución, La ecuación auxiliar m 2 + m — 0 tiene las raíces 0 y - L Se obtiene así la solución general v(r) = 
c i + cjr. A partir de las “condiciones en la frontera” (los potenciales de las esferas), 

y(8) — Cj + c 2 /8 = 0, ü(4) = c x + c 2 i 4 = 110. 

Por sustracción, c ; /8 = 110, c 2 = 880, por tanto c, =-110. Respuesta. v{r) - -100 + 880/r volts. I 


Problemas de la sección 2.6 

1. Comprobar directamente por sustitución quey 2 de (7*) es una solución de (1) si (3) tiene 
una raíz doble, pero que ln x y jk *2 ln x no son soluciones de (1) si las raíces m l y m 2 de 
(3) son diferentes. 


Encontrar una solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales. 


2. x 2 / - 6y = 0 
4. x 2 y ,r - 2xy + 2y = 0 
6. x 2 y" + Jty' - y = 0 
8. (x 2 D 2 - 1 ,5xD + l)y = 0 
10. x 2 y r + 3*y' + 5y = 0 
12. (x 2 D 2 - 3 xD + 20)y = 0 


3. xy" + 4y* = 0 
5. (x 2 D 2 + 9 xD + 16)y = 0 
7. (x 2 D 2 + 3 xD + l)y = 0 
9. x 2 y" + 6.2xy' + 6.76y = 0 
11. (x 2 £> 2 + xD + l)y = 0 
13. (4x 2 D 2 + 8 xD - 15)y = 0 
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Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

14. x 2 y" - 4 xy’ + Ay = 0, y(l) = 4, y'(l) = 13 

15. (4 x 2 D 2 + 4 xD - l)y = 0, y(4) = 2, y'(4) = -0.25 

16. (x 2 D 2 - 5 xD + 8 )y = 0, y(l) = 5, y'(l) = 18 

17. (x 2 D 2 - xD + 2)y = 0, >-(l) = - 1, /(1) = -1 

18. 10 x 2 y" + 46jc/ + 32.4y = 0, y(l) = 0, y'(l) = 2 

19. (x 2 D 2 + xD - 0.01)y = 0, y(l) = 1, /(l) = 0.1 

20. (Potencial entre dos esferas) Encontrar el potencial del ejemplo 4 si r x = 2 cm, r 2 = 20 
cm y los potenciales de las esferas son v, = 220 volts y v 2 = 130 volts. 

21. (Ecuaciones con coeficientes constantes) Haciendo x = e l (jc > 0), transformar la ecuación 

de Euler-Cauchy (1) en la ecuación y + (a - 1) y + = 0, cuyos coeficientes son 

constantes. Aquí, los puntos denotan derivadas con respecto a t. 

22. Transformar la ecuación del problema 21 de nuevo en (1). 

23. Demostrar que si se aplica la transformación del problema 21, entonces (2) da lugar a una 
expresión de la forma (2), sección 2.2, y (7) da lugar a una expresión de la forma (7), 
sección 2.2, excepto por la notación. 

Reducir a la forma (1) y resolver: 

24. 2(3z + l) 2 y" + 21(3z + 1)/ + 18y = 0 

25. (z - 2)*/ + 5 (z - 2 )y’ + 3y = 0 


2.7 
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En esta sección se ofrece una teoría general para las ecuaciones lineales homogéneas 
(!) y" + P(x)y f + q(x)y = 0 

con coeficientes p y q variables continuas pero arbitrarias. Esto guardará relación con 
la existencia de una solución general. 

(2) y = Cjyj + c 2 y 2 

de (1) así como con los problemas con valor inicial que consten de (1) y dos condicio¬ 
nes iniciales 

(3) y(V = * 0 > y'(*o> = 


con jc 0 , K 0 y K x dadas. 

(Evidentemente, no era necesaria una teoría de esta índole para ecuaciones con 
coeficientes constantes o de Euler-Cauchy porque todo resultaba explícitamente de 
los cálculos realizados.) 

Fundamental para la presente discusión es el siguiente teorema. 
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN 

Teorema 1 Teorema de existencia y unicidad para problemas con valor inicial 

Si p(x) y q(x) son funciones continuas en algún intervalo abierto I y x 0 está en i, 
entonces el problema con valor inicial (1), (3) tiene una solución única y(x) en el 
intervalo /. 

En la demostración de la existencia se usan los mismos prerrequisitos que los del 
teorema de existencia de la sección 1.11 y no se presentarán aquí; puede encontrarse 
en la referencia [A6] del apéndice 1. Las demostraciones de la unicidad suelen ser 
más sencillas que las de existencia. Pero en el caso presente, incluso la demostración 
de la unicidad es larga y se ofrece como demostración adicional en el apéndice 4. 


Independencia lineal de las soluciones. Wronskiano 

Del teorema se derivarán importantes propiedades de las soluciones generales (2) de 
(1). Como se sabe, éstas se componen de una base y es decir, de un par de solu¬ 
ciones linealmente independientes. Recuérdese de la sección 2.1 que y y y y 2 son 
linealmente independientes en un intervalo / si 

- 0 en / implica k x = 0, k 2 = 0; 

y que^ y y 2 son linealmente dependientes en / si esta ecuación también es válida 
para k r k 2 que no son ambas cero. En este caso, y únicamente en este caso, y j y y 2 son 
proporcionales en /, esto es (ver la sección 2.1), 

(4) (a) ?! = ky 2 o (b) y 2 = ly v 

Para la discusión presente, resultará de utilidad el siguiente criterio de indepen¬ 
dencia y dependencia lineal de las soluciones. Este criterio usa el llamado determi¬ 
nante wronskiano 10 o, abreviando, el wronskiano de dos soluciones y, y y 2 de (1), 
definido por 


(5) 


W(y v y 2 ) 


?i 

t 


3*2 

t 

*2 


= V2 - 3WY 


Teorema 2 (Dependencia e independencia lineal de las soluciones) 

Suponer que (1) tiene coeficientes continuos p(x) y q(x) en un intervalo abierto L 
Entonces dos soluciones y { yy 2 de (1) en I son linealmente dependientes en l si y sólo 
si su wronskiano W es cero en algún x 0 de L Además , si W = 0 para x = x 0 , entonces 
W= 0 en i; por tanto , si existe un x, en I en el que 0, entonces y ] , y 2 son linealmente 

independientes en /. 


10 introducido por I.M. HÓNE (1778-1853), matemático polaco, quien se cambio el nombre a Wrónski. 
Por lo estudiado en cálculo elemental, el estudiante debe estar familiarizado con los determinantes de 
segundo orden; de no ser así, consultar el principio de la sección 7.8, que es independiente de las otras 
secciones del capítulo 7. 
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Demostración . (a) Si y ] y y 2 son linealmente dependientes en /, entonces (4a) o 
(4b) son válidas en / y para (4a) se obtiene 


W(y v y 2 ) - W(ky T y 2 ) - 


ky 2 

ky' 2 


y 2 

/ 

y 2 


= k y 2 y 2 ~ y 2 k y 2 = 


ocurre lo mismo cuando (4b) es válida. 

(b) Recíprocamente, se supone que fV(y r y 2 ) = 0 para algún x = x 0 en / y se 
demuestra entonces quey ]9 y 2 son linealmente dependientes. Se considera el sistema 
de ecuaciones lineales 


(6) ViW») + k 2 y 2 ( x o> = 0 

Mí<V + = 0 

en las incógnitas k r k r Ahora este sistema es homogéneo y su determinante es preci¬ 
samente el wronskiano W\y y (x 0 ), y 2 (jc 0 )], que es cero por hipótesis. Por tanto, el siste¬ 
ma tiene una solución k v k 2 donde k x y k 2 no son ambas cero (ver el teorema 2, sección 
7.9). Usando estos números k v se introduce la función 

ytx) = ^y^x) + k 2 y 2 {x). 

Por el teorema fundamental 1 de la sección 2.1, la función y{x) es una solución de (1) 
en /. Por (6) se ve que satisface las condiciones iniciales y(x 0 ) = 0,.y'(jc 0 ) = 0. Ahora 
otra solución de (1) que satisface las mismas condiciones iniciales es y = 0. Puesto 
que p y q son continuos, el teorema 1 es válido y garantiza la unicidad, es decir, y=y\ 
expresión que desarrollada es 


Mi + k 2 y 2 - 0 

en /. Entonces como k ] y k 2 no son ambas cero, esto implica 1¿ dependencia lineal de 
y^y^ni. 

(c) Se demuestra ahora el último enunciado del teorema. Si W = 0 en un x 0 de /, 
se tiene la dependencia lineal de y v y 2 en / por el inciso (b), por tanto W = 0, por el 
inciso (a) de esta demostración. Por lo tanto, W 0 en un jc, de / no puede ocurrir en 
el caso de la dependencia lineal, de donde W * 0 en x l implica la independencia 
lineal. | 

EJEMPL01 Aplicación del teorema 2 

Demostrar que y, = eos ox>y 2 = sen üdc forman una base de soluciones de y" + üfy = 0, co * 0, en cualquier 
intervalo. 

Solución. Por sustitución se demuestra que son soluciones y la independencia lineal se sigue del teorema 
2, ya que 

l eos tax sen cox I _ 


W(cos cox, sen aor) — 


— co sen ojx 


(O COS íl»A' 


= co (eos 2 cox + sen 2 cox) = co. 
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í¿£ol. 


EJEMPLO 2 Aplicación de! teorema 2 

Demostrar que y = (c, + cf)e* es una solución general dey"-2y' + y = 0 en cualquier intervalo. 

Solución. Por sustitución se demuestra que >>, = e* y y 2 = xe* son soluciones y el teorema 2 implica la 
independencia lineal, ya que 


W(e x , xe x ) 


e A xe* 

e x {x + \)e x 


= (x + \)e 2x — xe 2x = e 2x 0. 


I 


Una solución general de (1) incluye todas las soluciones 

Esto se demuestra en dos pasos, probando primero que las soluciones generales exis¬ 
ten siempre: 

Teorema 3 (Existencia de una solución general) 

Si los coeficientes p(x) y q(x) de{ 1) son continuos en algún intervalo abierto I, enton¬ 
ces (1) tiene una solución general en I. 

Demostración . Por el teorema 1, la ecuación (1) tiene una solución y,(x) en / que 
satisface las condiciones iniciales 


W = *’ yí(* 0 ) = 0 

y una solución y 2 (x) en I que satisface las condiciones iniciales 

y 2 u 0 ) = yj' 2 ( x 0 ) = !• 

i 

A partir de esto se ve que el wronskiano W(y ¡9 y 2 ) tiene el valor 1 enx 0 . Por tanto, 
son linealmente independientes en /, por el teorema 2; forman una base de soluciones de 
(1) y y = c i y l + cy 2 con c,, c 2 arbitrarias es una solución general de (1) en /. I 

Se llega ahora a la meta final de esta sección demostrando que una solución gene¬ 
ral de (1) es tan general como puede serlo, a saber, incluye todas las soluciones de (1): 

Teorema 4 (Solución general) 

Suponer que (1) tiene coeficientes continuos p(x) y q(x) en algún intervalo abierto I. 
Entonces toda solución y = Y(x) de (1) en I es de la forma 

(7) Y(x) = C iyi (x) + C 2 y 2 (x\ 

donde y v y 2 forman una base de soluciones de (1) en Iy C p C 2 son constantes ade¬ 
cuadas . 

Por tanto ( 1) no tiene soluciones singulares (es decir, soluciones que no pueden 
obtenerse a partir de una solución general). 

Demostración . Por el teorema 3, la ecuación considerada tiene una solución general 

(8) y(x ) = c^U) + c 2 y 2 (x) 
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en 1. Es necesario encontrar valores adecuados de c v c 2 tales que/jc) = Y(x) en /. Se 
escoge cualquier x Q fijo en / y se demuestra que es posible encontrar c,, c 2 tales que 

y{x Q ) = Y(x Q ), y f (x 0 ) = Y'(x q ) 

que al desarrollarse se escribe 

(9) + C 2>'2^0> = 1%)’ 

c^ÍXq) + c 2 y 2 (x Q ) = Y'(X 0 ). 

De hecho, este es un sistema de ecuaciones lineales en las incógnitas c r c r Su deter¬ 
minante es el wronskiano dejp, y y 2 en x = x 0 . Puesto que (8) es una solución general, 
y x yy 2 son linealmente independientes en ¡y por el teorema 2 se sigue que su wronskiano 
es diferente de cero. Por tanto, el sistema tiene una solución única c } = C,, c 2 = C 2 que 
puede obtenerse por la regla de Cramer (sección, 7.8). Usando estas constantes por 
(8) se obtiene la solución particular 

y*(x) = C x y x (x) + C 2 y 2 (x). 

Puesto que C,, C 2 son soluciones de (9), a partir de (9) se ve que 

y*u 0 ) = ru 0 ), >'* , (x 0 ) = Y'(x 0 ). 

Por esta expresión y el teorema de unicidad (teorema 1) se concluye que / y Y deben 
ser iguales en /, y se termina así la demostración. | 

Reducción del orden: cómo obtener una segunda solución 

Al intentar encontrar una base de soluciones, con frecuencia puede obtenerse una 
solución por conjetura o por algún método. Los casos típicos se consideraron en la 
sección 2.2 para la ecuación con coeficientes constantes y en la sección anterior para 
la ecuación de Euler-Cauchy, y se muestra que esos sólo eran casos particulares de un 
método general, el método de reducción del orden 11 aplicable a cualquier ecuación 
(1) de la siguiente manera. Sea^ una solución de (1) en algún intervalo /. Se sustitu¬ 
yen^ = uy { y sus derivadas^’ = u’y l + uy^ yy 2 = u ,, y i + 2w/' + uy" en (1) y se 
agrupan términos, obteniéndose 

u”y x + u f (2y¡ + py x ) + u(y[ + py[ + qy x ) = 0. 


Atribuido al gran matemático JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813), quien nació en Turín, de 
ascendencia francesa, obtuvo su primera cátedra cuando tenía 19 años (en la Academia Militar de 
Turín), fue director de la sección de matemáticas de la Academia de Berlín en 1766 y se mudó a París 
en 1787. Su importante obra principal fue en cálculo de variaciones, mecánica celeste, mecánica gene¬ 
ral (Mécanique analytique , París, 1788), ecuaciones diferenciales, teoría de aproximaciones, álgebra y 
teoría de números. 
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Puesto que .y, es una solución de (1), la expresión del último paréntesis es cero. Los 
términos que quedan de la fórmula se dividen entre y, y se escribe w'= U. Entonces u" 
= U'y se tiene 


U' + 




(7 = 0. 


Ahora se separan las variables y se integra, escogiéndose el valor cero para la cons¬ 
tante de integración (dado que no se necesita una constante arbitraria). Se obtiene así 


ln |t/| = -2 ln 



y al tomar exponentes 

( 10 ) 


U = \e 
yi 


-fp dx 


Aquí U = u'. Por tanto, la segunda solución buscada esy 2 - uy t -y, \ U dx. Puesto que 
y ¡y =u = í Udx no puede ser una constante (¿por qué?), se ve que y, yy 2 forman una 
basé. I 

Este método se ha aplicado ya en las secciones 2.2 y 2.6, pero se agrega otro 
ejemplo típico. 


EJEMPLO 3 Reducción del orden 

Por inspección se encuentra que 

(jc 2 - 1)/ - 2xy f + 2y = 0 


tiene a y¡=x como una primera solución. Encontrar otra solución independiente. 

Solución. Se hace y 2 = uy { y se usa (10). ¡Atención! Es crucial que la ecuación se escriba primero en la 
forma estándar. 


2x f 


y > + — 


y = o, 


porque (10) se estableció bajo este supuesto. Entonces en (10), 


jp dx = j *2 X j = * n I* 2 - 1|- 


Por tanto," 


V = x -\ x 2 - l) = 1 - 




V dx - x + jr -1 . 


Respuesta. y 2 = uy i = (x + r')x = x 1 + 1. Comprobarla por sustitución. 


I 
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Problemas de la sección 2.7 

Encontrar el wronskiano de las siguientes bases (que ya se han usado antes), verificando así el 
teorema 2 para cualquier intervalo. (En los problemas 4-6, suponer que x > 0.) 


1. e A **, ^ A 2 

3. e~ ax/2 eos o)x, e ~ aXl2 sen a>x 
5. x* eos (p ln a:), x * sen (v ln a) 


2. e Kx y xe** 

4. A mi , a" 12 , m 1 m 2 
6. A m , x m ln a 


Encontrar una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden para la cual las funcio¬ 
nes dadas son soluciones. Encontrar el wronskiano y usarlo para comprobar el teorema 2. 

7. e x , xe x 8. a, a ln a 9. e x eos a, e x sen a 


7. X€ x 

10 . cosh kx, senh kx 
13. 1, A 3 


11. eos 7ta, sen tta 
14. \,e~ 2x 


12 . Vx, i/Vx 
15. x m . x m 


16. Suponer que (1) tiene coeficientes continuos en /. Demostrar que dos soluciones de (1) 
que son cero en el mismo punto de / no pueden formar una base de soluciones de (1) en /. 

17. Suponer que (1) tiene coeficientes continuos en /. Demostrar que dos soluciones de (1) en 
/ que tienen máximos o mínimos en el mismo punto de / no pueden formar una base de 
soluciones de (1) en /. 

18. Suponer que y,, y 2 constituyen una base de soluciones de una ecuación diferencial que 
satisface los supuestos del teorema 2. Demostrar que z, = a ll y l + a 13 y 2 , z 2 = a 2| y, + a 2 ^ 2 es 
una base de esa ecuación en el intervalo / si y sólo si el determinante de los coeficientes a jk 
es diferente de cero. 

19. Ilustrar el problema 18 cony, = y 2 = e \ z, = cosh a„z 2 = senh a. 

20. (Ecuación de Euler-Cauchy) Demostrar que x*y"-4xy 9 + 6y = 0 (sección 2.6) tiene ay, 
= a 2 , y 2 = x 3 como base de soluciones para toda a. Demostrar que fV(x\ a 3 ) = 0 en a = 0. 
¿Contradice este hecho el teorema 2? 

Reducción de orden. Demostrar que la función y, dada es una solución de la ecuación dada. 

Usando el método de reducción del orden, encontrar y 2 tal queyj,y 2 formen una base. ¡Aten¬ 
ción! Escribir primero la ecuación en la forma estándar. 

21. (x + l) 2 y" - 2(x + 1)/ + 2y = 0. * « x + 1 

22. (x - l)y" - xy' + y = 0, y t = e x 

23. (1 - x) 2 y" - 4(1 - x)y' + 2y = 0. y¡ = (1 - x)” 1 , x # 1 

24. x 2 y" + xy' + (x 2 - \)y = 0, y x = x~ 112 eos x, x > 0 

25. xy" + 2y' + xy = 0, y, = x _1 senx, x ^ 0 


y x = x~ 112 eos a, 


A > 0 


y x - a 1 sen a, 


A / 0 


2.8 ECUACIONES NO HOMOGÉNEAS 

Empezando en esta sección , se hace el cambio de ecuaciones lineales homogéneas 
a las no homogéneas 

U) y" + p{x)y' + q{x)y = r(x) 


( 1 ) 
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donde r(x) # 0. ¿Cómo se resuelve una ecuación de este tipo? Antes de considerar 
algún método, primero se analizará lo que realmente se necesita para proceder de la 
ecuación homogénea correspondiente 

( 2 ) y" + p(x)y' + q(x)y = 0 

a la ecuación no homogénea (1). La clave que relaciona (1) y (2) y ofrece un plan para 
resolver (1) es el siguiente teorema. 

Teorema 1 [Relaciones entre las soluciones de (1) y (2)] 

(a) La diferencia de dos soluciones de (1) en algún intervalo abierto I es una 
solución de (2) en /. 

(b) La suma de una solución de (1) en l y una solución de (2) en l es una 
solución de (1) en L 

Demostración . (a) Denótese el primer miembro de (1) por L[y]. Sean y y y solucio¬ 
nes cualesquiera de (1) en /. Entonces L\y] = r(x\ L[ y ] = /<*) y como se tiene (y - y )' 
= y'- y\ etc., se obtiene la primera afirmación. 


L[y - y] = L[y] - L[y] = r( x) - r( x) = 0. 


(b) De manera similar, para y como antes y cualquier solución y de (2) en /, 
L[y + y*] = L[y] + L[y*] = r(x) + 0 = r(x). 


Esta situación sugiere los siguientes conceptos. 

Definición (solución general, solución particular) 

Una solución general de la ecuación no homogénea (1) en algún intervalo abierto / es 
una solución de la forma 


(3) 


y(x) = y h to + y p (x). 


donde y h (jc) = + cj? 2 (x) es una solución general de la solución homogénea (2) 

en l y y p (x) es cualquier solución de (1) en / que no incluye constantes arbitrarias. 

Una solución particular de (1) en / es una solución obtenida a partir de (3) 
asignando valores específicos a las constantes arbitrarias c ] y c 2 en y h (x). I 


Si los coeficientes de (1) y r(jt) son funciones continuas en /, entonces (1) tiene 
una solución general en / porque y h (x) existe en / por el teorema 3, sección 2.7, y la 
existencia de y ? (x) se demostrará en la sección 2.10. Asimismo, un problema con 
valor inicial para (1) tiene una solución única en /. Esto se sigue del teorema 1, sec- 
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ción 2.7, una vez que se haya establecido la existencia dey p (x). De hecho, si se dan las 
condiciones iniciales 


y(x 0 ) = K 0 , y'ixj = K x 

y se ha determinado unay /; , por ese teorema existe una solución única y de la ecuación 
homogénea (2) en I que satisface 


y(x 0 ) = *0 - y'(*o) = ^1 - y¿C* 0 ), 

y y = y + y? es ]a única solución de (1) en / que satisface las condiciones iniciales 
dadas. 

Además, para justificar la terminología, se demuestra ahora que una solución 
general de (1) incluye a tocias las soluciones de (1); por tanto la situación es la misma 
que para la ecuación homogénea: 


Teorema 2 (Solución general) 

Suponer que los coeficientes y r(x) en ( 1) son continuos en algún intervalo abierto l 
Entonces cualquier solución de (1) en I se obtiene asignando valores adecuados a 
las constantes arbitrarias en una solución general (3)de(\)en I. 

Demostración . Sea y (x) cualquier solución de (1) en /. Sea (3) cualquier solución 
general de (1) en /; esta solución existe debido al supuesto de continuidad. El teorema 
l(a) implica que la diferencia Y(x) = y (x) - y p (x) es una solución de la ecuación 
homogénea (2). Por el teorema 4 de la sección 2.7, esta solución Y(x) se obtiene a 
partir de y h (x) asignando valores adecuados a las constantes arbitrarias c,, c r A partir 
de esto y de y (x) = K(x) +y p (x) se sigue el enunciado. I 

Conclusión práctica 

Para resolver la ecuación no homogénea (1) o un problema con valor inicial para (1), 
es necesario resolver la ecuación homogénea (2) y encontrar cualquier solución parti¬ 
cular^ de (1). Los métodos para hacerlo y aplicaciones serán el tema de las secciones 
restantes del capítulo 2, las cuales incluyen varios ejemplos, de modo que por el 
momento, sin disponer aún de los métodos, simplemente se ilustrarán la técnica bási¬ 
ca y la notación por medio de un ejemplo simple. 


EJEMPL01 Problema con valor inicial para una ecuación no homogénea 

Resolver el problema con valor inicial 

y" ~ 4/ + 3y = 10¿>“ 2x , y(0) = 1 , y'(0) = -3. 

Solución. Primer paso. Solución general déla ecuación homogénea. La ecuación característica X 2 - 4X 
+ 3 = 0 tiene las raíces 1 y 3. Se obtiene así como solución general de la ecuación homogénea 

y h = cje 1 + c-jf 3 *. 
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Segundo paso. Solución particular de la ecuación no homogénea. Puesto que e~ lx tiene derivadas e lr 
multiplicadas por algunas constantes, se prueba 

y p = o- 2 *. 

Entoncesy p ' = -2Ce~ lx ,y” = 4Ce~ z \ Por sustitución se obtiene 

4Ce ~ 2 * - M.-2Ce~ 2x ) + 3 Ce~ 2x = lOc" 21 . 

Por tanto, 4C + 8C + 3C = 10, C = ^, y una solución general de la ecuación no homogénea es 

(4) y = y h + y p = CjC 1 + CjC 3 * + §e -21 . 

Tercer paso. Solución particular que satisface las condiciones iniciales. Al derivar, 

(5) y'{x) = c x e x + 3c 2 e Zx - fe -21 . 

A partir de (4) y (5) y las condiciones iniciales, 

y(0) = c x 4 c 2 + § = 1 
/(O) = c x + 3c 2 - | =, -3. 

Se obtiene así c, = 4/3, c 2 = -1. Respuesta . y = + -y e lr . 1 

Los métodos para encontrar las soluciones se tratan en las secciones siguientes. 


Problemas de la sección 2.8 

En cada caso, comprobar quey^(.x) es una solución de la ecuación diferencial dada y encontrar 
una solución general. 

1. y" ~ y = 3e 2x , y p = e 2x 

2. y" - y' - 2y = -4x, y p = 2x - 1 

3. y" + y = - 3 sen 2 jc, y p = sen 2x 

4. y" - 2y' 4 y = 12 e x ix 3 , y p = be x íx 

5. ( D 2 + 3D - 4)y = 5e x , y p = xe x 

6. ( D 2 4 3D - 4)y = -6.8 sen jc, y p = sen* 4 0.6 eos x 

7. (x 2 D 2 - 2xD 4 2)y = 5 jc 3 eos jc, y p = - 5* eos x 

8. (x 2 D 2 - 4xD 4 6)y = 42/x 4 , y p = 1/jc 4 

9. (4jc 2 D 2 + l)y = (1 - x 2 ) eos 0.5x, y p = eos 0.5^r 

10 . (jt 2 D 2 - 3xD 4 3)y = 3 ln jc - 4, y p = ln x 

Comprobar que y es una solución de la ecuación dada y resolver el problema con valor inicial 
dado. 

11. y" - 6y' + 9y - 2e 3x , y(0) = 0, y'(0) = I; y p = x 2 e Zx 

12. 8y" - 6v' 4 y = 6e x 4 3jc - 16, y(0) = 7, y'(0) = 6.5; 

y p = 2e x 4 2jc 4 2 

13. y" 4 4v - - 12 sen 2 jc, y(0) = 1, y'(0) = 3; y p = 3x eos 2x 

14. (D 2 - 4 D 4 3)y = 10e" 2x , y(0) = y'(0) - 5/3; y p = 2e‘ 2x /3 

15. (D 2 - 2D 4 l)y = e x senx, y(0) = l,y'(0) = 0; y p = -e x sen:t 

16. (D 2 4 4 D 4 4)y = e~ 2x íx 2 , y(l) = 1/e 2 , y'(l) = -2/e 2 ; 

y = - e~ 2x ln * 
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1 7. Demostrar que si y x es una solución de ( I ) con r = /*, y y 2 es una solución de (1) con r = r , 
entonces y =y } +y 2 es una solución de (1) con r = r l +r r 

18. Como ilustración del problema 17, encontrar una solución general de la ecuación diferen¬ 
cial y" + 3y' - 4y ~ 5e* - 6.8 sen x. Sugerencia. Usar los problemas 5 y 6. 

19. Comprobar que = e x es una solución áey" + y = 2e x yy z = x sen x es una solución de y” 
+ y = 2 eos x Usando el problema 17, encontrar una solución general de la ecuación y” + 
y- 2e* + 2 eos x. 

20. Para ilustrar que la elección de jy p en (3) no tiene importancia, demostrar que>> pl - -eos jc 
y y p2 " ? ~ cos x son soluciones particulares d ey”-y = 2 eos jc, encontrar las soluciones 
generales (3) correspondientes y demostrar que una de ellas puede expresarse en términos 
de la otra. 


2.9 SOLUCIÓN POR COEFICIENTES INDETERMINADOS 

Una solución general de una ecuación lineal no homogénea es una suma de la forma 

y = y*i + V 

donde y h es una solución general de la ecuación homogénea correspondiente y y es 
cualquier solución particular de la ecuación no homogénea. Esto se acaba de demos¬ 
trar. Por consiguiente, el objetivo principal es discutir los métodos para encontrar esa 
y p - Hay un método general para esto que siempre funciona y que se considerará en la 
siguiente sección. Hay también un método especial mucho más sencillo de interés 
práctico que se discute aquí. Se llama el método de coeficientes indeterminados y 
se aplica a ecuaciones 


( 1 ) 


y" + ay + by = r(x) 


con coeficientes constantes y segundos miembros r(jc) especiales, a saber, funciones 
exponenciales, polinomios, cosenos, senos o sumas o productos de estas funciones. 
Estas r(*) tienen derivadas de una forma similar a r(x). Este hecho da lugar a la idea 
clave: escoger para^ una forma similar a la de r(x) y que incluya coeficientes desco¬ 
nocidos que se determinarán al sustituir esa elección d ey } en (1). El ejemplo 1 de la 
sección anterior ilustra este procedimiento para una función exponencial; el coefi¬ 
ciente indeterminado era C. Las reglas del método son las siguientes. 


Reglas del método de coeficientes indeterminados 

(A) Regla básica. Si r(x) en (\) es una de las Junciones de la primera columna de la 
tabla 2A,se elige la función correspondiente y p de la segunda columna y se determi¬ 
nan sus coeficientes indeterminados sustituyendo y p y sus derivadas en { 1). 

(B) Regla de modificación. Si un término de la elección de y resulta ser una solu¬ 
ción de la ecuación homogénea correspondiente a( 1), entonces se multiplica la elec¬ 
ción dey p por x (o por x 2 si esta solución corresponde a una raíz doble de la ecuación 
característica de la ecuación homogénea). 
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Término en r(x) 

Elección dey p 

ke 7 * 

kx n (n = 0, 1, • • •) 
k eos <úx 
k sen cox 
ke aX eos (ox 
ke aX sen <*>x 

Cei* 

+ ■■■ +K x x + K 0 
| K eos <ox + M sen otx 

J e aX (K eos <ox + M sen ax) 


Tabla 2.1. Método de los coeficientes indeterminados. 


(C) Regla de la suma. Si r(x) es una suma de las funciones enlistadas en la primera 
columna de la tabla 2.1, entonces se elige para y p la suma de las funciones de los 
renglones correspondientes de la segunda columna. 

La regla básica establece lo que tiene que hacerse en general. La regla de modifi¬ 
cación se ocupa de las dificultades que se presentan en el caso indicado. En conse¬ 
cuencia, siempre será necesario resolver primero la ecuación homogénea. La regla de 
la suma se obtiene si se observa que la suma de dos soluciones de (1) con r = r x y r = 
r v respectivamente, es una solución de (1) con r - r, + r r (¡Comprobarlo!) 

El método se corrige a sí mismo en el sentido de que una elección equivocada de 
y o una con muy pocos términos llevará a una contradicción, la cual por lo general 
indicará la corrección necesaria, y una elección con demasiados términos dará lugar a 
un resultado correcto, con los coeficientes innecesarios asumiendo el valor cero. 

EJEMPLO 1 Aplicación de la regla (A) 

Resolver la ecuación no homogénea 

(2) y" + 4 y = 8jt 2 . 

Solución. La tabla 2.1 sugiere la elección 

y p = K 2 x 2 + K^x + K 0 . Entonces >'" = 2 K 2 . 

Al sustituir se obtiene 

2 K 2 + 4{K 2 x 2 + K t x + K 0 ) = 8* 2 . 

Al igualar los coeficientes de x 2 , x y x° en ambos miembros, se obtiene 4 K 2 = 8,4= 0,2 K, + 4K 0 = 0. Por 
tanto, K 2 = 2, K y = 0, K 0 = -1. Por tanto, y p = 2x 2 - 1, y una solución general de (2) es 

y ~ y h + y p = A eos 2x + B sen 2x + 2jc 2 - 1. 

Nótese que aun cuando r(x) = Sx 2 , probar y p = Kf no funcionaría. El lector deberá intentarlo. ¿Puede ver 
el lector por qué no funciona? I 

EJEMPLO 2 Regla de modificación (B) en el caso de una raíz simple 

Resolver 

Í3) y" - 3/ + 2y = 
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Solución. La ecuación característica X 2 -3X + 2 = 0 tiene las raíces 1 y 2. Por tanto, y h = c t e x + c,e lv . 
Normalmente, la elección seríay p = Ce x . Pero se observa que e x es una solución de la ecuación homogénea 
que corresponde a una raíz simple (a saber, 1). En consecuencia, la regla (B) sugiere 

v p = Cxe x . Se necesita y^ = C{e x + xe x ), y" = C(2e x + 

Al sustituir se obtiene 

C(2 + x)e x - 3C(1 + x)e x + 2Cxe x = e x . 

Los términos en xe x se cancelan y queda — Ce x = e*. Por tanto, C = - I. Una solución general es 

v = c x e x + c 2 e 2x ~ xe x . 

¡Comprobarlo! Probar y p — Ce x para convencerse de que no funciona. | 


EJEMPLO 3 Regla de modificación (B) (raíz doble) y regla de la suma (C) 

Resolver el problema con valor inicial 

/' “ 2 y + y - (D - l) 2 y = c x -f x, y(0) = 1, y'(0) = 0. 

Solución. La ecuación característica tiene la raíz doble X = 1. Por tanto, y h = (c, + cyc)e x . Se determina una 
solución particular^. Por la tabla 2.1, el término x indica una elección para la solución particular 

K x x + K 0 . 

Puesto que I es una raíz doble de la ecuación característica (X - I) 2 , por la regla de modificación el 
término e x requiere la solución particular 



Por tanto C = y, = 1, K {í = 2 y una solución general de (4) es 

y = yh + y p == + C 2 x)e x + \x 2 e x + x + 2. 

Para tomar en consideración las condiciones iniciales se necesita también 

y' = (í*j + c 2 + c 2 x)e x 4- {x + ^x 2 )e x + L 


Por tanto. 


y(0) = cj + 2 = I, 

y'(0) - t-j + c 2 + i = o. 


c i = -I 


c 2 = 0. 


Respuesta, y = ~e x + -y x 2 e x + x + 2. 


EJEMPLO 4 Otra aplicación de la regla de la suma (C) 

Resolver 

(5) y" + 2y ; + 5y = \6e x + sen 2 jc. 

Solución. La ecuación característica X 2 + 2X + 5=0 tiene las raíces complejas -l +2iy~\ - 2i. Por tanto, 
y h = e X (A eos 2 j t + B sen 2x). Por la tabla 2.1 y al derivar 
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y' = Ce x -2K senlx + 2M eos 2 jc, 
y" = Ce x - 4 K eos 2x - 4 M sen 2x. 

Se sustituye esta expresión en (5) y se agrupan términos, encontrándose 

8 Ce x + (-4 K + 4Af + 5/:) eos 2* + (~4Af - 4K + 5M) sen 2* = 16*** + sen 2x. 

Por tanto, 8C = 16, K + 4M = 0, -4* + A/= I, de donde C = 2, K = -4/17, M = 1/1 7. La respuesta es 

y = f" x (A eos 2 jc + B sen 2x) + 2^ - ^ eos 2x + sen 2x ■ ® 


Problemas de la sección 2.9 

Encontrar una solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales. 


1. y" + y = 3 jc 2 
3. y" + 6 y' + 9y = 18 eos 3x 
5. y" - y' - 2y - e x + x 
7. y" -I- 2y + 5y = 5x z + 4x + 2 
9. (D 2 -4D + 3)y = 2 sen x - 4 eos x 
11. (D 2 - 2D + l)y = 2e x 
13. (D 2 + 9 )y = eos 3 jc 
15. (D 2 — 4)y = 2 senh 2x + x 


2. y" - 4y = e 2x 
4. y" + 4y' 4- 4y = 9 cosh x 
6. y" - 2y' + 2y = 2e x eos x 
8. 3y" + 10y' + 3y = x 2 + sen x 
10. (D 2 + 5D + 6)y = 9 jc 4 - jc 
12. (D 2 - 4D + 3)y = 8e _3z + í- 3 * 
14. (D 2 + 5D)y = 1 + jc + e x 
16. (D 2 + D - 6)y = 52 eos 2jc 


Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

17. y" - y' - 2y = 3e 2 *, y(0) = 0,. y'(0) = -2 

18. y" - y = x , y(2) = í* - 2 - 5.389, y'(2) = c 2 - 1 = 6.389 

19. y" + y' - 2y = 14 + 2* - 2jt 2 , y(0) = 0. y'(0) = 0 

20. y" - 4y' +3y = 4e 3 *, y(0) = -1, y'(0) = 3 

21. y" - y' - 2y = 10 sen*, y(|ir) = -3, y'^rr) = -1 

22. y" + 4y' + 4y = 4 eos jc + 3 sen x, y(0) = 1, y'(0) = 0 

23. y" + y' - 2y = -6 sen 2* - 18 eos 2x, y(0) = 2, y'(0) = 2 


Ecuaciones de primer orden. El método de los coeficientes indeterminados también puede 
aplicarse a ciertas ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, y en ocasiones puede 
resultar más sencillo que el método usual (sección 1.7). Utilizando ambos métodos, resolver: 

24 . y'-y = jc 5 25. y’+2y = cos2x 


2.10 SOLUCIÓN POR VARIACIÓN DE PARÁMETROS 

El método de la sección anterior es simple y tiene aplicaciones importantes en la 
ingeniería (como se verá en las secciones siguientes), pero sólo se aplica a ecuaciones 
con coeficientes constantes con segundos miembros r(x) especiales. En esta sección 
se discute el llamado método de variación de parámetros, 12 el cual es completamente 
general; es decir, se aplica a las ecuaciones 

(1) y" + p(x)y f + q(x)y = r(x) 


12 Atribuido a Lagrange (ver la nota de pie de página 123 en la sección 2.7). 
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con p , q, r funciones variables arbitrarias que son continuas en algún intervalo /. El 
método da una solución particular^ de (1) en i en la forma 



donde y r y 2 forman una base de soluciones de la ecuación homogénea 

(3) y" + p(x)y' + q(x)y = 0 
que corresponde a (1) y 

(4) W = y x y á - y[y 2 

es el wronskiano dey,,y 2 (ver la sección 2.7). 

En la práctica, este método es mucho más complicado que el método anterior, 
debido a las integraciones de (2). Primero se analizará un ejemplo en el que no puede 
aplicarse el método anterior (como lo indicará la respuesta). 

EJEMPLO 1 Resolver la ecuación diferencial 

y H + y = sec jc. 

Solución. Una base de soluciones de la ecuación homogénea en cualquier intervalo es 

y j = eos x , y 2 ~ sen jc. 

Esto da lugar al wronskiano 

W(y v y 2 ) = eos x eos jc - (- sen jc) sen x = 1. 

Por tanto, por (2), eligiendo el valor cero para las constantes de integración, se obtiene la solución particular 

y p = - eos x J sen x sec x dx + sen x J eos x sec jc dx 

— eos jc In |cos jc| + jc sen jc 

de la ecuación dada y, a partir de ella, la solución general 

y = yh + y p = t c i + ln l cos *11 eos X + (c 2 + x) sen JC. 

Esta es la respuesta. Si se hubieran incluido dos constantes de integración arbitrarias -c,, c 2 , en (2) se 
habría obtenido la expresión adicional c l eos x + c 2 sen x = c ) y ] + c^ v es decir, una solución general de la 
ecuación dada directamente de (2). Este será siempre el caso. I 

Idea del método. Deducción de (2) 

¿Cuál era la idea de Lagrange? ¿De dónde proviene el nombre del método? ¿Cómo 
puede obtenerse (2)? ¿En dónde se usa el supuesto de continuidad? 

La continuidad de p y q implica que la ecuación homogénea (3) tiene una solu¬ 
ción general 


y h W = ViM + c 2 y 2 ( x ) 
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en /, por el teorema 3 de la sección 2.7. El método de variación de parámetros implica 
reemplazar las constantes c, y c 2 (consideradas aquí como “parámetros” enj^) con las 
funciones w(x) y v(x) que habrán de determinarse de tal modo que la función resultante 

(5) y p (x) = u(x)y 1 (x) + v(x)y 2 (x) 
sea una solución particular de (1) en /. Al derivar (5) se obtiene 

y' P = u ’y\ + u y¡ + »y 2 + ^ 2 * 

Ahora (5) contiene dos funciones u y v, pero el requisito de q\xey p satisfaga (1) impo¬ 
ne una sola condición sobre u y v. Por tanto, parece plausible que pueda imponerse 
una segunda condición arbitraria. De hecho, más adelante se probará que pueden 
determinarse u y v tales quey /; satisfaga (1) y u y v satisfagan como segunda condición 
la relación 

( 6 ) uy 1 + vy 2 = 0 . 

Esto reduce la expresión de y 1 a la forma 

( 7 ) y p = uy[ + vy 9 T 


Al derivar esta función se obtiene 

(8) y l - wyj + uy\ + v'y’ 2 + vy" r 

Al sustituir (5), (7) y (8) en (1) y agrupar los términos que contienen a u y los términos 
que contienen a v, se obtiene de inmediato 

«(y'í + py[ + <y?i) + V(y 2 + py f 2 + qy 2 ) + uy[ + vy 2 = r. 

Puesto que y x y y 2 son soluciones de la ecuación homogénea (2), esta expresión se 
reduce a 


«Vi + v'y ' 2 = r - 

La ecuación (6) es 

uy x + vy 2 = 0. 


Este es un sistema lineal de dos ecuaciones algebraicas para las funciones desconoci¬ 
das u 'y v'. La solución se obtiene por la regla de Cramer (sección 7.8) o de la siguien¬ 
te manera. La primera ecuación se multiplica por -y 2 y la segunda por y 2 y se suman 
para obtener 


u'(y t y 2 - 3’ 2 3’í> = -y 2 r ’ por tanto u'W = ~y 2 r. 
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donde Wes el wronskiano (4) dey,,y 2 . Ahora se multiplica la primera ecuación por y, 
y la segunda por -y,' y se suman para obtener 

“ ^í) = JV» por tanto v’W = y ± r. 

Al dividir entre W* 0 (y r y 2 forman una base, por tanto W* 0 por el teorema 2 de la 
sección 2.7) se obtiene 


(9) 


t 

u 


yjü 

w' 


f 

V 


y±r 

W 


Al integrar, 


u 





Estas integrales existen porque r(x) es continua. Al sustituirlas en (5), se obtiene (2). 
Con esto se termina la deducción de la fórmula (2). ■ 

¡ATENCION! Antes de aplicar (2), es necesario asegurarse de que la ecuación en 
cuestión está escrita en la forma estándar (1), con y” como primer término; dividirla 
entre j[x) si empieza con j{x)y". 


Problemas de la sección 2.10 

Encontrar una solución general de las siguientes ecuaciones. 


1. y" -2y' + y = x m e x 
3. y" - 2y' + y = \2e x !x z 
5. y" + 4y' + 4y = e~ 2x !x 2 
7. y" - 2y' + y = 35x m e x + x 2 
9. y" - 2y' + y = e x sen x 
11. (D 2 -4£> + 4)y = 6x~ 4 e 2x 
13. (D 2 - 2D + l)y = e x lx 3 


2. y" + 4y = 2 sec 2x 
4. y" + y = esc jc 

6. y" - 4y' + 5y = 2e 2x ísenx 

8. y" - 4y' + 4y = (3* 2 + 2)e x 

10. y" + 6y' + 9y = 8 e~^l(x 2 + 1) 

12. ( D 2 + 9)y = sec 3x 
14. (D 2 + 2D + 2)y = e~ x lcos 3 x 


Ecuaciones de Euler-Cauchy no homogéneas. Encontrar una solución general de las siguien¬ 
tes ecuaciones. / Atención! Dividir primero la ecuación entre el coeficiente de y" para obtener 


la forma estándar (1). 

15. Cr 2 £> 2 - 4 jcD + 6)y = 42 /jc 4 
17. (jc 2 £> 2 - 2xD + 2)y = 5 jc 3 eos jc 
19. (xD 2 - D)y = x 2 e x 
21. ;c 2 y" - 2jty' + 2y = 24 /jc 2 
23. jc 2 y" - 4;ty' + 6y = 1 /jc 4 


16. (jc 2 D 2 - 2)y = 9 jc 2 

18. (jcD 2 - D)y = (3 + x)x 2 e x 

20. (jc 2 D 2 - 4 xD + 6)v = -7;c 4 senJc 

22. 4jc 2 y" + 4;cy' - y = 12/jc 

24. ;c 2 y" - 2jcy' + 2y = jc 4 


25. (Comparación de los métodos) Siempre que sea posible aplicar el método de los coefi¬ 
cientes indeterminados (sección 2.9), deberá usarse ya que es más sencillo que el último 
método. Para ilustrar este hecho, resolver por ambos métodos 


y" + 4y' + 3y = 65 eos 2jc. 
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2.11 MODELADO: OSCILACIONES FORZADAS. RESONANCIA 

Los movimientos libres del sistema masa-resorte de la figura 43 son movimientos en 
ausencia de fuerzas externas y están gobernados por la ecuación diferencial homogénea 

(1) my" + cy' + /ry = 0 (Sec. 2.5). 

Aquí, y es el desplazamiento del cuerpo a partir del reposo, m es la masa del cuerpo, 
my " es la fuerza de la inercia, cy' la fuerza de amortiguamiento y ky la fuerza del 
resorte. Los movimientos forzados se obtienen si se hace que una fuerza externa r(t) 
actúe sobre el cuerpo. Para establecer el modelo, tan sólo se agrega la nueva fuerza 
r(/) a dichas fuerzas; se obtiene así la ecuación diferencial no homogénea 

my" + cy' + ky = r(f). j 


r(t) se conoce como la fuerza de entrada o impulsora y a una solución correspon¬ 
diente se le llama salida o respuesta del sistema a la fuerza impulsora. (Ver también 
la sección 1.7.) 

De particular interés son las entradas periódicas y se considerará una fuerza 
senoidal, es decir, 


r{t) = F 0 eos o)t (F 0 > 0, o> > 0). 


Se tiene entonces la ecuación 


my" + cy r + ky = F 0 eos o)t. 


cuya solución familiarizará con hechos aún más interesantes que son fundamentales 
en las matemáticas para ingeniería, en particular la resonancia. 


Resolución de la ecuación 

Una solución general de (2) es la suma de una solución general y h de (1), la cual se 
conoce desde la sección 2.5, y una solución particular^ de (2), la cual puede determi- 


c 



Figura 43. Masa en un resorte. 





MODELADO: OSCILACIONES FORZADAS. RESONANCIA 


137 


narse mejor por el método de los coeficientes indeterminados (sección 2.9). En con- 
secuencia, se empieza con 


(3) 


y p (t) = a eos eot + b sen cúí. 


Al derivar esta función se tiene 


y' p = - (na sen <ot + <ob eos cot, 
y" = — bi 2 a eos bit — oi 2 b sen bit. 


Se sustituyen estas expresiones en (2) y se agrupan los términos con cosenos y senos: 

[(fc - mw 2 )a + aicb] eos bit + [-coca + (k - mco 2 )b] sen bit = F 0 cos*>r. 

Al igualar los coeficientes de los términos con cosenos y senos en ambos miembros se 
tiene 


(4) 


(k - mbi 2 )a + bicb = F 0 
- coca + (k - meo 2 )b = 0. 


Este es un sistema lineal de dos ecuaciones algebraicas en las dos incógnitas ay ó. La 
solución se obtiene de la manera usual por eliminación o por la regla de Cramer (de 
ser necesario, ver la sección 7.8). Se encuentra 

r k- mw 2 L ^ toe 

°(k - meo 2 ) 2 + bi 2 c 2 ’ to (k - meo 2 ) 2 + bi 2 c 2 


siempre y cuando el denominador sea diferente de cero. Si se hace JkJñT = co (> 0) 
como en la sección 2.5, se llega a la expresión 0 


(5) 


m(bt a 2 - a» 2 ) 


a = F, 


0 m 2 (oi 2 - bi 2 ) 2 + bl 2 C 2 ’ 


b = F, 


coc 


0 m 2 (bt 0 2 - (o 2 ) 2 + eo 2 c 


Se obtiene así la solución general de (2) en la forma 

(6) yW = y h ít) + y p (ú, 

dondees una solución general de (1) y y p está dada por (3) con los coeficientes (5). 


Discusión de los tipos de soluciones 

Se discutirá ahora el comportamiento del sistema mecánico, distinguiendo entre los 
dos casos c = 0 (sin amortiguamiento) y c > 0 (con amortiguam : ento). Estos casos 
corresponderán a dos tipos diferentes de salida. 
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Caso 1. Oscilaciones forzadas no amortiguadas 

Si no hay amortiguamiento, entonces c = 0. Se supone primero que ot * to 0 2 (donde 
co g 2 = k/m, como en la sección 2.5). Esto es esencial. Entonces de (3) y (5) (donde b = 
0 ya que c = 0) se obtiene 


F F 

(7) yAt) = ——-5T eos <ot - — - y~. —eos (oí. 

p m(ú ) n 2 - w 2 ) )t[l - (ft*/ío n ) 2 ] 


A partir de esta expresión y de la ecuación (6*) de la sección 2.5, se llega a la solución 
general 



Esta salida representa una superposición de dos oscilaciones armónicas; las fre¬ 
cuencias son la “frecuencia natural” wJ2k [ciclos/segundo] del sistema (es decir, 
la frecuencia del movimiento libre no amortiguado) y la frecuencia coI2k de la 
entrada . 

Por (7) se ve que la amplitud máxima de y p es 


(9) 



donde 


1 

1 - {(úl(ú 0 ) 2 * 


a Q depende de my co Q . Si (ü -» (o Q , entonces pya Q tienden a infinito. Este fenómeno de 
excitación de grandes oscilaciones al hacer coincidir la entrada y las frecuencias natu¬ 
rales (co = g) 0 ) se conoce como resonancia y es de importancia fundamental en el 
estudio de los sistemas vibratorios (ver más adelante). La cantidad se llama e\ factor 
de resonancia (figura 44). Por (9) se ve que plk = a 0 /F 0 es la razón entre las amplitu¬ 
des de la función y y de la entrada. 

En el caso de resonancia, la ecuación (2) queda como 

(10) y" + <o 0 2 y = eos (O 0 t. 



Figura 44. Factor de resonancia p(w). 
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Figura 45. Solución particular en el caso de resonancia. 


Por la regla de modificación de la sección 2.9 se concluye que una solución particular 
de (10) es de la forma 


y p (t ) = t{a eos <o 0 t + b sen ío 0 0- 

Al sustituir esta expresión en (10) se encuentra a = 0,b = fjlm a> 0 y (figura 45) 


( 11 ) 


y p (0 = 


Fq 

2 m<ú 0 


t sení*> 0 r. 


Se ve que y p se hace cada vez más grande. En la práctica, esto significa que los siste¬ 
mas con poco amortiguamiento pueden sufrir vibraciones considerables que pueden 
destruir el sistema; se volverá a este aspecto práctico de la resonancia más adelante en 
esta sección. 

Otro tipo de oscilación interesante y de gran importancia se obtiene cuando co 
está próxima a co Q . Considérese, por ejemplo, la solución particular [ver (8)] 


( 12 ) 


y(t) = 



(eos (út — eos 


<U 0 Í) 


(<0 < Ü 0 ) 


que corresponde a las condiciones iniciales y(0) = 0, >>'(0) = 0. Esta expresión puede 
escribirse como [ver (12) en el apéndice 3] 


y(t) = 


2Fr 


ít>A + CÚ 


m((ü 0 2 - ú) z ) 


sen 


0)(\ — (O 

t sen —x - 1. 


Puesto que w está próxima a G) 0 , la diferencia (o 0 - (o es pequeña, por lo que el 
periodo de la última función senoidal es grande, y se obtiene una oscilación del tipo 
ilustrado en la figura 46. Esto es lo que escuchan los músicos cuando afinan sus 
instrumentos. 
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la diferencia de la entrada y las frecuencias naturales 
es pequeña (pulsaciones). 


Caso 2. Oscilaciones forzadas amortiguadas 

Si hay amortiguamiento, entonces c > 0 y por la sección 2.5 se 
general de (1) es 

y fe (/) = e~ at (A eos (o*t + B sen o)*t) 

y esta solución tiende a cero cuando t tiende a infinito (en la práctica, después de un 
tiempo suficientemente largo); es decir, la solución general (6) de (2) representa aho¬ 
ra la solución transitoria y tiende a la solución de estado estacionario y p . Por tanto, 
después de un tiempo suficientemente largo, la salida que corresponde a una entrada 
senoidal pura será prácticamente una oscilación armónica cuya frecuencia es la de 
la entrada . Esto es lo que ocurre en la práctica, ya que ningún sistemafísico es por 
completo no amortiguado . 

Mientras que en el caso sin amortiguamiento la amplitud de y p tiende a infinito 
cuando a) tiende a ft) 0 , no ocurrirá lo mismo en el caso con amortiguamiento; en este 
caso la amplitud siempre será finita , pero puede tener un máximo para alguna w, 
dependiendo del valor de c. A este hecho puede llamársele resonancia práctica. Es 
de gran importancia porque indica que cierta entrada puede excitar oscilaciones con 
una amplitud tan grande que el sistema puede destruirse. Tales casos ocurrían en la 
práctica, en particular hace mucho tiempo cuando se sabía menos de la resonancia. 
Máquinas, automóviles, barcos, aviones y puentes son sistemas mecánicos vibratorios 
y en ocasiones resulta muy difícil encontrar construcciones que estén libres por com¬ 
pleto de efectos de resonancia no deseados. 


sabe que la solución 



Amplitud de y p 

Para estudiar la amplitud de y p como una función de co, se escribe (3) en la forma 
(13) y p W = C* eos (<ot - y]) 
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donde, de conformidad con (5), 


(14) 


C*M = Va 2 + b 2 = 


tan t ) = - = 


Vw 2 (w 0 2 - co 2 ) 2 + co 2 c 2 ’ 


CüC 


a m(o) Q 2 - a> 2 ) ’ 

Se determinará ahora el máximo de C'(co). Al hacer dC’/dco = 0 se encuentra 

[-2m 2 (o> 0 2 - o) 2 ) + c 2 ]w = 0. 

La expresión entre corchetes es cero cuando 


(15) 


c 2 = 2m 2 (w 0 2 - o> 2 ). 


Para un amortiguamiento suficientemente grande (c 2 > 2m 2 <o 0 2 = 2/w¿) la ecuación (15) 
no tiene solución real, y C ' se decrementa de manera monótona conforme tose incrementa 
(figura 47). Si c 2 < 2 mk, la ecuación (15) tiene una solución real co = a) mix , que se 
incrementa conforme c se decrementa y tiende a (o 0 cuando c tiende a cero. Laamplitud 
C (tu) tiene un máximo en co = tu^ y al introducir co — © ra¿)¡ en (14) se encuentra 


(16) 


c *(<w = 


c V4m 2 tü 0 2 — c 2 


Se ve que C'(co m J es finita cuando c > 0. Puesto que dC\co m J/dc < 0 cuando c 2 < 2 mk, 
el valor de C (to^) se incrementa cuando c (< J2mk ) se decrementa y tiende a infinito 
cuando c tiende a cero, lo que concuerda con el resultado estudiado en el caso 1. La 
figura 47 muestra la amplificación CVF 0 (razón de las amplitudes de la salida y la 
entrada) como una función de tu para m = 1, k = 1 y varios valores de la constante de 
amortiguamiento c. 



Figura 47. Amplificación C"/F 0 como una función de co para m = 1, k = 1 
y varios valores de la constante de amortiguamiento c. 
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Figura 48. Atraso en fase rj como una función de co para m = 1, k = 1 
y varios valores de la constante de amortiguamiento c. 

El ángulo r¡ de (14) se llama el ángulo de fase o atraso en fase (figura 48) 
debido a que mide el atraso de la salida con respecto a la entrada. Si co < co 0 , entonces 
r¡ < te/ 2; si co = o> 0 , entonces = n/2, y si co > gí 0 , entonces tj > tt/2. 

Problemas de la sección 2.11 

Encontrar las oscilaciones de estado estacionario de los sistemas vibratorios gobernados por 
las siguientes ecuaciones. 

1. (D 2 + 4)y = 15 sen / 2. y" + y = eos 2t 

3. y" + 3/ + 2y = 40 sen / 4. 2y" + 2/ + 3y = eos 3/ - 5 sen / 

5. y" + 5/ +6 y = 6.29 sen \t 6. (Z> 2 + D + l)y = eos t + 13 eos 2 1 

7. (D 2 + 2 D + 4)y = sen 0.2 1 

8. (3 D 2 + D + 2)y = 2 eos f - 52 sen 2t 


Encontrar los movimientos transitorios de los sistemas vibratorios gobernados por las siguien 
tes ecuaciones. 

9. y" + 25y - 48 sen / 10. y" + 2y' + 5y = -sen t 

11. y" + 2y' + 2y = eos / 12. y" + 2y' + y = 50 sen 3f 

13. (D 2 + \D + 2)y = 5 eos t 14. (D 2 + 4D + 5)y = 37.7 sen 4 1 

15. (O 2 + l)y = eos wt, (o 2 # 1 

16. (D 2 + 4D + 20)y = sen t + ^ eos / 


En cada caso, la ecuación diferencial dada es el modelo matemático de un sistema vibratorio. 
Encontrar el movimiento del sistema correspondiente al desplazamiento inicial y la velocidad 
inicial dados. 

17. y" + 9y = 8 sen r, y(0) = 1, y'(0) = 1 

18. y" + 4y' + 20y = 23 sen t - 15 eos /, y(0) = 0, y(0) = - 1 

19. (D 2 + w 0 2 )y = eos iút, y(0) = y 0 , y(0) = i? 0 , oj 2 (o 2 

20. (D 2 4- 4)y = sen / + $ sen 3/ + ¿ sen 5/, y(0) = 1, y(0) - ^ 

21. (D 2 + D + 0.25)y = 2 eos t - § sen t - 2 eos 2 1 + 3.75 sen 2t , 
y(0) = 0, y'(0) = 1.5 






MODELADO DE CIRCUITOS ELÉCTRICOS 


143 


22. (Tubo cañón) Resolver 

f 1 - t 2 Í7T 2 Si 0 ^ 7T 

y + y = i A y( o) = y'(0) = o. 

I 0 if t > 7T 

Esta expresión puede interpretarse como un sistema no amortiguado en el que una fuerza 
F actúa durante cierto intervalo de tiempo (ver la figura 49), por ejemplo la fuerza que 
actúa sobre el tubo cañón cuando se dispara una obús, con el tubo frenado por fuertes 
resortes (y después por un amortiguador hidráulico que se ha omitido por sencillez). Su¬ 
gerencia. En / = n tanto y como y' deben ser continuas. 


- É 2 /7T 2 

F= 0 

Figura 49. Problema 22. 



23. En la ecuación (12), sea que (o tiende a (a 0 . Demostrar que esto lleva a una solución de la 
forma (11). 

24. ¿Para qué condiciones iniciales y(0) ~y Q ,y\0) = v Q la solución del problema 15 representa 
una oscilación cuya frecuencia es igual a la de la entrada? 

25. Resolver el problema con valor inicial >>'' +y = eos cor, cd * 1,^0) = 0,y'(0) = 0. Graficar 
la amplitud máxima como una función de cu. Demostrar que la solución puede escribirse 

y(0 = J 2 ^2 sen ^ 0 + 0 >)t j sen ^ (1 - a>)t 
Trazar gráficas de y(t ) con íu = 0.5, 0.9, 1.1,2. 


2.12 MODELADO DE CIRCUITOS ELÉCTRICOS 

La sección anterior se dedicó al estudio de un sistema mecánico que presenta un gran 
interés práctico. Se tratará ahora un sistema eléctrico de importancia similar, el cual 
puede considerarse como una de las piezas fundamentales de las redes eléctricas. Esta 
consideración también proporcionará un ejemplo notable del importante hecho de 
que sistemas físicos por completo diferentes pueden corresponder al mismo modelo 
matemático —en el caso presente, a la misma ecuación diferencial— por lo que pue¬ 
den abordarse y resolverse por los mismos métodos. Se trata de una impresionante 
demostración de la capacidad unificadora de las matemáticas. 

De hecho, se obtendrá una correspondencia entre sistemas mecánicos y eléctri -. 
eos que no es sólo cualitativa sino estrictamente cuantitativa en el sentido de que 
para un sistema mecánico dado puede construirse un circuito eléctrico cuya corriente 
dará los valores exactos del desplazamiento en el sistema mecánico cuando se intro¬ 
ducen los factores de escala adecuados. 

La importancia práctica de esta analogía entre sistemas mecánicos y eléctricos 
es casi obvia. La analogía puede usarse para construir un “modelo eléctrico” de un 
sistema mecánico dado; en muchos casos esta será una simplificación esencial, debi¬ 
do a que los circuitos eléctricos son más fáciles de ensamblar y las corrientes y los 
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C 



E(t) = Eq sen a >t 
Figura 50. Circuito RLC. 


voltajes son más fáciles de medir, en tanto que la construcción de un modelo mecáni¬ 
co puede resultar complicada y costosa, y la medición de los desplazamientos tomará 
bastante tiempo y será relativamente imprecisa. 


Planteamiento del modelo 

Se considera el circuito RLC de la figura 50, en el cual un resistor de Ohm de resisten¬ 
cia R [ohms], un inductor de inductancia L [henrys] y un capacitor de capacitancia C 
[faradios] están conectados en serie a una fuente de fuerza electromotriz £(/) [volts], 
donde t es el tiempo. La ecuación para la corriente /(/) [amperes] en el circuito RLC se 
obtiene considerando las tres caídas de voltaje 


El 

e r 


LI' 

en el 

RI 

en el 

f ¡(I) di 

en el 

C J 



inductor, 

resistor {ley de Ohm) y 
capacitor 


Su suma es igual a la fuerza electromotriz £(/). Esta es la ley del voltaje de Kirchoff 
(sección 1.8), el análogo de la segunda ley de Newton (sección 2.5) para sistemas 
mecánicos. Para una £(/) = £ 0 sen ox (£ 0 constante) senoidal de esta ley se obtiene 

(1') Li' + RI + ^ Jl dt = E(t) = E 0 sen <ot. 


Este proceso de modelado es igual al de la sección 1.8. De hecho, si se agrega £ L = LF 
a la ecuación (7) de la sección 1.8 para el circuito £C, se obtiene la ecuación (10 para 
el circuito RLC. 

Para eliminar la integral de (O, se deriva con respecto a /, obteniéndose 


(1) 



Esta expresión es de la misma forma que (2), sección 2.11. Por tanto, este circuito 
RLC es el análogo eléctrico del sistema mecánico de la sección 2.11. La analogía 
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correspondiente de las cantidades eléctricas y las mecánicas se muestra en la ta¬ 
bla 2.2. 


Sistema eléctrico 

Sistema mecánico 

Inductancia L 

Masa m 

Resistencia R 

Constante de amortiguamiento c 

Recíproco 1/Cde la capacitancia 

Módulo del resorte k 

Derivada E 0 co eos Q)t ) 

de la fuerza electromotriz / 

Fuerza impulsora F 0 eos íüt 

Corriente /(/) 

Desplazamiento y(t) 


Tabla 2.2. Analogía de las cantidades eléctricas y las mecánicas en (1), 
de esta sección, y (2), de la sección 2.11. 


Comentario. Recuérdese de la sección 1.8 que / = Q'\ se tiene entonces /' = Q" y 
Q = ¡l dt en (I ’). Por tanto, de (T) se obtiene como ecuación diferencial de la carga Q 
en el capacitor 

(1") LQ" + RQ' + ^.Q = £ 0 senwí - 

En la mayoría de los problemas prácticos, la corriente f(t) es más importante que Q(t) 
y por esta razón la atención se centrará más en (1) que en (1"). 


Resolución de la ecuación (1), discusión de la solución 

Para obtener una solución particular de (1) puede procederse como en la sección 2.11. 
Al sustituir 

(2) ¡ (t) = a eos o)t + b sen <ot 


en (1) se obtiene 


(3) 


_ -gpS 
~ R 2 + S 2 ’ 


E a R 

R 2 + S 2 


donde S es la llamada reactancia, dada por la expresión 

1 

(4) S = wL -- 


En cualquier caso práctico, R* 0, por lo que el denominador de (3) es diferente de 
cero. El resultado es que (2), con ay b dadas por (3), es una solución particular de (1). 
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Usando (3), puede escribirse I p en la forma 


(5) / p (0 = / 0 sen ( wt - 0) 

donde [ver (14) en el apéndice 3] 

S 

R ‘ 


/ = Va 2 +■ b 2 = 


Vr 2 + s 2 ’ 


tan 6 = 


a 


La cantidad 4 R 2 +S 2 se llama la impedancia. Esta fórmula indica que la impedancia 
es igual al cociente £ 0 // 0 , que es un tanto análogo a EII= R (ley de Ohm). 

Una solución general de la ecuación homogénea correspondiente a (1) es 


h = 


A t 

c 1 e 1 + 


c 2 e 


V 


donde X l y X 2 son las raíces de la ecuación característica 


A* + fA + ¿ = 0, 


que pueden escribirse en la forma X¡ = -a + p y X 2 = -a - ¡5, donde 



Como en la sección 2.11, se concluye que si R > 0 (lo cual se cumple, desde 
luego, en cualquier caso práctico), la solución general ¡ k (t) de la ecuación homogénea 
tiende a cero cuando t tiende a infinito (prácticamente: después de un tiempo suficien¬ 
temente largo). Por tanto, la corriente transitoria / = ¡ h + ¡ p tiende a la corriente de 
estado estacionario I p , y después de algún tiempo la salida será prácticamente una 
oscilación armónica , la cual está dada por (5) y cuya frecuencia es la de la entrada . 


EJEMPLO 1 Circuito RLC 

Encontrar la corriente I(t) en un circuito RLC con R- 100 ohms, L ~ 0.1 henrys, C ~ 10 ■ faradios, que 
está conectado a una fuente de voltaje E{t) = 155 sen 377 1 (de donde 60 Hz = 60 ciclos/segundo), supo¬ 
niendo una carga y una corriente cero cuando / = 0. 

Solución. Primer paso. Solución general La ecuación (1) es 

0.1/" + 100/' + 1000/ = 155 • 377 eos 377/. 

Se calcula la reactancia S= 37.7 - 1/0.377 = 35.0 y la corriente de estado estacionario 

I p (t) — a eos 377/ + b sen 377/ 


_ - 155 - 35.0 
100 2 + 35 2 


0.484, 


155 • 100 
100 2 + 35 2 


1.380. 


donde 
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Entonces se resuelve la ecuación característica 

0.1A 2 + 100A + 1000 - 0. 

Las raíces son A, = -10 y X 2 = -990. Por tanto, la solución general es 

(6) /(/) = cjir 101 + c^- 890 * - 0.484 eos 377/ + 1.380 sen 377/. 

Segundo paso. Solución particular. Se determinan c, y c 2 a partir de las condiciones iniciales 0(0) = 0 e 
/(0) = 0. De la segunda condición se obtiene 

(7) /(0) = c x + c 2 - 0.484 = 0. 

¿Cómo debe usarse 0(0) = 0? Al despejar algebraicamente V en (1'), se tiene 

w r = i [«o - m) - ¿ cw] 

ya que \l dt = 0. Aquí £(0) = 0, /(0) = 0 y 0(0) = 0, de donde /'(O) = 0. Por tanto, al derivar (6) se obtiene 

(9) /'(0) = - lOcj - 990 c 2 + 1.380 • 377 = 0. 

La solución de (7) y (9) es c l = -0.042, c 2 = 0.526. Así, por (6) se llega a la respuesta 

/(/) = -0.042é ,-10t + 0.526c -990t - 0.484 eos 377/ 4- 1.380 sen 377/. 

Los dos primeros términos desaparecerán con rapidez y después de un tiempo muy corto la corriente 
ejecutará prácticamente oscilaciones armónicas de frecuencia 60 Hz - 60 ciclos/segundo, que es la fre¬ 
cuencia del voltaje aplicado. 

Obsérvese que por (5) puede escribirse la corriente de estado estacionario en la forma 

7 p (/) - 1.463 sen (377/ - 0.34). I 

Problemas de la sección 2.12 

Circuitos RLC 

1. Deducir (3) de dos maneras, a saber, (a) directamente sustituyendo (2) en (1), (b) a partir 
de la fórmula (5) de la sección 2.11, usando la tabla 2.2 y tomando E () (o en lugar de F. 

2. En el texto se afirmó que si R > 0, entonces la corriente transitoria tiende a I (/) cuando / 
■*-> °°. ¿Cómo puede demostrarse esta afirmación? 

3. (Tipos de amortiguamiento) ¿Cuáles son las condiciones para que un circuito RLCc sté 
sobreamortiguado (caso I), críticamente amortiguado (Caso II) y subamortiguado (caso 
III)? En particular, ¿cuál es la resistencia crítica /? crit (el análogo de la constante de 
amortiguamiento crítico 2 Jmk )? 

4. (Sintonización) Al sintonizar un radio en una estación se hace girar la perilla del radio 
que cambia C (o quizás L) en un circuito RLC (figura 51) para que la amplitud de la 
corriente de estado estacionario sea máxima. ¿Para qué valor de C será este el caso? 


C 



E(t) 

Figura 51. Circuito RLC. 
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Encontrar la corriente de estado estacionario en el circuito RLC de la figura 51, donde 

5. R - 4 ohms, L ~ 1 henry, C = 2 * 10"* faradios, E = 220 volts 

6. R = 10 ohms, L = 5 henrys, C = 10 -2 faradios, E = 87 ^ sen 3/ volts 

7. R = 20 ohms, L - 10 henrys, C = 10 3 faradios, £=100 eos / volts 

Encontrar la corriente transitoria en el circuito RLC de la figura 51, donde 

8. R- 20 ohms, L = 5 henrys, C=\0~ 2 faradios, E = 85 sen 4/ volts 

9. R = 200 ohms, I = 100 henrys, C = 0.005 faradios, E = 500 sen 4/ volts 

10 . /? = 16 ohms, L = 8 henrys, C = j faradio, £=100 eos 2/ volts 

Usando (8), encontrar la corriente en el circuito RLC de la figura 51, suponiendo una corriente 
y una carga iniciales cero, y 

11. R = 80 ohms, L - 20 henrys, C = 0.01 faradios, £ = 100 volts 

12. R = 160 ohms, L = 20 henrys, C = 0.002 faradios, £ = 481 sen 10/ volts 

13. R = 6 ohms, L = 1 henry, C = 0.04 faradios, £ = 24 eos 5/ volts 

Circuitos LC 

(En la práctica, éstos son circuitos RLC con R despreciablemente pequeña) 

14. Encontrar la frecuencia natural (= frecuencia de oscilaciones libres) de un circuito LC (a) 
directamente, (b) por la sección 2.5 por medio de la tabla 2.2. 

Encontrar la corriente /(/) en el circuito LC de la figura 52, donde 

15. L- 0.4 henrys, C = 0.1 faradios, £ = 110 sen (Ot volts, (& * 25 

16. L = 0.2 henrys, C = 0.05 faradios, £ = 100 volts 

17. L = 2.5 henrys, C = 10 3 faradios, £ = 10/ 2 volts 



E(t) 

Figura 52. Circuito LC. 

Encontrar la corriente /(/) en el circuito LC de la figura 52, suponiendo una corriente y una 
carga iniciales cero, y 

18. L- 10 henrys, C = 0.004 faradios, £ = 250 volts 

19. L = 1 henry, C = 0.25 faradios, £ = 30 sen t volts 

20. L = 10 henrys, C= faradio, £ = 10 eos 2/ volts 

21. L = 10 henrys, C = 0.1 faradios, £ = 10/ volts 

22. Demostrar que si £(/) en la figura 52 tiene un salto de magnitud J en / = a, entonces /'(/) 
tiene un salto de magnitud JIL en t = a, en tanto que /(/) es continua en t = a. 
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Usando el resultado del problema 22, encontrar la corriente I(t) en el circuito LC de la figura 
52, suponiendo que L = 1 henry, C = 1 faradio, corriente y carga iniciales cero y 

23. E = 1 cuando0<í<ly£ = 0cuando t> 1 

24. E = t cuando 0< t <ay E — a cuando t> a 

25. E= 1 -e ' cuando 0 </< 7ry E- 0 cuando t> n 


2.13 MÉTODO COMPLEJO PARA OBTENER SOLUCIONES 
PARTICULARES. OPCIONAL 

A los ingenieros les gusta resolver ecuaciones como 

(1) Lí f + RI f + — / = E 0 a> eos iút (Sec. 2.12) 

por un elegante método complejo, usando el hecho de que eos <üt es la parte real de 
(ver la sección 2.3), encontrando una solución particular l p de la ecuación comple¬ 
ja resultante 


( 2 ) 


i Lf + Rí + i / = 

I ^ 


(/ = Vm) 


y finalmente tomando la parte real / de / como una solución particular de la ecuación 
real (1) dada. Para encontrar / , se sustituye (usando ? = -1) 


/ p = Ke i<ot , í p = mKe iu , /" = -a> 2 Ke iwt 


en (2). Se obtiene así 


(- 


O) 


h) 


2 L + iü)R + - ) Ke itút = 


Después de dividir ambos miembros entre (üé m , de resolver la ecuación para A" y de 
usar la reactancia S = coL - \/(úC [(4), sección 2.12], se obtiene 


(3) 


K = 




+ iR 


Eg _ -Eg(S + iR) 
-S + iR S 2 + R 2 ’ 


donde la última igualdad se sigue al multiplicar el numerador y el denominador por 
-S - iR. Por tanto, la solución particular compleja de (2) es 

~Eg 

/ p = Ke líút = + (S + í7?)(cos <Dt + i sen wt). 
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La parte real (de nuevo se usa i 2 - —1). 

-E 0 

(4) I p = + ^2 (S eos (ot — R sen o>t ). 

Este resultado concuerda con (2), (3) de la sección 2.12. 

EJEMPLO 1 Método complejo 

Resolver por el método complejo: 

/" + /' + 3/ = 5 eos /. 

Solución. La ecuación diferencial compleja correspondiente es 

/" + /' + 3/ = 5e ü . 


Se sustituye 


/ p = Ke ü , /; = iKe*, i” = -Ke* 
en la ecuación compleja* Se obtiene así 

(-1 + i + l)Ke ü = 5e it . 


Al despejar K se obtiene 

5 = 5(2 - /) = 10 - Si 

2 + i (2 + 0(2 - 0 5 


A partir de esta expresión se llega a la solución compleja 

I p - (2 - i)e lt = (2 - 0(cos t -l- i sen t). 

La parte real es 


¡ p ~ 2 eos t + sen t. 

El estudiante deberá comprobar que ésta es en efecto una solución de la ecuación dada. 


I 


La fórmula (3) sugiere la introducción de la llamada impedancia compleja 


(5) 



Entonces (3) puede escribirse en la forma 

(3*) K = % 

iZ 

Se observa que la parte real de Z es R y la parte imaginaria es la reactancia S y el valor 
absoluto es la impedancia 


|z| = Vr 2 + s 2 


(Sec.2.12). 
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Figura 53. Impedancia compleja Z. 



r -5 

P \7\ 


sen (<út 


R 2 + 5 


sen (<ot - 0), 


y esta solución de la ecuación (1) dada concuerda con (5) de la sección 2.12, justifi¬ 
cando plenamente el presente método complejo. I 


Problemas de la sección 2.13 

Usando el método complejo, determinar la corriente de estado estacionario I (/) en el circuito 
RLC gobernado por (1), donde 

1. L = 30, R = 50, C = 0.025, E 0 - 200, w = 4 

2. L = 4, R = 20, C = 0.5, E Q - 10, = 10 

3. L = 2, R = 4, C = |, E 0 = 10, a> = 5 

4. R = 50, L = 25, C = 0.01, E 0 - 500, <*> = 3 

5. R = 20, L = 10, C - 0.05, E 0 = 5, o> = 2 

6. Encontrar la impedancia compleja Z y la reactancia en el problema 1. 

7. Comprobar ¡ p del ejemplo 1 de la sección 2.12 por el método complejo. 

Usando el método complejo, encontrar la salida de estado estacionario de las siguientes 
ecuaciones. 

8. y" + 5/ + - 25 eos lOí 9. y" + y f + 4y = 8 sen 2t 

10. y" + 0.5y' + 2y = 5 eos t 11. y" + 2y' + 2y = eos t 

12. y" - y - 2y = sen t 13. y" + 4y' + 3y = 65 eos 2 1 

14. y" + 3y ; + 2y = 20 sen t 15. y" + 2y' + y = 50 sen 3/ 
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Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 2 

1. ¿Qué es el principio de superposición? ¿Es válido para ecuaciones no lineales? ¿Para 
ecuaciones lineales no homogéneas? ¿Para ecuaciones lineales homogéneas? 

2. ¿Cuántas constantes arbitrarias incluye una solución general de una ecuación lineal no 
homogénea de segundo orden? ¿Cuántas condiciones adicionales se necesitan para deter¬ 
minarlas? 

3. ¿Cómo se determinaría prácticamente si dos soluciones de una ecuación diferencial son 
linealmente independientes? ¿Por qué es esto importante y pertinente en este capítulo? 

4. ¿Tiene sentido hablar de la dependencia lineal de dos funciones un solo punto? Explicar 
la respuesta. 

5. Si se conocen dos soluciones de una ecuación diferencial lineal no homogénea en el 
mismo intervalo, ¿puede encontrarse a partir de ellas una solución particular de la ecuación 
homogénea correspondiente? ¿Una solución general de esta última? 

6. ¿Cuál es la diferencia entre un problema con valor inicial y un problema con valores en la 
frontera? ¿Por qué no se hizo esta diferencia en el caso de una ecuación de primer orden? 

7. ¿Qué es una solución particular? ¿Por qué las soluciones particulares son generalmente más 
comunes como respuestas finales de problemas prácticos que las soluciones generales? 

8. ¿Por qué siempre se determina primero una solución general, aun cuando sólo se necesite 
una solución particular? 

9. ¿Puede tener una ecuación diferencial lineal no homogénea la solución trivial 0? ¿Una 
ecuación diferencial lineal homogénea? 

10. ¿Qué puede decir el lector acerca de la existencia y la unicidad de las soluciones? 

11. ¿Qué es el wronskiano y qué papel desempeña en los temas tratados? 

12. Se consideraron dos grandes clases de ecuaciones diferenciales que pueden resolverse 
básicamente por manipulaciones “algebraicas”. ¿Cuales eran? 

13. Al establecer un modelo, por lo general se prefieren las ecuaciones diferenciales lineales 
sobre las no lineales siempre que pueda esperarse obtener un cuadro fiel de la realidad a 
partir de una ecuación lineal. ¿Cuál es la razón de esto? 

14. Para las ecuaciones de segundo orden con coeficientes constantes se distinguieron tres 
casos. ¿Cuáles son? ¿Cuál es su importancia en relación con los sistemas masa-resorte? 
¿En los circuitos RLC2 

15. ¿Que se entiende por “resonancia”? ¿Dónde y bajo qué circunstancias ocurre? 

Encontrar una solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales. 

16. y" -2y' + y = e x sen x 17. y" + y r - 2y = 3e x 

18 . x 2 y" + xy’ - y = 4 19 . X 2 /' - 0.4xy' + 0.49y = 0 

20 . x 2 y" - xy' + 2y = 0 21 . y" - 4y' + 4y = e^lx 

22 . y" + y' + y = eos x + 13 eos 2x 23 . y" + 2y' + y = e~ x eos x 

24 . y 1 ' + 9y = sec 3 jc + 18x - 36 25 . x 2 y" - 4xy' + 6y = x 4 sen x 

26 . (D 2 - D - 2)y = 4 sen X 27 . ( D 2 + 4D + 3)y = 2 eos x + sen x 

28 . (x 2 D 2 - 5xD + ^ )y = 0 29 . (D 2 + 4 D + 4)y = e~ 2x lx 2 

30 . (x 2 D 2 + xD - l)y = x 3 e x 

Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

31 . y" - 2y' + y = 2x 2 - 8x + 4, y(0) = 0.3, y'(0) = 0.3 

32 . ( D 2 + 2 D + 10)y = 10x 2 + 4x .+ 2, y(0) = 1, y'(0) = -1 

33 . 4x 2 y" + 12xy' + 3y = 0, y(4) = y'(4) = 








CUESTIONARIO Y PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPÍTULO 2 


153 


34. (D 2 + 4)y = Se' 2x + 4x 2 + 2, y(0) = 2, /(O) = 2 

35. (x 2 D 2 + xD - l)y = 16 a: 3 , y(l) = -1, /U) = H 

36. y" - 0.2y' + lOO.Oly - 0, y(0) = U /(0) = -9.9 

37. y" + 2ay' + (a 2 + n 2 )y = 0, y(0) = 3, y'(0) = -3a 

38. ( D 2 + 2 D + 5)y = 16 sen x, y(0) = -0.6, y'(0) = 0.2 

39. y" + 2y' + 2y = 0, y(£«r) = 0, y'(i*r) = -2^*^ 

40. y" + 4y' + (4 + cu 2 )y = 0, y(0) = 1, y'(0) = - 2 

41. y" + 2y' + 2y = 0 y(0) = 1, y'(0) = -1 

42. (jc 2 Z> 2 - 2)y - 3a: 2 , y(l) = 0, y'(l) = 0 

43. (D 2 - 4D + 3)y = 2 sen x - 4 eos x, yíjfir) = 1/V2, y f (\ir) = 1/V2 

44. (4 D 2 - 4D + 65)y = 64e x/2 + 65a: - 4, y(0) = 1, y'(0) = 5.5 

45. (D 2 + 0.5D - 0.5)y = 3 eos a: + sen * + e x , y(0) = 0, y'(0) = 1.5 

46. Encontrar la corriente de estado estacionario en el circuito RLC de la figura 54, suponien¬ 
do que L = 1 henry, R = 2000 ohms, C = 4 • 10 -3 faradios y E(t) = 110 sen 41 5t (66 ciclos/ 
segundo). 

47. Encontrar una solución general de la ecuación homogénea que corresponde a la ecuación 
del problema 46. 

48. Encontrar la corriente en el circuito RLC de la figura 54 cuando R = 20 ohms, L - 0.1 

henrys, C = 1.5625 • IO -3 faradios, E(t ) = 160/ volts si 0 < / < 0.01, £(/) = 1.6 volts si / > 
0.01 s, suponiendo que 7(0) = 0, /'(0) = 0. 

49. Encontrar la corriente de estado estacionario en el circuito RLC de la figura 54 cuando R 
= 50 ohms, L = 30 henrys, C = 0.025 faradios, E(t) = 200 sen 4/ volts. 

50. Encontrar el movimiento del sistema masa-resorte de la figura 55 con masa 0.125 kg, 
amortiguamiento 0, constante del resorte 1.125 kg/s 2 y fuerza impulsora eos t - 4 sen t N, 
suponiendo un desplazamiento y una velocidad iniciales cero. ¿Para qué frecuencia de la 
fuerza impulsora se produciría resonancia? 

51. Encontrar la solución de estado estacionario del sistema de la figura 55 cuando m - 1, c ~ 
2, k = 6 y la fuerza impulsora es sen 2/ + 2 eos 2/. 

52. En la figura 55, sean m= 1, c = 4, £ = 24 y r(/) = 10 eos cot. Determinar co tal que se 
obtenga la oscilación de estado estacionario con la máxima amplitud posible. Determinar 
esta amplitud. Después encontrar la solución general con esta cuy comprobar si los resul¬ 
tados concuerdan. 

53. En el problema 51, encontrar la solución que corresponde al desplazamiento inicial 1 y a 
la velocidad inicial 0. 

54. Una boya cilindrica de 60 cm de diámetro está en el agua sobre su eje vertical (figura 56). 
Cuando se hunde un poco y luego se suelta, se encuentra que el periodo de oscilación es 


C 



E(t) 

Figura 54. Circuito RLC . 


Nivel del 
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de 2 segundos. Determinar el peso de la boya. Sugerencia. Por el principio de Arquímedes, 
la fuerza de flotación es igual al peso del agua desplazada por el cuerpo (el cual se supone 
total o parcialmente sumergido). 

55. Resolver y " + 6y' + 8y = 40 sen 2x por coeficientes indeterminado^ y por variación de 
parámetros; comentar el trabajo requerido en ambos métodos. 


Resumen del capítulo 2 

Ecuaciones diferenciales de segundo orden 


Una ecuación lineal homogénea de primer orden es y' + p(x)y = 0 (sección 1.7). 
Una ecuación lineal homogénea de segundo orden es una ecuación que pue¬ 
de escribirse 

(1) y" + p(x)y f + q(x)y = 0. 

Posee la muy importante propiedad de que una combinación lineal de solucio¬ 
nes es también una solución (principio de superposición o principio de 
linealidad, sección 2.1). Dos soluciones y,, y 2 de (1) linealmente independien¬ 
tes forman una base de soluciones y y = c y y l + c 2 y 2 con constantes arbitrarias c ¡9 
c 2 es una solución general. A partir de ella se obtiene una solución particular 
si se especifican valores numéricos de c, y c 2 , por ejemplo, al imponer dos 
condiciones iniciales (sección 2.1) 

(2) y(x Q ) = K Q , y’(x Q ) = K x (x 0 , K 0 , AT, números dados). 

En conjunto, (1) y (2) constituyen un problema con valor inicial para (1). Si p 
y q son continuas en algún intervalo abierto / y jc 0 está en /, entonces (1) tiene 
una solución general en /, y (1), (2) tiene una solución única en / (que es una 
solución particular; por tanto (1) no tiene soluciones singulares). 

Las secciones 2.1-2.7 tratan las ecuaciones lineales homogéneas y las seccio¬ 
nes 2.8-2.13 las ecuaciones lineales no homogéneas 

(3) y" + p(x)y r + q(x)y = r(*) r(jc) # 0. 

Una solución general de (3) es de la forma 

y = y h + y P > 

donde y h es una solución general de la ecuación homogénea (1) correspondiente 
y y p es una solución particular de (3). Por tanto, el problema práctico adicional 
al resolver (3) es la determinación de estaj^. Para ello se dan un método gene¬ 
ral, llamado el método de variación de parámetros (sección 2.10), un método 
especial más simple de coeficiente indeterminados, válido para p, q constan¬ 
tes y r especial (potencias de x y senos, cosenos, etc.; sección 2.9) y un método 
complejo para fuerzas impulsoras senoidales (sección 2.13). 
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Si p(x) y q{x) en (1) o (3) son variables , las soluciones serán en general 
funciones superiores. En el capítulo 5 se estudian las más importantes. Si p(x ) y 
q(x) son constantes , se escribe p{x) - a , q{x) = y a partir de (1) se obtiene una 
ecuación 

(4) y" + ay + by = 0. 

Esta ecuación puede resolverse sustituyendo y = e**. Entonces X es una raíz de 
la ecuación característica 



A 2 + ak 

+ 

<3- 

II 

O 

Por tanto, hay tres casos (sección 2.2): 


Caso 

Tipo de raíces 

Solución general 

I 

Aj, A 2 reales diferentes 

y = c¡e X]X +c 2 e XlX 

11 

-~a doble 

y ~ ( c ] +c 2 x)e ~ ax/2 

III 

~~a±m complejas 

y — e ax/2 (A eos coa* + 5sen c úx) 


La ecuación (4) y la ecuación no homogénea 


(5) y" + ay f + by = r(;c) (a, constantes) 

tienen importantes aplicaciones en ingeniería mecánica (secciones 2.5,2.11) y 
eléctrica (sección 2.12), que son fundamentales en el estudio de las oscilacio¬ 
nes y la resonancia. 

Otra gran clase de ecuaciones que también pueden resolverse por métodos 
“algebraicos” se compone de las ecuaciones de Euler-Cauchy (sección 2.6) 


x 2 y " + axy f + by = 0. 


Si se sustituye y - x" 9 puede determinarse m a partir de la ecuación auxiliar 

m 2 + (a - 1 )m + b = 0 

(donde en el caso de una raíz doble m = (1 - a)/2, una base es jc", xT ln x). 





























Capítulo 

3 

Ecuaciones diferenciales 
lineales de orden superior 


En este capítulo se demuestra que los conceptos y métodos para resolver 
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden del capítulo 2 se generali¬ 
zan de manera directa a las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior. 
En realidad no se necesitan nuevas ideas para hacer esta generalización. La 
correspondencia entre las secciones es aproximadamente la siguiente (y deberá 
usarse para facilitar el estudio del capítulo 3): 

La sección 3.1 es una generalización de 2.1 y 2.7. 

3.2 es una generalización de 2.2 y 2.3. 

3.3 es una generalización de 2.8. 

3.4 es una generalización de 2.9. 

3.5 es una generalización de 2.10. 

Algunas características nuevas son: 

(i) En las secciones 3.1 y 3.5, un papel más importante del wronskiano. 

(ii) En la sección 3.2, el mayor número de posibilidades para las raíces 
(en lugar de sólo tres casos en las secciones 2.2 y 2.3). 

(iíi) En la sección 3.5, la interesante generalización de la demostración de 
Lagrange. 

Prerrequisitos para este capítulo: Capítulo 2 
Bibliografía: Apéndice 1, parte A. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


3 .1 ECUACIONES LINEALES HOMOGÉNEAS 

Recuérdese de la sección 1.1 que una ecuación diferencial ordinaria de /f-ésimo or¬ 
den es una ecuación en la que la w-ésima derivada f n) - dyldx" de la función desco¬ 
nocida^) es la mayor derivada presente. Por tanto la ecuación es de la forma 

F(x, y, y', • • • , /”>) = 0, 
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sin olvidar que pueden estar presentes o no derivadas de y de órdenes menores o la 
propia^. 

La ecuación se llama lineal si puede escribirse 


( 1 ) 


y (B) + P„-i(x)y (n X) + • • • + PjW/ + P 0 (x)y = r(x) 


donde r en el segundo miembro y los coeficientes, p Q , /?,,* * *, p n _ , son cualquier 
función dada de x . Cualquier ecuación diferencial de w-ésimo orden que no pueda 
escribirse en la forma (1) se llama no lineal. 

Como en la sección 2.1 para n ~ 2, la “forma estándar” (1), cony° ; como primer 
término, es práctica. (Dividir la ecuación entre fix) si el primer término es fix)}/^.) 

Si r(x) = 0, la ecuación (1) queda como 


( 2 ) 


y <n) + P n _ 1 Wy (n_1) + • • • + PxWy' + p Q (x)y = 0 


y se llama homogénea. Si /*(*) no es idéntica a cero, la ecuación se llama no homogé¬ 
nea. Ocurre lo mismo que en el capítulo 2. 


Solución. Solución general. Independencia lineal 

Una solución de una ecuación diferencial (lineal o no lineal) de «-ésimo orden en algún 
intervalo abierto I es una función y = h(x) que está definida y es derivable n veces en /, 
y es tal que la ecuación se convierte en una identidad si se sustituyen la función desco¬ 
nocida y y sus derivadas en la ecuación por h y sus respectivas derivadas. 

Se discute ahora la ecuación homogénea (2) y se empieza con el siguiente 


Teorema 1 (Principio de superposición o principio de linealidad 

Para la ecuación diferencial lineal homogénea (2), las sumas y los múltiplos cons¬ 
tantes de soluciones en algún intervalo abierto I también son soluciones de (2) en /. 

La demostración se reduce a una generalización de la presentada en la sección 
2.1 y se le deja al estudiante. Y se repite la advertencia de que el teorema no es válido 
para la ecuación no homogénea (1) o para una ecuación no lineal. 

El análisis subsecuente es semejante y amplía el de las ecuaciones de segundo 
orden, presentado en el capítulo 2. Así pues, a continuación se definirá una solución 
general de (2), para la que será necesario extender la independencia lineal de dos a n 
funciones, concepto de gran importancia general, tema que rebasa el objetivo actual. 


Definición (solución general, base, solución particular) 


Una solución general de (2) en un intervalo abierto Ies una solución de (2) en I de la forma 


(3) 


y(x) = Cx^xto + • • ■ + c n y n (x) 

- ! __ 


(Cp ■ • • , c n arbitrarias 1 ) 


Ver la nota de pie de página 91 en la sección 2.1 
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donde y,,* ■ es una base (o sistema fundamental) de soluciones de (2) en /; es 
decir, estas soluciones son linealmente independientes en /, según se define a conti¬ 
nuación. 

Una solución particular de (2) en / se obtiene si se asignan valores específicos a 
las n constantes c,,- • •, c n en (3). | 


Definición (independencia y dependencia lineal) 

Se dice que n funciones y x (x\- * son linealmente independientes en algún 

intervalo l donde están definidas si la ecuación 


(4) 


(x) + • • • + k n y n {x) = 0 on / 


implica que todas las k n son cero. Se dice que estas funciones son linealmente 
dependientes en I si esta ecuación también es válida en /para alguna k u * * *,&„ cuando 
no todas son cero. | 

Si y sólo si yi, * * *, y„ son linealmente dependientes en / es posible expresar (al 
menos) una de estas funciones en / como una “combinación linear* de las n - 1 
funciones restantes, es decir, como una suma de dichas funciones, cada una de ellas 
multiplicada por una constante (cero o no). Se motiva así el término “linealmente 
dependiente”. Por ejemplo, si (4) es válida con k x ^ 0, puede dividirse entre k x y 
expresar y ( como la combinación lineal 

Vi = - f (V 2 + • • • + *„?„)■ 

K 1 

Obsérvese que cuando n = 2, estos conceptos se reducen a los definidos en la 
sección 2.1. 


EJEMPLO 1 Dependencia lineal 

Demostrar que las funciones v, = x, >\ = 3 x y y y =r son linealmente dependientes en cualquier intervalo. 
Solución. y 2 = 3 y x + 0y r | 

EJEMPLO 2 Independencia lineal 

Demostrar que y x = x, y 2 = y, = x' son linealmente independientes en cualquier intervalo, por ejemplo, 

en-I <x<2. 

Solución. La ecuación (4) es + k y x y = 0. Al tomar x = -1, 1, 2, se obtiene 

— k x + k 2 - k 3 = 0, + ^2 + ^3 = 2/:i + 4 k 2 + 8= 0, 

respectivamente, lo cual implica que A, = 0 ,k 2 = 0, = 0, es decir la independencia lineal. 

Estos cálculos no fueron muy placenteros e ilustran la necesidad de un método mejor para probar la 
independencia lineal, al menos para soluciones. Se llegará a esto pronto. | 


EJEMPLO 3 Solución general, base 

Resolver la ecuación diferencial de cuarto orden 


,v IV - 5y" + 4y = 0. 
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Solución. Como en la sección 2.2, se pruebay = e M . Entonces la sustitución y omisión del factor (diferen¬ 
te de cero) común e ** produce la ecuación característica 

A 4 — 5A 2 + 4 - 0, 

que es una ecuación cuadrática en p = A 2 , 

p 2 - 5p + 4 = 0. 

Las raíces son p = I y p = 4. Por tanto, A = -2, -1,1, 2, de donde se obtienen cuatro soluciones, por lo que 
una solución general en cualquier intervalo es 

y — q g—2X £. g — X Cn€^ "I" CmC 2X 

y i 2 o 4 

siempre que esas soluciones sean linealmente independientes. Es este el caso, pero se demostrará más 
adelante. ® 


Problema con valor inicial, existencia y unicidad 

Un problema con valor inicial para la ecuación (2) se compone de (2) y n condicio- 
nes iniciales 

(5) y(x 0 ) = K 0 , y'(x 0 ) = K v • • • , = K n-v 

donde jc 0 es algún punto fijo en el intervalo / considerado. 

Como ampliación del teorema 1 de la sección 2.7 se tiene ahora lo siguiente. 

Teorema 2 Teorema de existencia y unicidad para problemas con valor inicial 

Si p Q (x), ’ , p n ,00 son funciones continuas en algún intervalo abierto iyx 0 está en 
l, entonces el problema con valor inicial (2), (5) tiene una solución única y(x) en el 
intervalo L 

La existencia se demuestra en la referencia [A6] del apéndice 1 y la unicidad 
puede demostrarse mediante una ligera generalización de la prueba de unicidad que 
está al principio del apéndice 4. 

EJEMPLO 4 Problema con valor inicial para una ecuación de Euler-Cauchy de tercer orden 

Resolver el problema con valor inicial 

x 3 y" - 3 x 2 y" + 6 xy' - 6y = 0, y(l) = 2, /<1) = 1. /'<D = -4 

en cualquier intervalo abierto / sobre el eje x positivo que contenga a x = 1 

Solución. Primer paso. Solución generai Como en la sección 2.6, se prueba y = x m . Al derivar y sustituir 
se obtiene 

m(m - 1 )(m - 2)x m - 3 m{m - l)jc m + 6mx m - 6x m = 0. 

Ordenando términos y eliminando el factor xr se obtiene 

m 3 - 6m 2 + llm -6 = 0. 

Si es posible conjeturar la raíz m = 1, puede dividirse y encontrar como las otras raíces am = 2y/n = 3. 
(Sin conjeturar, para órdenes mayores que cuatro, es necesario usar un método numérico para encontrar 
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raíces, como el de Newton; ver la sección 18.2.) Las soluciones correspondientes jc, x* son linealmente 
independientes en / (ver el ejemplo 2). Por tanto, una solución general én / es 

y = qx + c 2 * 2 + c 3 * 3 . 

(El intervalo / considerado no incluye 0, donde los coeficientes de la ecuación en la forma estándar [la 
forma dada dividida entre * 3 ] no son continuos, pero se observa que, en realidad, y es una solución general 
en cualquier intervalo.) 

Segundo paso. Solución particular. En este caso se necesitan también las derivadas 
/ = q + 2 c 2 x + 3c 3 * 2 , y” = 2c 2 + 6c 3 jc. 

A partir de esto, de y y de las condiciones iniciales se obtiene 

y( 1) = c x + c 2 + c 3 = 2 

y'(l) = Cj + 2c 2 + 3 c 3 - 1 

/( 1) = 2c 2 + 6 c 3 = -4. 

Por eliminación o por la regla de Cramer (sección 7.8) se obtiene c, = 2, c 2 = 1, = -1. Respuesta, y = 

2x + x 2 - jt \ | 


Independencia lineal de las soluciones. Wronskiano 

Se ha visto que resultaría conveniente contar con un criterio práctico para verificar la 
independencia lineal de las soluciones. Por fortuna, el criterio en el que interviene e! 
wronskiano (teorema 2 de la sección 2.7) se generaliza al n-é simo orden. Utiliza el 
wronskiano W d en soluciones definido como el determinante de w-ésimo orden 

?i 3> 2 * * * y n 

t r i 

y\ • • • y n 

. • • ^(TI"“1) 


( 6 ) 


W(y v ---,y n ) = 


y puede enunciarse como sigue. 

Teorema 3 (Dependencia e independencia lineal de las soluciones) 

Suponer que los coeficientesp 0 (x), * • ■, p n] (x)de(2) son continuos en algún intervalo 
abierto L Entonces n soluciones y -,y n de (2) en Ison linealmente dependientes en 
l si y sólo si su wronskiano es cero para alguna x = x 0 en l Además, si W = 0 parax = jc q , 
entonces enI;por tanto, si existe unax^ en I en la que W^0 y entonces y ,■ * *,y 
son linealmente independientes en I, 

Demostración . (a) Sean^,- • \y n linealmente dependientes en 7. Entonces existen 
constantes k l9 - • •, k n no todas cero, tales que 

Vi + • • • + k n y n = 0 


(7) 
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para toda x en /, y al derivar n - 1 veces esta identidad. 


( 8 ) 


Ví 


+ Ky 


f 

ny n 


= 0 



(7), (8) es un sistema lineal homogéneo de ecuaciones algebraicas con una solución 
no trivial k }9 - • *, k n , por lo que el determinante de sus coeficientes debe ser cero para 
toda x en /, por el teorema de Cramer (sección 7.9). Pero ese determinante es el 
wronskiano W, de donde W= 0 para toda* en 1. 

(b) Recíprocamente, sea W= 0 para una x 0 en /. Entonces el sistema (7), (8) con 
x = x Q tiene una solución k ,• * •, k n , no todas cero, por el mismo teorema. Con estas 
constantes se define la solución y = k^y x + • ■ • + k n y n de (2). Por (7), (8) satisface las 
condiciones iniciales y (x^ = 0, * * *, y l \x 0 ) = 0. Pero otra solución que también 
satisface estas condiciones esysO. Por tanto, y = y en / por el teorema 2; es decir, 
(7) es una identidad en /, lo que implica la dependencia lineal dey,,- • •, y n . 

(c) Si W^Oen unax 0 de I, entonces po (b) se tiene dependencia lineal, por lo cual 

W= 0 por (a), de modo que W* 0 en cualquier jc, implica independencia lineal de las 
soluciones y,,* * -y n . i 


EJEMPLO 5 Base, wronskiano 

Puede demostrarse ahora que en el ejemplo 3 se tiene una base. Para evaluar W , se sacan los exponenciales 
por columnas. En el resultado, se resta la columna 1 de tas columnas 2,3,4 y se desarrolla por el renglón 
1. En el determinante de tercer orden resultante, se resta la columna 1 de la 2 y se desarrolla el resultado 
por el renglón 2: 


W = 


e ~2x 

e~ x 

e x 

e 2x 


1 

1 

1 

1 

2e~ ix 

-e~ x 

e x 

2e ix 


-2 

-1 

1 

2 

4e -2x 

e~ x 

e x 

4e 2z 


4 

1 

1 

4 

8e~ 2x 

— e~ x 

e x 

8e 2x 


-8 

-1 

1 

8 



1 

3 

4 

= 

-3 

-3 

0 


7 

9 

16 


72. 


Una solución general de (2) incluye todas las soluciones 

Se demuestra primero que siempre existen soluciones generales. De hecho, el teore¬ 
ma 3 de la sección 2.7 se generaliza de la siguiente manera. 

Teorema 4 (Existencia de una solución general) 

Si los coeficientes p 0 (x), • **,//’ _1 (x) de (2) son continuos en algún intervalo abierto l t 
entonces (2) tiene uña solución general en I. 


Demostración* Se elige cualquier x 0 fija en /. Por el teorema (2), la ecuación (2) tiene 
n soluciones y,,* • *, y rt , donde y j satisface las condiciones iniciales (5) con K. - 1 y 
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todas las K restantes iguales a cero. Su wronskiano en x 0 es igual a 1; por ejemplo, 
cuando n = 3, 

y x (x 0 ) y 2 (x 0 ) y 3 U 0 ) 1 0 0 

WW-Xq), y 2 (x 0 ), y 3 (x 0 )) = y[(x 0 ) y'(* 0 ) y 2 (x Q ) = 0 1 0=1. 

y x (x 0 ) y 2 (x 0 ) y'¡(x Q ) 0 0 1 

Por tanto, estas soluciones son linealmente independientes en /, por el teorema 3; 
forman una base en /, y y { = c } y l + • ■ • + c t y n con constantes arbitrarias c,, • • c n es una 
solución general de (2) en /. | 

Puede demostrarse ahora la propiedad básica de que a partir de una solución 
general de (2) es posible obtener todas las soluciones de (2) mediante la elección de 
valores adecuados de las constantes arbitrarias. Por tanto, una ecuación diferencial 
lineal de w-ésimo orden no tiene soluciones singulares, es decir, soluciones que no 
puedan obtenerse a partir de la solución general. 

Teorema 5 (Solución general) 

Suponer que (2) tiene coeficientes continuos p 0 (x), • * •, p n fx) en algún intervalo 
abierto L Entonces toda solución y = Y(x) de (2) en I es de la forma 

(9) Y(x) = C iyi (x) + • • • + C n y n ( jc), 

donde y p ■ • • ,y n es una base de soluciones de (2) en /y C,, * • •, C son constantes 
adecuadas . 


Demostración . Sea>> = c } y l + * • * + c r y n una solución general de (2) en / y se elige 
cualquier x Q fija en /. Se demuestra que pueden encontrarse valores de c,, • • *, c n para 
los que>> y sus primeras n - 1 derivadas concuerdan con Y y sus respectivas derivadas 
en x Q . En forma desarrollada, esto significa que para x = x 0 deberá tenerse 


( 10 ) 


c i*i + * * * + c n y n = Y 

+ • • • + = r 


Ci y(n 1) + • . . 4- = y(n-l)_ 


Pero este es un sistema de ecuaciones lineales en las incógnitas ■ • •, c n . El determi¬ 
nante de sus coeficientes es el wronskiano de y { , ■ • ■,y n en^ = jc 0 , que es diferente de 
cero por el teorema 3 debido a que y i ,---,y n son linealmente independientes en I 
(¡forman una base!). Por tanto, (10) tiene una solución única c, = C,,- • •, c n = C n (por 
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el teorema de Cramer, sección 7.9). Con estos valores a partir de la solución general 
se obtiene la solución particular 

y*(x) = CjJ’jCsc) + • • • + C n y n (x) 

en /. Por (10) se ve que y concuerda con Y en jc 0 , y ocurre lo mismo para las primeras 
n -1 derivadas d ty y Y . Es decir,/ y Y satisfacen las mismas condiciones iniciales en 
x 0 . Por el teorema de unicidad (teorema 2) se sigue entonces que / = Y en /, y el 
teorema queda demostrado. I 

Con esto se termina la teoría de la ecuación lineal homogénea (2) y en la siguiente 
sección se empieza con los métodos para encontrar soluciones. 

Problemas de la sección 3.1 

Propiedades generales importantes de las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas y 
no homogéneas. Demostrar los siguientes enunciados, los cuales se refieren a cualquier inter¬ 
valo abierto fijo /. Se supone aquí que r(x) m 0 en (1). 

1. La “solución trivial” y(x) * 0 es una solución de (2) pero no de (1). 

2. La suma de una solución de (1) y una solución de (2) es una solución de (1). 

3. La diferencia de dos soluciones de (1) es una solución de (2). 

4. La suma de dos soluciones de (1) no es una solución de (1). 

5. Un múltiplo cy de una solución y de (1) con c * 1 no es una solución de (1). 

Demostrar que las funciones dadas forman una base de soluciones de las ecuaciones diferen¬ 
ciales dadas en cualquier intervalo abierto, verificando la independencia lineal por el teorema 
3. (En el problema 7, suponer x > 0.) 

6. 1, x, x 2 , x 3 , y IV = 0 

7. 1, x 2 , x*, x 2 y m — 3xy" + 3 y' = 0 

8. e~ x , xe~ x , x 2 e~ x , y m + 3y" + 3/ + y = 0 

9. e~ x , xe~ x , x 3 e~ x , x 2 e z , ( D 4 + 4 D 3 + 6 D 2 + 4 D + l)y = 0 

10. x, x 2 , e x , [(x 2 - 2x + 2)D 3 - x 2 D 2 + 2xD - 2\y = 0 

11. eos x, sen x, e~ x , ( D 3 + D 2 + D + l)y = 0 

12. e x , e~ x , eos x, sen x, y IV - y = 0 

1 13. e x eos x, e x sen x, e~ x eos x, e~ x sen x, ( D 4 + 4)y = 0 

14. eos x, sen x, eos 2x, sen 2x, (D* + 5 D 2 + 4)y = 0 

15. cosh x, senil*, eos *, sen*. y ,v - y = 0 

Comprobar que las funciones dadas son soluciones de la ecuación diferencial dada. Demostrar 
su independencia lineal por el teorema 3. Resolver el problema con valor inicial dado. 

16. y m - / - 0, y(0) = 6, y'(0) = -4, y"(0) = 2; 1, e* 

17. y™ = 0, y(0) = 0, y'(0) = 6, y"(0) = 0, y"'(0) = -48; 1.x. x 2 , x 3 

18. y” - 2y" - 5y' + 6y = 0, y(0) = 4, y'(0) =11, y"(0) = 17; 

e x , e 2 *, e 3x 

19. xy'" + 3y" = 0, y(l) = 4, y'(l) = -8, y"(l) = 10; 1, *, x" 1 

20. (x f lly” - y" - (x + l)y' + y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 1, 

y"(0)=l; e x ,e- x ,x+l 
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Independencia y dependencia lineal 


Puesto que estos conceptos son de importancia general , rebasando con mucho el presente 
estudio, se agregan algunos problemas más sobre ellos. 

21. 1, x,x 2 22. x, x + l,x + 2 

24. eos 2 x , sen 2 x, — 2 25. sen x , sen 2x, sen 3x 

27. x, 1/x, 1 28. cosh 2 jc senh 2 x, 1 

30. eos x, sen x, 1 31. eos 2 x, sen 2 x, eos 2x 


23. (x - l) 2 , (x + l) 2 , x 
26. In x, ln x 2 , (ln x) 2 
29. (x - l) 2 , (x + l) 2 , x 
32. eos x, cosh x, e x 


33. Encontrar un intervalo / en el que las tres funciones x 3 , [x| 3 y 1 sean linealmente indepen¬ 
dientes y un subintervalo de / en el que las funciones sean linealmente dependientes. 
¿Qué hecho se ilustra aquí? 

34. Si un conjunto de R funciones es linealmente dependiente en un intervalo /, probar que un 
conjunto de n (> p) funciones que contiene al primer conjunto es linealmente dependiente 
en /. 

35. Si n funciones son linealmente dependientes en un intervalo /, probar que también son 
linealmente dependientes en cualquier subintervalo de /. 

36. Si y s 0 es una función de un conjunto de funciones en un intervalo /, probar que el 
conjunto es linealmente dependiente en I. 

37. Comprobar los cálculos del ejemplo 5. 

38. Demostrar que las funciones de una base de una ecuación (2) con coeficientes continuos 
no pueden tener todas un máximo o un mínimo en el mismo punto. 

39. Demostrar que las funciones del problema 38 no pueden ser todas cero en el mismo 
punto. 

40. Comprobar que é*, e \ x forman una base de 

xy — y — xy y — 0 

en cualquier intervalo. Demostrar que W(e x J e~ x , x) = 0 en x = 0. ¿Contradice esto el teorema 3? 


3.2 ECUACIONES HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Se tratan ahora las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de n-é simo orden 
con coeficientes constantes y estas ecuaciones se escriben en la forma 


( 1 ) 


y (n) + + * • • + a r y 9 + a 0 y = 0. 


La idea de solución es la misma que para n -2. De hecho, por sustitución de y = é** y 
sus derivadas se obtiene la ecuación característica 


( 2 ) 


A tt + + • • • + ¿IjA + 00 se o 


de (1). Para obtener soluciones de (1) es necesario determinar las raíces de (2), lo cual 
resultará complicado en la práctica y tendrá que hacerse por un método numérico, a 
menos que puedan conjeturarse algunas raíces o encontrarse por tanteo. Se discutirán 
los casos posibles (que combinan y generalizan los tratados en las secciones 2.2 y 2.3) 
y se ilustrarán por medio de ejemplos típicos. 
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La función exponencial nunca es cero. Por tanto W- 0 si y sólo si el determinante del 
segundo miembro es cero. Este es el llamado determinante de Vandermonde o de 
Cauchy. 2 Puede demostrarse que es igual a 

(6) (_l)«<n-l)/2y 

donde V es el producto de todos los factores X - X k con j < k (< n)\ por ejemplo, si 
n = 3 se tiene ~V~ ~(X l - X 2 )(X l - X 3 X^ 2 “ ^)- Con esto se demuestra que el wronskiano 
es diferente de cero si y sólo todas las n raíces de (2) son diferentes llegándose así a lo 
siguiente. 


Teorema 1 (Base) 

Las soluciones y 1 = * *, y n - e** x de (1) (con cualesquiera X. reales o complejas) 

forman una base de soluciones de( 1) si y sólo si todas las n raíces de (2) son diferentes. 

En realidad, el teorema es un importante caso especial del resultado más general ob¬ 
tenido a partir de (5) y (6): 


Teorema 2 (Independencia lineal) 

Cualquier número de soluciones y x = * \y m = e^ de (1 ) son linealmente indepen¬ 

dientes en un intervalo abierto I si y sólo si Xy * *, X m son todas diferentes . 


Raíces complejas simples 

Si se presentan raíces complejas, deben hacerlo en pares conjugados ya que los coefi¬ 
cientes de (1) son reales. Por tanto, si X = y + ico es una raíz simple de (2), también lo 
es el conjugado X = y-ico,y dos soluciones linealmente independientes correspon¬ 
dientes son (como en la sección 2.3, salvo por la notación) 

y x = e 7 * eos (ox, y 2 = e yx sen cox. 

EJEMPLO 2 Raíces complejas conjugadas simples 

Resolver el problema con valor inicial 

y"' - 2y" + 2/ - 0, y(0) = 0.5, /(O) - -1, /(0) = 2. 

Solución, Una raíz de X 3 - 2A, 2 + 2X = 0 es X i = 0. Una solución correspondiente es y x - e°* — 1 . Al dividir 
entre X se obtiene 

A 2 - 2A + 2 = 0. 


2 ALEXANDRE-THÉOPHILE VANDERMONDE (1735-1796), matemático francés, quien trabajó en 
la solución de ecuaciones por determinantes. Para CAUCHY, ver la nota de pie de página 115 en la 
sección 2.6 
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Las raíces son = 1 + / y A, = 1 -i. Las soluciones correspondientes son y 2 = e* eos x y y 3 = e x sen x. La 
solución general correspondiente y sus derivadas son 

y - c x + e x [A eos jc. + B sen x ], 

y* ~ e x [(A + B) eos jc + {B - A) sen jc], 
y ft - e x [2B eos x - 2A sen jc], 

como se sigue por derivación. A partir de estas expresiones y de las condiciones iniciales se obtiene 
y( 0) — c 1 + A = 0.5, y'(0) = A + B = -1, y"(0) - 2B = 2. 

Por tanto, B — I, A ~ -2, c, = 2.5. La respuesta es 

y = 2.5 + e x {~2 eos jc + sen jc). ® 

Raíces reales múltiples 

Si se presenta una raíz real doble, por ejemplo, X l = ^ 2 , entonces y, =y 2 en (3) y se 
toman y x y y 2 = xy, como dos soluciones linealmente independientes que correspon¬ 
den a esta raíz; es como en la sección 2.2. 

Si se presenta una raíz triple, por ejemplo X x = X 2 = X 3 , entonces y, ~y 2 “y 3 en 
(3) y tres soluciones linealmente independientes que corresponden a esta raíz son 

(7) y v xy v x 2 y v 


En términos más generales, si X es una raíz de orden m, entonces m soluciones 
linealmente independientes correspondientes son 


( 8 ) 


e kx , 


xe 


ÁX 




La independencia lineal de estas funciones en cualquier intervalo abierto se sigue de 
la de 1, x„‘ * % jc" la cual se sigue a su vez del teorema 3 de la sección 3.1 y del hecho 
de que se trata de soluciones de y m) = 0 con wronskiano W diferente de cero. ¿Cómo 
se llega a (8)? Esto se indica después del ejemplo. 


EJEMPLO 3 Raíces reales dobles y triples 

Resolver la ecuación diferencial 


y v - 3y IV + 3/" - y" = 0. 


Solución, La ecuación característica 


A 5 - 3A 4 + 3A 3 - A 2 = 0 

tiene las raíces A, = A 2 = Ó y A 3 = A 4 = A 5 - 1, y la respuesta es 

(9) y = Cj + c¿x + (c 3 + c 4 x + c 5 x 2 )e x . 


¿Puede resolverse la ecuación haciendo y" = 2 ? 


I 
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Como se anticipó, se demuestra ahora cómo se obtiene (8) [y que estas funciones son 
soluciones de (1) en el caso presente]. Para simplificar un poco las fórmulas, se usa la 
notación de operadores (ver la sección 2.4), escribiendo el primer miembro de (1) 
como 


L[y] = [D n + a n _ x D n - 1 + • • • + a Q ]y. 

Para y = e** pueden efectuarse las derivaciones indicadas y se obtiene 
He**] = (A n + a n _ x A n_1 + • • • + a 0 )e ÁX . 

Sea A, una raíz de m-ésimo orden del polinomio del segundo miembro y sean X m+19 * • % A m 
las raíces restantes, todas diferentes de A,, cuando m < n. En forma de producto se 
tiene entonces 


L[e Kx ] - (A - 

con h(X)= 1 siw = «o/i(A) = (A-A ifi+1 )- • ■ (A - A n ) si m < n. Ahora interviene la idea 
clave: Se derivan ambos miembros con respecto a A, 

(10) = m(Á - X 1 ) m ~ 1 h(Á.)e ÁX + (A - A,)*” — [h(X)e Sx \. 

Las derivaciones con respecto a x y A son independientes, por lo que puede cambiarse 
su orden en el primer miembro: 

(11) ~ L[e Al ] = = Ufe**]. 

Ahora el segundo miembro de (10) es cero para A = Aj debido a los factores A - X l (y 
m ^ 2). Por tanto (11) indica que xe ** es una solución de (1). 

Puede repetirse este paso y producir xVv * *, jc" - l e* ix al hacer otras n-2 deriva¬ 
ciones iguales con respecto a A. Si se hiciera un paso más ya no se tendría cero en el 
segundo miembro porque la menor potencia de A - A, sería entonces (A - A,) 0 , multi¬ 
plicada por mlh(X) y h( A,) * 0 porque h{ A) no tiene A - A,; se obtienen por lo tanto 
precisamente las soluciones de (8). I 


Raíces complejas múltiples 


En este caso, se obtienen soluciones reales como en las raíces complejas simples anterio¬ 
res. JBn consecuencia, si A=y + ico es una rafe compleja doble, también lo es el conjuga¬ 
do A = y- ico . Las soluciones linealmente independientes correspondientes son 


( 12 ) 


e 1 * eos cúx sen ojx, xe** eos our , xe^ sen <ox. 


Las dos primeras resultan de e** y , como antes, y las dos segundas de xé^ y xe** 
de la misma manera. 
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Para raíces complejas triples (las cuales difícilmente ocurren en las aplicacio¬ 
nes), se obtendrían otras dos soluciones x 2 e yx eos m , xV* sen m, y así sucesivamente. 

EJEMPLO 4 Raíces complejas dobles 

Resolver 


y <7) + 18y (5) + 81 /" = o. 


Solución. La ecuación característica 

A 7 + 18A 5 + 81 A 3 = A 3 (A 4 + 18A 2 + 81) 

- A 3 (A 2 + 9) 2 
= A 3 [(A + 3#)(A - 30] 2 = 0 

tiene una r aí? 0 triple y raíces dobles -3i y 3i; por tanto, por (12) con y- 0 y ( 0 = 3, una solución general es 
y = c í + c 2 x + c 3 x 2 + A x eos 3jc -I- B x sen 3x + x(A 2 eos 3x + B 2 sen 3x). I 


Problemas de la sección 3.2 


Encontrar una ecuación (1) para 
1. e x , e 2x , e 31 
3. e x y xe x , x 2 e x 
5. e~ x y xe -1 , e x , xe x 
7. 1, x, eos 2x, sen 2x 


la cual las funciones dadas forman una base. 

2. e x y e ~ x , eos x, sen x 

4. eos x, sen x, x eos x, x sen x 

6. e~ 2x , <T X , * x , e 2x , 1 

8. cosh x, senh x, x cosh x, x senh x 


Encontrar una solución general. 

9. y’" 

- y' = 

0 

11 . y'" 


y' + y = o 

13. y IV 

+ 2y" 

+ y = 0 

15. y™ 

- 81y 

= 0 


10. y IV + 4y = 0 
12. y m + 6y" + lly' + 6y = 0 
14. y m + /'-/-? = 0 
16. y IV - 29y" + lOOy = 0 


Resolver los siguientes problemas con valor 

inicial. 


17. 

y'" = 0, 

y(2) = 12, 

y'(2) = 

5 

N) 

II 

00 


18. 

y'" - 3y" 

+ 3y' - y = 

s 

o 

= 2, y'(0) = 2, 

II 

o 

19. 

y'" - y" - 

- y' + y = 0, 

y(0) = 

ro 

* 

o 

II 

II 

O 

20. 

y IV + 3y" 

1 

II 

O 

* 

r* 

O 

II 

O 

O 

II 

1 

© 

o 

11 

o; 

& 


O 

II 

o 

V* 




21. 

y'" - 2y" 

- y' + 2y = 

0, y(0) 

II 

u> 

o 

II 

o 

y"(0) = 3 

22. 

y'" + 3y" 
* 

+ 3y' + y = 

0, y(0) 

II 

K) 

o 

W' 

II 

1 

12, y"(0) = 


La reducción del orden se generaliza de las ecuaciones de segundo orden (ver la sección 2.7) 
a las de orden superior. Resulta particularmente simple en el caso de coeficientes constantes. 
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ya que entonces basta dividir la ecuación característica entre X - X.,, donde y, = e k ' r es una 
solución conocida. Reducir y resolver las siguientes ecuaciones, usando la y, nLt» 

23. y'" - 2y" - 5 y' + 6y = 0, y t = e x 24. y"' + 4y" + 6y' + 4y = O.y = e' 2 * 

25. y'" - 2y" + 4y' - 8 y = 0, y 2 = e 2x 26. 4y"' + 8y" + 5y' + y = Ó y, = <•-* 

27. y'" - 2y" - 7.25y' - 3y = 0, y x = e* x 

28. y'" - y" + 4y' - 4y = 0, y x = e x 

29. La reducción del orden es más complicada para una ecuación con coeficientes variables 
y'" + P 2 (x)y" + P,(x)y’ + p 0 (x)y = 0. Si y,( x) es una solución de esta ecuación, demostrar 
que otra solución esy 2 (x) = u(x)y t (x) con u(x) = fz(x)dx y z obtenida a partir de 

yjz" + (3y[ + p 2 y 1 )z' + (3 y" + 2 p 2 y[ + ptfjz = 0. 

30. Resolver ^y'" - 3xY + (6 - x>)xy'- (6 - x*)y = 0 reduciendo el orden, usando y, =x. 

31. (Ecuación de Euler-Cauchy) La ecuación de Euler~Cauchy de tercer orden es 

x 3 y"' + ax 2 y” + bxy' + cy = 0. 

Generalizando el método de la sección 2.6, demostrar que y = x" es una solución de la 
ecuación si y sólo si m es una raíz de la ecuación auxiliar 

+ (« — 3 )m 2 + (b — a + 2 )m + c — 0. 

Resolver 

32. x 2 y m + 3xy" - 3y' = 0 33. x 3 y'" + 2x 2 y" - 4xy' + 4y = 0 

34. *V" + x 2 y’ - 2xy' + 2y = 0 35. x 3 y"' + 5x 2 y" + 2xy' - 2y = 0 

3.3 ECUACIONES NO HOMOGÉNEAS 

De las ecuaciones lineales homogéneas se pasará ahora a las ecuaciones diferenciales 
lineales no homogéneas de orden n-ésimo, las cuaies se escriben en la forma estándar 

( 1 ) 


con/"' - dy/dxT romo primer término, lo cual es práctico. Aquí, tix) = 0. Para estu- 
diar (1) se necesita también la ecuación homogénea correspondiente 

(2) y<”> + + • • • + Pl ( x )y' + p 0 (x)y = 0 

como en la sección 2.8 para el caso » = 2. La teoría de (1) se establecerá a partir de la 
de (2) por medio de las relaciones entre las soluciones: 

Teorema 1 [Relaciones entre las soluciones de (1) y (2)] 

(a) La diferencia de dos soluciones de(\)en algún intervalo abierto Ies una solu- 
ciórt de (2) en /. 

(b) La suma de una solución de ( 1 ) en Iy una solución de (2) en I es una solución de 
(1 )enl. 
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La demostración de este teorema es igual que la del caso especial n-2 (teorema 
1 de la sección 2.8); incluso las fórmulas son las mismas si se escribe (1) en la forma 
L\y\ = r(x). 

Junto con la teoría de la ecuación homogénea de la sección 3.1, este teorema 
sugiere los siguientes conceptos de soluciones generales y particulares, al generalizar 
los de n - 2. 


Solución general 

Definición (Solución general, solución particular) 

Una solución general de la ecuación no homogénea (1) en algún intervalo abierto / es 
una solución de la forma 


(3) 


y(*) = y h U) + y p (jc), 


donde y h (x) = cy y (x) + * ■ • + cj> n (x) es una solución general de la ecuación homogénea 
(2) en / y y (x) es cualquier solución de (1) en / que no contiene constantes arbitrarias. 

Una solución particular de (1) en / es una solución obtenida a partir de (3) 
asilando valores específicos a las constantes arbitrarias c v * • • , c n eny A (x). I 

Como en el caso de la ecuación homogénea, puede demostrarse que (1) tiene una 
solución general, la cual incluye todas las soluciones, por lo que (1) no tiene solucio¬ 
nes singulares: 

Teorema 2 (Solución general) 

Si los coeficientes p 0 (x), **•,/>„_ fx) de (1) y r(x) son continuos en algún intervalo 
abierto I, entonces (1) tiene una solución general en /, y todas las soluciones de(\)en 
I se obtienen asignando valores adecuados a las constantes de esa solución general 

Demostración . (a) y h {x) en (3) existe por el teorema 4 de la sección 3. 1 y la existencia 
de j^(jc) se demostrará en la sección 3.5, donde se construirá y p (x) por el método de 
variación de parámetros. 

(b) Sean y (x) cualquier solución de (1) en / y (3) cualquier solución general de 

(1) en /. Entonces el teorema l(a) implica que Y(x) - y(x) -y p (x) es una solución de 

(2) . Por el teorema 5 de la sección 3.1, esta Y(x) puede obtenerse de y h (x) asignando 

valores adecuados a las constantes arbitrarias c p • • •, c n eny A (x). De lo anterior y y(x) 
= Y(x) + y (,x) se sigue el segundo enunciado del teorema. I 


Problema con valor inicial 

Un problema con valor inicial para (1) consta de (1) y n condiciones iniciales 


(4) 


,;y(jc 0 ) = K 0 , /(*„) = K v 




[como para (2)] y tiene una solución única: 
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Teorema 3 Teorema de existencia y unicidad para problemas con valor inicial 

Si ios coeficientes de(\)y r(x) son continuos en algún intervalo abierto Iy x 0 está en 
I, entonces el problema con valor inicial (1), (4) tiene una solución única en L 

Demostración, Se escoge cualquier solución general (3) de (1) en /, la cual existe por 
el teorema 2. Entonces el teorema 2 de la sección 3.1 implica que el problema con 
valor inicial para la ecuación homogénea (2) con condiciones iniciales 

yc* 0 ) = *o - V*o>’ ■ • ■. y <n_1) (V = K n -1 - yp n_1) (*o) 

tiene una solución única/( jc) en /. Por tanto X*) + y¿L x ) es una solución de (1) 

en /, la cual satisface las condiciones iniciales (4); es decir, y(x) es la solución busca¬ 
da, y el teorema queda demostrado. I 

La discusión indica que para resolver (1) o problemas con valor inicial para (1) se 
necesitan métodos para obtener soluciones particulares^ de (1). Tales métodos se 
considerarán y aplicarán a ejemplos típicos en las dos secciones siguientes. 


3.4 MÉTODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS 

Como para las ecuaciones lineales de segundo orden, con el método de coeficientes 
indeterminados se obtienen soluciones particulares^ de la ecuación con coeficientes 
constantes 


( 1 ) 


/ n) + an-i /" -0 + • • • + a^' + = r(x). 


En este método, el rango de aplicación [a funciones /*(*) cuyas derivadas tienen for¬ 
mas similares a la propia r( x)] y los detalles técnicos de los cálculos siguen siendo los 
mismos que para n - 2 en la sección 2.9. 

La única diferencia menor se refiere a la regla de modificación y surge del hecho 
de que mientras que para n = 2 la ecuación característica de la ecuación homogénea 
únicamente puede tener raíces simples o dobles, la ecuación característica de la ecuación 
homogénea presente 

(2) y (n) 4* a n _ 1 y (n ~ l) + • ■ • + a x y f + a 0 y = 0 

puede tener raíces múltiples de órdenes mayores (< n). Se obtienen así: 

Reglas para el método de coeficientes indeterminados 

(A) Regla básica, como en la sección 2.9 con la tabla 3.1 (que es igual a la tabla 2.1 
de la sección 2.9). 

(B) Regla de modificación. Si un término de la conjetura de y p es una solución de la 
ecuación homogénea (2), entonces multiplicar yJ(x) por x k , donde k es el menor ente¬ 
ro positivo tal que ningún término de x k y p (x) es una solución de (2). 

(C) Regla de la suma, como en la sección 2.9. 
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Término en r(x) 

Elección de y p 

Ice 730 

kx n (rt = 0, 1, ■ •) 

k eos <ox 
k sen <ox 

ke aX eos <ox 
ke ax sen ove 

Cey* 

C n x n + C n _ 1 x n 1 + * * * + C Y x + C 0 

J K eos ove + M sen otx 

| e ax (K eos <úx + M sen <ox) 


Tabla 3.1. Método de coeficientes indeterminados. 


Por tanto, para un problema con valor inicial tienen que realizarse tres pasos: 

Primer paso . Encontrar una solución general de la ecuación homogénea (2). 
Segundo paso . Verificar si debe aplicarse la regla de modificación, y después deter¬ 
minar una solución particular y p (x) de (1). 

Tercer paso . Encontrar la solución particular de (1) que satisface las condiciones 

iniciales dadas. 


EJEMPLO 1 

Resolver 

y IV _ y _ 4 .5^-2*. 

Solución. Primer paso. La ecuación característica X 4 - 1 = 0 tiene las raíces ±1 y ±i. Por tanto, una 
solución general es 

y h = c x e x + c 2 e~ x + c 2 <?“ + c t e~ a 


o 

y h = Cl e x + c 2 e~ x + A eos x + B sen*. 

Segundo paso. No es necesaria la regla de modificación. A partir d cy p = Ce~ 2x por sustitución se obtiene 

(-2) 4 0 _2x - Ce~ 2x = 4.5e~ 2x . 

Se obtiene así C = 0.3. Respuesta: 

y - y h + -y p = Cie x + c 2 e~ x + A eos jc + B sen x + 0.3e -2x . I 

EJEMPLO 2 Regla de modificación 

Considérese 

( 3 ) y m ~ 3/ + 3/ - y = 30e* 

Encontrar una solución general. 

Solución. Primer paso. La ecuación característica X 1 - 3X 2 + 3X, - 1 = 0 tiene una raíz triple, X= 1. Por 
tanto, una solución general es 

y h = Cye x + c 2 xe x + c^c 2 e x . 














MÉTODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS . 175 

Segundo paso. Al probar y = Ce* se obtiene C - 3C + 3C - C — 30, que no tiene solución. Se prueban 
Cxe* y Ge*e\ La regla de modificación requiere 

y p = c*V. 

Por tanto y’ p = CU 3 + lx 2 )e z , 

y" = C(x 3 + 6x 2 + 6x)e z , 
y'" = C( x 3 + 9x 2 + 18* + 6)e*. 

Al sustituir estas expresiones en (3) y omitir el factor común e* se obtiene 

(jc 3 + 9x 2 + I8jt + 6)C - 3(jt 3 + 6x 2 + 6x)C + 3(jc 3 + 3j r 2 )C - x 3 C = 30. 

Los términos lineales, cuadráticos y cúbicos se cancelan y 6 C = 30. Por tanto, C = 5. Respuesta: 

y = y>i + >p = < c i + C 2 X + c 3 x2 )e x + 5x 3 e*. I 


EJEMPLO 3 Un problema con valor Inicial 

Resolver el problema con valor inicial 

y m - 2y" - y' + 2y = 2x 2 - 6jc + 4, y(0) = 5, y'(0) = -5, y"<0) - 1. 

Solución. Una solución general de la ecuación homogénea esy A = c x e x + c 2 e* + c,e 2x ; ver el ejemplo 1 de 
la sección 3.2. Se necesita una solución y p . La forma del segundo miembro sugiere que se pruebe 

y p = Kx 2 + Mx + N. Por tanto y p = 2Kx + A/, y" = 2 K, y'” = 0. 

Al sustituir en la ecuación se obtiene 

-2-2 K - (2 Kx + M) + UKx 2 + Mx + N) = 2x 2 - 6x + 4. 

Al igualar las potencias iguales, 

2Kx 2 = 2jc 2 , (-2 K + 2M)x = -6jc, -4 K - M + 2N = 4. 

Por tanto, K = 1, M = -2, N = 3. Esto da la solución general 

y = yh + y p = c \ € ~ x + c % €% + c z e2x + * 2 - 2x + 3. 

Para determinar las constantes a partir de las condiciones iniciales se necesitan también las derivadas 

y' - ~c x e~ x + c 2 e x + 2 c 3 e 2x + 2x - 2, 

y" = c 1 e~ x + c 2 e x + 4c 3 e 2x + 2. 

Al hacer jc = 0 y usar las condiciones iniciales se obtiene 


(a) 

y( 0) = 

C 1 + c 2 + c 3 + ^ = 

5, 

(b) 

y'( 0) = 

~ c \ + c 2 2 c 3 “ 2 — 

-5, 

(c) 

y"( 0) = 

Cj + c 2 + 4c 3 + 2 = 

1 . 


(a) más (b) da 2c 2 + 3c, = -1, y (c) menos (a) da 3c, = -3. Por tanto, c 3 = -1, c, = 1 y c, = 2 a partir de (a). 
La respuesta es 


y = 2e~ x + e x — e 2x + x 2 — 2x + 3. 


I 
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Problemas de la sección 3.4 

Encontrar una solución general. 

1. y'" + 2y" - y’ - 2y = \2e ix 

2. y" + 3y' - 4y = —13.6 sen* 

3. y'" - y’ = 10 eos 2* 

4. y IV - 5y" + 4y = 80c 3 * 

5. y'" - 3y" + 3y' - y = I2e x 

6. y"' + 2y" - y' - 2y = 1 - 4* 3 

7. y'" + 3y" + 3/ + y = 16c* + * + 3 

8. y'" + 5y" + 7y' - 13y = -48 eos * - 36 sen* 

Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

9. y IV - 5y" + 4y = 10 eos *, y(0) = 2, y'(0) = 0, y"(0) = 0, y"'(0) = 0 

10. y'" - y" - 4y' + 4y = 6e~*, y(0) = 2. y'(0) = 3, y"(0) = -1 

11. y IV + y'" - 2y" = -4* 2 + 18, y(l) = -3/2,y'(l) = -lO^.y^l) = -2, 
y'"(l) = 6 

12. y'" - 4y' = lOcos* + 5 sen*, y(0) = 3, y'(0) = -2, y"(0) = -1 

13. y'" + y" - 2y = 2* 2 + 2*, y(0) = -1, y'(0) = 0, y"(0) = -4 

14. y'" + 3y" - y' - 3y = 21^ + 3* + 1, y(0) = -7, y'(0) = -4, 

y"(0) = -9 

15. y IV + lOy" + 9y = 2 senh *, y(0) = 0, y'(0) = 4.1, y"(0) = 0, 

y"'(0) = -27.9 


3.5 MÉTODO DE VARIACIÓN DE PARÁMETROS 

El método de variación de parámetros es un procedimiento para encontrar solucio¬ 
nes particulares y p de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de «-ésimo 
orden 

(1) y (n) + p n _ 1 (x)y (n ~ 1) + • • • + p,(*)y' + p 0 (*)y = r(*). 

Se aplica a cualquier ecuación (1) con coeficientes continuos y segundo miembro r(x) 
en algún intervalo abierto /, pero es más complicado que el método especial de la 
sección anterior. (Se explicó pára ecuaciones de segundo orden en la sección 2.10.) 
Con el método se obtiene una solución particular^ de (1) en / de la forma 



( 2 ) 










MÉTODO DE VARIACIÓN DE RARÁMETROS 177 

Aquí • • ■ ,y m es una base de soluciones de la ecuación homogénea 

(3) y (n) + p n _ 1 (x)y (n ~ l) + • • • + p^x)y' + p 0 (x)y = 0 

en /, con wronskiano W, y W. (j = 1, • • ■, n) se obtiene a partir de W sustituyendo la j- 
ésima columna de W por la columna [0 0 • ■ • 0 1 ]. 

Por tanto, cuando n = 2, 


y i y 2 

y¡ y 2 i 


y i o 

~y 2 > w 2 = ; =y r 
yi 1 


y se ve que (2) se hace idéntica a (2) de la sección 2.10. 

Además, la idea de la demostración de la sección 2.10 se generaliza para n arbitra¬ 
ria, de la siguiente manera. 

Se escribe (3) como L\y ] = 0. En una solución general de (3), 


y - t + * * * + c n y n 

se sustituyen las constantes (los “parámetros”) por las funciones , u n (x) por 

determinarse de tal modo que 

(4) y p = u x y x + • • • + u n y n 

se vuelve una solución de (1) en /. Esta es una condición sobre n funciones arbitrarias 
«■ y al parecer es plausible que sea posible imponer n - 1 condiciones más. A fin de 
simplificar los cálculos, estas últimas condiciones se escogen de tal modo que en y 
y p ’\ * * * desaparezcan tantas derivadas de las u. como sea posible. Por tanto, por (4), 

y¡> = < u i?í + • • • + u n y' n ) + ( u[ yi + • • ■ + u' n y n ), 

y se escoge como primera de las n - 1 condiciones 

< 5/1 ) «í^i + • • • + u' n y n = 0. 

Al derivar las expresiones que quedan, se obtiene 

yl = («iy"i + • • • + «„30 + («í^í + • • • + u' n y' n ) 


y se impone como segunda condición 


(5/2) 


U[y[ + ••• + «>; = 0 , 
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y así sucesivamente hasta llegar a 

yín-i) = + ■ • • + U n y ( £- l) ) + («[y i” _2) + • • • + u' n y%- 2) ) 

y se impone como la última de las n - 1 condiciones 

(5/n-l) u[yf- 2) + • • • + u n y^- 2) = 0. 

Las expresiones de las derivadas, según se reducen por estas condiciones, son 

(6) yf = u x yf + ■■■ + uy¿\ y = i,.... ,ii - 1. 
Al derivar la última de estas expresiones se obtiene 

(7) y(n) = {Ui y(n) + . . . + u n y™) + (wí>f _1) + • • • + «>ÍT -1) )- 

Como la w-ésima condición se pide que^ sea una solución de (1); al sustituir (6), (5) 
y (4) en (1) se obtiene 

(«jyf +■•■• + U n yf) + + • • • + 

(8) + P n .¿u 1 yf- 1) + ■ ■ • + «„4 n_1) ) 

+ • • • + + ■ ■ • + u n yJ = r (*>- 

Agrupando los términos en u , luego en u 2 , etc., se obtiene u x L\y^ = 0, después « ; ¿[y 2 ] 
= 0, etc., ya quey,,- • • ,y n son soluciones de (2). Por tanto (8) se reduce a 

(8*) + • • ' + «ñ4 n-1> = '• 

Las condiciones (5/1), (5/2), • • •, (5/n - 1), (8*) forman un sistema de n ecuaciones 
para las funciones desconocidas a,', ■ • •, u\ 

y A + • • • + y n «ñ = 0 

y'Ax + • • • + y'n u n = 0 

y( n - 2 >«; + ... + y<r _2) «ñ = 0 

y { r 1)u 'l + . . . + “X = r. 

El determinante de los coeficientes del sistema es el wronskiano W, el cual es diferen¬ 
te de cero ya que^, • ■ ■, y n es una base de soluciones de (2). Por la regla de Cramer 
(sección 7.9) se obtienen para u x \ * ■ *, u n ' los integrandos de (2), y al integrar y susti¬ 
tuir en (4) se obtiene (2) terminándose así la derivación. I 
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EJEMPLO 1 Variación de parámetros 

Resolver la ecuación no homogénea de Euler-Cauchy 

a 3 v'" - 3 x 2 y" + 6ay' - 6y = x 4 Ir/ x (a > 0). 

Solución. Primer paso. Solución general. De la sustitución de y = ,r m y las derivadas y la supresión del 
factor xr se obtiene 


m(m - I )(m - 2) - 3 m(m - I) + 6/n - 6 = 0. 
Las raíces son 1,2, 3, que dan como base de la ecuación homogénea 

>T = - v 2 = Jf2 ’ - v 3 = -* 3 - 


Segundo paso. Determinantes necesarios en (2). Estos son 



A A 2 

A 3 



w = 

1 2a 

3a 2 

= 2x 3 , 

Wi = 


0 2 

6a 




A 2 


2a 

3* 2 

2 

6a 


x 0 x 3 


X X 2 0 


W, 


1 0 3a 2 
0 I 6a 


-2a 3 , 



2a 0 

2 I 


A 


2 


Tercer paso. Integración. En (2) también se necesita el segundo miembro r(x) de la ecuación en cuestión 
en la forma estándar, la cual se obtiene dividiendo la ecuación dada entre a 1 (el coeficiente de a'"); se 
obtiene así r(A) = (A 4 In x)/x' = a In a . A partir de esta expresión y de (2), 


y p = x J — a ln a dx 


2 j A ln A tlx + A 3 


/ 


— a In a dx 
2a 


A 

2 




+ — (a In a - a). 


Al simplificar se llega a la respuesta 



U 

6 


■) 


Problemas de la sección 3.5 

Encontrar una solución general. 

1. y'" - 3y' + 3y' - y = x V2 e x 

2. y'" - 6y" + 12y' -8y — V2x e 2x 

3. y” - 6y" + 1 ly' - 6y = é^sen* 

4. y'" - y' = cosh x 

5. y'" + y' = sec x 

6. Jt 3 y"' - 3 A 2 y" + 6xy' - 6y = a 4 senh x 

7. Ay'" + 3y" = e* 

8. A 3 y"' + A 2 y" - 2Ay' + 2y = a 3 In a 

9. A 3 y"' + A 2 y" - 2Ay' + 2y = a~ 2 
10. 4A 3 y"' + 3Ay' - 3y - 4 a 11/2 


I 
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Cuestionario y problemas de repaso dei capítulo 3 


1. ¿Cuál es el principio de superposición o linealidad? ¿Para qué ecuaciones de n-c simo 
orden es válido? 


2. Hacer una lista de otros teoremas que sean generalizaciones de ecuaciones diferenciales 
de segundo orden a las de /i-ésimo orden. 

3. ¿Bajo qué condiciones (suficientes) son válidos esos teoremas? 

4. ¿Cómo se definen la independencia y la dependencia lineal de n funciones? ¿Por qué son 
importantes estos conceptos en este capítulo? 

5. ¿Qué forma tiene una solución general de una ecuación diferencial homogénea? ¿De una 
ecuación no homogénea? 

6. ¿Qué forma presenta un problema con valor inicial para una ecuación diferencial de 
w-ésimo orden? 

7. ¿Qué es el wronskiano? ¿Qué papel desempeña en este capítulo? 

8. Describir de memoria, lo mejor que el estudiante pueda recordar, la idea y algunos deta¬ 
lles del método de variación de parámetros 

9. Discutir las ventajas y desventajas de los dos métodos estudiados para encontrar solucio¬ 
nes particulares. 

10. ¿Cuál es la regla de modificación y cuándo se necesitó? 


Encontrar una solución general. 

11. y m - - y + y = 0 

12. y IV + 20y" + 64y = 0 

13. ¿Y" + 3*y" + 0.75?' = 0 

14. y IV + 4y = 0 

15. (jc 2 D 3 - 3jc D 2 + 3 D)y = 0 

16. (D 3 - ID 2 — D + 2)y = 8 jc 3 

17. (£> 4 - l)y = 30e 2x - jc 2 

18. (D 3 + 3D 2 + 3D + l)y = 4 senx 

19. (D 4 — 5D 2 + 4)y = 40 eos 2 jc 

20. (£> 3 - D)y = senh x 

Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 

21. y'" - y' = 0, y(0) - 3.4, /(0) = -5.4, y"(0) = -0.6 

22. y IV + 3y" - 4y = 0, y(0) = 0, y'(0) = -20, y"(0) = 0, y"'(0) = 80 

23. y'" - / - y' + y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 1, y"(0) = 0 

24. 4x 2 y m + \2xy" + 3y' = 0, y(l) = 0, y'(l) = 1.5, y"(l) = -1.75 

25. (D 3 - 3D + 2)y - 0, y(0) = 1, y'(0) = 2, y"(0) = 3 

26. (D 3 - D)y = coshjc, y(0) = 5, y'(0) = -1.25, y"(0) = 3 

27. (jc 3 D 3 - 3jc 2 D 2 + 6jc D - 6)y = 12JT 1 , y(l) = 2.5, y'(l) = 6.5, 

/(!) = 5 

28. (D 3 + 3D 2 + 3D + 1) - 4 senx, y(0) = 0, y'(0) = -2, y"(0) = 4 

29. (D 3 - 3Í> 2 + 3 D - 1 )y = 0, y(0) - 2, y'(0) = 2, y"(0) = 10 

30. (x 3 D 3 + x 2 D 2 - 2xD + 2)y = jc 3 ln jc, y(l) = 25/32, y'(l) = 47/32, 
y"(l) - 21/16 
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Resumen del capítulo 3 

Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior 

Compararlo con el resumen del capítulo 2 (el caso n = 2). 


Una ecuación diferencial lineal homogénea de /i-ésimo orden es aquella que 
puede escribirse en la “forma estándar *’ (sección 3.1) 

(1) y (n) + p n _ 1 (.r)y (n “ 1) + * * * 4- p x (x)y f + p 0 (x)y = 0 

con yf ñ> = ctyldx* como primer término. Posee la muy importante propiedad de 
que una combinación lineal de soluciones es también una solución (principio 
de superposición o principio de linealidad, sección 3.1). Una base de solu¬ 
ciones de (1) se compone de n soluciones linealmente independientes y v * • • ,y m 
de (1). La solución general correspondiente es una combinación lineal 

y = Cjyj + ■ • • + c n y n (c v • * ■ , c n constantes arbitrarias). 

A partir de ella se obtiene una solución particular si se eligen n números para 
c ¡9 • • *, c n , por ejemplo, imponiendo n condiciones iniciales 

(2) y{x 0 ) = K 0 , y'(x 0 ) = K v • • • , = K n _ x 

(x Q , K 0 , • * * , K n , dadas). Las ecuaciones (1), (2) constituyen un problema con 
valor inicial para (1). Si p 0 , • • *, p n , son continuas en algún intervalo abierto 
/ yjc 0 está en /, entonces (1) tiene una solución general y (1), (2) tienen una 
solución única en /, que es una solución particular. Por tanto, (1) y la ecuación 
diferencial lineal no homogénea 

(3) y ín) + P n _ x (x)y in - l) + ■ • • + P x (x)y' + P 0 {x)y = r(x) 

(con r(x) continua en I) no tienen soluciones singulares. Una solución general 
de (3) es de la forma 


y = y h + y v ( Sec - 3 - 3 >» 

donde y h es una solución general de (1) y y p es una solución particular de (3). 
Remitirse a las secciones 3.4 y 3.5 para dos métodos para determinar y p . 

En el caso de coeficientes constantes (3) se escribe como 

y (n) + a n _!:y (n-1) + • • • + ay + a 0 y = r(x) 

al igual que (1), la cual puede resolverse entonces en términos de funciones 
exponenciales, seno y coseno (sección 3.2). En contraste, las ecuaciones (1) 
con coeficientes variables por lo general tienen funciones superiores como so¬ 
luciones, según se verá en el capítulo 5. 

























Capítulo 

4 

Sistemas de ecuaciones 
diferenciales. Plano fase, 
estabilidad 


Los sistemas de ecuaciones diferenciales se presentan en diversos problemas 
prácticos (ver las secciones 4.1 y 4.5) y su teoría (descrita en la sección 4.2) 
incluye la de las ecuaciones sencillas. Los sistemas lineales (secciones 4.3,4.4, 
4.6) se abordan de manera más conveniente mediante el uso de matrices y 
vectores, de los cuales, sin embargo, sólo se necesitarán aquí conocimientos 
elementales (sección 4.0). Además de la resolución de sistemas lineales de 
ecuaciones diferenciales (secciones 4.3,4.6), se presenta el eficaz método para 
discutir el comportamiento general de las soluciones en el plano fase (sección 
4.4). Esto se relaciona asimismo con la estabilidad, concepto que es de impor¬ 
tancia creciente en las ciencias de la ingeniería (por ejemplo, en teoría de con¬ 
trol). Esto significa que, hablando en términos generales, cambios pequeños de 
un sistema físico en algún instante producen tan sólo cambios pequeños en el 
comportamiento del sistema en todos los tiempos posteriores. Los métodos del 
plano fase pueden generalizarse a sistemas no lineales (sección 4.5), para los 
que son particularmente importantes. 

Prerrequisitos para este capítulo: Secciones 1.7-1.11, capítulo 2. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte A. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


4.0 INTRODUCCIÓN: VECTORES, MATRICES 

En la discusión de los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales se usarán matrices 
y vectores a fin de simplificar las fórmulas y así clarificar las ¡deas. Para ello se 
requiere conocer algunos hechos bastante elementales que probablemente estarán al 
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alcance de la mayoría de los estudiantes, quienes pueden pasar de inmediato a la 
sección 4.1 y usar esta sección como referencia en caso necesario. (El tratamiento 
completo de las matrices en el capítulo 7 no se necesitará en este capítulo.) 

La mayoría de los sistemas lineales constarán de dos ecuaciones en dos funciones 
desconocidas >>,(/), de Ia forma 


yi = a nyi + a n y 2 , 

y'z = «21*1 + a 22^2 


por ejemplo, 


?í = -5yj + 2y 2 

y 2 = 13 yi + 2^2 


(probablemente con una función adicional conocida en cada ecuación de la derecha). 
En la sección 4.2 se discutirán brevemente sistemas de n ecuaciones en n funciones 
desconocidas ■ • •, yj¿) de la forma 

¿i = «n^i + “^2 + • • • + a ln y n 
™ yí = «81^1 + + • • ■ + a 2n y n 


)'n = Vl + V 2 + '" + Vn' 

Algunas definiciones y términos 

En (1) los coeficientes (constantes o variables) forman una matriz A de 2 x 2, es 
decir, un arreglo 


(3) A - [a jk ] = 


Ü 11 a l2 


a 21 a 22 


por ejemplo, A = 


>3 h 


De manera similar, los coeficientes de (2) forman una matriz de n x n 


'n 

ü 12 


°1 n 

21 

a 22 

* * * 

a 2n 

r 

ni 

a n2 

. . . 

a nn 


A = [a jk ] = 


A °n» a U ' ’ '' se les llama elementos; las líneas horizontales reciben el nombre de 
renglones o vectores renglón y las líneas verticales columnas o vectores columna. 
Por tanto, en (3) el primer renglón es [o n aj, el segundo renglón es [a 2t aj y la 
primera y segunda columnas son 


y 
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En la “ notación de subíndice doble ” para los elementos, el primer subíndice denota 
el renglón y el segundo la columna en la que se encuentra el elemento. Se aplica lo 
mismo en (4). La diagonal principal es la diagonal a u a 22 • • • a m en (4) y, por 
consiguiente, a n a 22 en (3). “ 

Se necesitarán también vectores. Un vector columna x con n componentes*,, • • • ,* B es 



De manera similar, un vector renglón v es de la forma 

v = [Oj • - ■ o n ], por tanto si n = 2, v = [üj 


Cálculos con matrices y vectores 

Igualdad. Dos matrices son iguales si y sólo si ambas son de n x n y los elementos 
correspondientes son iguales. Por tanto, para n = 2, 

b 12 
b 22_ 

si y sólo si 

a n = ^11» a l2 = ^12 

a 2\ = ^2V a 22 = ^ 22 - 

Dos vectores son iguales si y sólo si ambos tienen n componentes y las componentes 
correspondientes son iguales. Por tanto, para n = 2, 

v i = x i 

si y sólo si 

i> 2 = x 2 . 




La adición se efectúa sumando los elementos (o las componentes) correspondientes; 
aquí, ambas matrices deben ser de « x n y ambos vectores deben tener el mismo 
número de componentes. Por tanto, para n = 2, 



ü i + V 

v 2 + x 2_ 


(5) A + B = 


a 21 + b 21 


a 22 b 22 


V H- X = 
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La multiplicación escalar (multiplicación por un número c ) se efectúa multiplicando 
cada elemento (o componente) por c. Por ejemplo, si 



9 

3 _ 


-63 

-2l" 

A = 

-2 

0_ 

, entonces — 7A = 

14 

0 . 



" 0 . 4 " 


4 

V = 


, entonces lOv = 



_—13_ 


- !3° 


Multiplicación de matrices. El producto C = AB (en este orden) de dos matrices 
A = [a. A ] y B = [A.J de n x n es la matriz C = [crj denxn con elementos 


j = 1 , ■ ■ ■ , n 
k = 1, • • • , n. 


es decir, se multiplica cada elemento dély'-ésimo renglón de A por el elemento corres¬ 
pondiente de la A-ésima columna de B y después se suman estos n productos. Se 
acostumbra decir que ésta es una “multiplicación de los renglones en las columnas”. 
Por ejemplo, 


9 3" 


‘l -4 _ 


9 1+3-2 

9 • (-4) + 3-5" 

-2 0_ 


.2 5_ 


-21+0-2 

(-2) • (-4) + 0 • 5_ 


15 -21 

-2 8 


( 6 ) 



¡Atención! La multiplicación de matrices no es conmutativa , AB * BA en general. 
En el ejemplo anterior, 


"l -4 


9 3~ 


'l - 9 + (-4)-(-2) 

1 • 3 + (-4) • 0" 

.2 


-2 0_ 


2-9 + 5- (-2) 

2 • 3 + 5 • 0 


17 3 
8 6 


La multiplicación de una matriz A de n x n por un vector x con n componentes se 

define por la misma regla: v = Ax es el vector con las n componentes 

* 

n 

v j = 2 a jm x m 

m= 1 


j = 1, • • • . n. 
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Por ejemplo, 


f3 

_i 


~ x \ 


\2x 1 4- 7* 2 

i — 

i 

00 

t_ 


_ X 2_ 


-8*j + 3 jc 2 


Derivación. La derivada de una matriz (o vector) con elementos (o componentes) 
variables se obtiene derivando cada elemento (o componente). Por tanto, si 


y (0 = 



~e~ 2t ~ 

= 



_y 2 (0_ 


sen t 


entonces y'(r) 


* /—N 

1_ 


1 

N) 

_1 

Lyfrl 


eos t J 


La transposición es la operación de escribir las columnas como renglones y vicever¬ 
sa, y se indica por T. Por tanto, la transpuesta A T de la matriz de 3 x 3 


A = 


’«n 

a 12 

«13 


"4 

0 

-8" 

«21 

«22 

«23 

.= 

1 

-6 

7 

_ a 31 

«32 

«33_ 


9 

9 

5 


es 


A T = 


'«a 

«21 

«31' 


4 

1 

9 

«12 

«22 

«32 

= 

0 

-6 

9 

_«13 

«23 

«33_ 


-8 

7 

5 


La transpuesta de un vector columna, por ejemplo, 


v = 


, es un vector renglón, v T = [t?j ¿? 2 ], 


y viceversa. 

NOTA Usando multiplicación y derivación de matrices, ahora (1) puede escribirse 
como 


~y'i 

= Ay = 

'«ii 

«12 


Vi" 

t 

'-5 

2 


V 






,e.g., y = 

13 

i 


UJ 


_«21 

«22 _ 


_y 2 _ 



y*. 


al igual que para (2) por medio de una matriz A de n x n y un vector columna y con n 
componentes, a saber, y* = Ay. La ecuación vectorial (7) es equivalente a dos ecuaciones 
de las componentes, y éstas son precisamente las dos ecuaciones de (1). 
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Independencia lineal. A r vectores dados v (1) , • • ■, v< r) con n componentes se les llama 
conjunto linealmente independiente o, abreviando, linealmente independientes, si 

(8) c 1 v a) + * • ■ + c r v (r) = 0 

implica que todos los escalares c v ■ • • , c r deben ser cero; aquí, 0 denota el vector 
cero, cuyas n componentes son todas cero. Si (8) también es válida para escalares que 
no sean todos cero, entonces a estos vectores se les llama conjunto linealmente de¬ 
pendiente o, abreviando, linealmente dependientes. 

Inversa de una matriz. La matriz unitaria I de n x n es la matriz de n x n con' 
diagonal principal 1,1, • • *, 1 y todos los demás elementos cero. Si para una matriz A 
de n x n existe una matriz B de n X n tal que AB = BA = I, entonces a A se le llama no 
singular y a B se le llama la inversa de A y se denota por A *; por tanto, 

(9) AA“ X - A -1 A = I. 

Si A no tiene inversa, recibe el nombre de singular. Para n = 2, 

a 22 ~ a i2 

y 

~ a 2 i a n 


( 10 ) 


A" 1 - 


1 


det A 


donde el determinante de A es 


(ID 


det A = 


ti 


a 


21 


a 12 

a 22 


fl ll ÍZ 22 a l2 a 2V 


(Para n general, ver la sección 7.8, pero este caso no se necesitará en este capítulo.) 


Eigenvalores, eigenvectores 


Sea A = [aj una matriz dada. Considérese la ecuación 


( 12 ) 



donde X es un escalar (un número real o complejo) por determinarse y x es un vector 
también por determinarse. Ahora bien, para toda X , una solución es x = 0. A un escalar 
X tal que (12) sea válida para algún vector x * 0 se le llama eigenvalor de A y a este 
vector se le llama eigenvector de A correspondiente a este eigenvalor X. Puede escri¬ 
birse (12) como Ax - A.x = 0 o 


(13) 


(A - AI)x = 0. 


Estas son n ecuaciones algebraicas lineales en las n incógnitas x x , •••,*„ (las compo¬ 
nentes de x) y para que estas ecuaciones tengan una solución x * 0, la matriz A - Al de 
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sus coeficientes debe ser singular, lo cual se demuestra como un hecho básico en el 
álgebra lineal (sección 7.6). En este capítulo este hecho sólo se necesita para n = 2. 
Entonces (13) es 



en forma de componentes. 


(14*) 


( fl ll ” + ^12*2 ® 

021*1 + < a 22 " A ^*2 = °' 


Ahora A - XI es singular si y sólo si su determinante det (A - XI), llamado el determi¬ 
nante característico de A, es cero: 

a n - A a 
a 21 a 22 

(15) = (a n - AKa^ - A) - a n a 21 

= A^ — (fljj + a ll fl 22 _ a V2 a 2\ = 

Esta ecuación cuadrática recibe el nombre de ecuación característica de A. Sus so¬ 
luciones son los eigenvalores X, y X 2 de A. Primero se determinan éstas, después a 
partir de (14*) con X = X, se determina un eigenvector x (l) de A correspondiente a X, 
y después a partir de (14*) con X = X 2 un eigenvector x (2) de A correspondiente a X 2 . 
Nótese que si x es un eigenvector de A, también lo es kx para cualquier k * 0. 


det (A - AI) = 


12 

- A 


EJEMPL01 Problema de eigenvalor 

Encontrar los eigenvalores y eigenvectores de 



Solución. La ecuación característica es 


-5 - A 2 

det (A - AI) = = A 2 + 7A + 6 = 0. 

2 -2 - A 

Sus soluciones son A, = -1 y A, = -6. Para A = A, = -1 por (14*) se obtiene 

-4xj + 2 jc 2 = 0 
2jcj - x 2 = 0. 
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Una solución de la primera ecuación es x y = 1, * 2 = 2. La segunda ecuación da el mismo resultado. (¿Por 
qué?) Por tanto un eigenvector que corresponde a X, = -1 es 


(17) 


X (D = 


2 


De manera similar, x í2) = 


2 

1 


es un eigenvector de A correspondiente a = -6, el mismo resultado que se obtuvo usando (14*) conA, = A^. I 


EJEMPLOS INTRODUCTORIOS 

Se empieza ilustrando con algunos ejemplos típicos que los sistemas de ecuaciones 
diferenciales tienen varias aplicaciones y que una ecuación de orden superior siempre 
puede reducirse a un sistema de primer orden. Esto explica la importancia práctica de 
estos sistemas. 

Masas oscilatorias en resortes 

Por la sección 2.5 se sabe que los movimientos libres sin amortiguamiento de una masa en un resorte 
elástico están gobernados por my " + ky = 0 o 


n , 

my - ~ky 

donde y =></) es el desplazamiento de la masa. Por los mismos argumentos, para las dos masas en los dos 
resortes de la figura 57 se obtiene el sistema lineal homogéneo 

( 1) m \y"i = -*l*i + *2<>2 “ ?i> 

"* 2*2 * -* 2<>2 “ ? 1 > 

para los desplazamientos desconocidos^, = y { {t) de la primera masa m, y y 2 = y 2 (t) de la segunda masa 
Las fuerzas que actúan sobre la primera masa dan la primera ecuación y las fuerzas que actúan sobre la 
segunda masa dan la segunda ecuación. Ahora en la figura 57 w, = « 2 = 1, A, = 3 y * 2 = 2, por lo que al 
ordenar se obtiene 


3*1 = -&! + 2j> 2 

y'í = 2v, - 2 y 2 



Sistema Sistema 

equilibrio movimiento 

estático 


Figura 57. Sistema mecánico del ejemplo 1. 
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o, escribiéndola como una sola ecuación vectorial. 


“ <r 

y \ 


‘-5 2 ~ 

>1 



2 -2 

_ y 2_ 


Como en el caso de una sola ecuación, se prueba una función exponencial de t, 
y = xe wí . Entonces y" = a> 2 xc wí = Axe" É . 
Después, escribiendo cai t = k y dividiendo por e", se obtiene 

Ax = Ax. 

Los eigenvalores y eigenvectores son (ver ejemplo 1, sección 5.0) 



Puesto que (ú = Jk y ~ ±r y J-6 ~ Vó , se obtiene 

y = + c 2 e~ tí ) + x«>(í- 3 é ,V§t + c 4< -- iVSt ) 

o, por (7) de la sección 2.3, 

y = <i 1 x <1) eos t + bjX 41 * sen t + « 2 x í2) cos + b 2 x<2) sen ^6f 

donde a x =c x + c 2 , ó, « /(c, - c 2 ), a 2 = c y + c 4 , ó 2 = i(c } - c 4 ). Estas cuatro constantes arbitrarias pueden 

especificarse con cuatro condiciones iniciales. En forma decomponentes, esta solución es 

Vi = a l cos t + ¿>i senf + 2a 2 eos V6f + 2 b 2 sen Vó/ 

V 2 - 2^! cos / + 2b l sen / - a 2 cos ^6* “ ^2 sen Vór. • 


EJEMPLO 2 Modelo de una red eléctrica 

Encontrar las corrientes /,(/) e /,(/) en la red ilustrada en la figura 58, suponiendo que todas las cargas y 
comentes son cero cuando el interruptor está cerrado en / = 0. 

Solución. Primer paso. Establecimiento del modelo matemático. El modelo matemático de esta red se 
obtiene de la ley del voltaje de Kirchhoff, como en las secciones 1.8 y 2.12 (donde se consideraron 
circuitos sencillos). Del circuito izquierdo se obtiene 

/; + 4(/j - l 2 ) = 12 
o 

(3a) — -4/j + 4/ 2 + 12, 


L = 1 Interruptor C = faradios 



Figura 58. Red eléctrica del ejemplo 2. 
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donde /, es la corriente en el cirtuito izquierdo e l 2 es la corriente en el circuito derecho y 4(/, - I 2 ) es la 
caída de voltaje en el resistor debido a que /, e / 2 fluyen por el resistor en direcciones opuestas. De manera 
similar, para el circuito derecho se obtiene 

6 1 2 + 4(/ 2 - /j) + 4 j 1 2 di = 0 
o, derivando y dividiendo entre 10, 


í 2 - 0.4/J + 0.4/ 2 = 0. 

Al sustituir -0.4/,' usando (3a) y al ordenar los términos, se obtiene 
(3b) r 2 = -1.6/j 4- 1.2/ 2 + 4.8. 


En forma matricial, (3) es (se escribe J porque I denota la matriz unitaria) 

(4) J' = AJ -l- g, donde J = 

Segundo paso. Resolución de (4). Este es un sistema lineal no homogéneo. Aún no se cuenta con algún 
método de solución, pero podría intentarse proceder como en el caso de una sola ecuación, al resolver 
primero el sistema homogéneo J' = AJ sustituyendo J - xé>"; se obtiene así 

j' = \xe Át = Axe Át , por tanto Ax = Ax. 

La ecuación característica 


'l 


-4.0 

4.0 


12.0 

. A = 



. 8 = 




-1.6 

1.2 


4.8 


-4 - A 
- 1.6 


4 


1.2 - A 


= A 2 + 2.8A + 1.6 = 0 


tiene las soluciones A, = -2, A 2 = -0.8. Para A, - -2 se obtiene 

(-4 + 2)x 1 + 4 jc 2 = 0, por ejemplo, jc 1 = 2, jc 2 - 1, por tanto x (1) = 
Para A, = -0.8 se obtiene 

(-4 + 0.8)jcj + 4jt 2 = 0, por ejemplo, x l =1, jc 2 = 0.8, por tanto x í2) = 


2 

1 


I 

0.8 


Por lo tanto, una “solución general” del sistema homogéneo es 

J h = CjX* 1 ^” 21 + c 2 x (2) e" a8í . 


Para obtener una solución particular de (4), como g es constante, podría probarse con un vector constante 
jt = a T = [a, a 2 ]. Entonces J p ' = 0 y por sustitución se obtiene Aa + g = 0; en forma de componentes, 

-4.0 a x + 4.0a 2 + 12.0 - 0 

— 1.6a j + I.2a 2 + 4.8 = 0. 

La solución es a = 3, a 2 = 0; por tanto, a T = [3 0]. En consecuencia, 

J - J h + J p = C|X a, e -2t + c^x^e* 0 * 81 + a; 


(5) 
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en forma de componentes. 


/ — 2c e~ 2t + c + 3 

11 2 

/ 2 = c^e~ 2t + 0.8c 2 f -08t . 

De las condiciones iniciales se obtiene 

/j( 0) = 2c j + c 2 + 3 = 0 
/ 2 (0) = Cj + 0.8 c 2 = 0. 

Por tanto, c, = -4 y c 2 = 5. Se observa que /,(/) -> 3 amperes cuando / -> mientras que /,(/) 0. ¿Por 

qué sería esto de esperarse prácticamente? I 

Las aplicaciones básicas representan una razón de la importancia de los sistemas 
de ecuaciones diferenciales. Otra razón resulta del hecho de que una ecuación dife¬ 
rencial de /7-ésimo orden 


(6) y (w) - FU, y, y', • ,jp (n ” 1) ) 

siempre puede reducirse a un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden 
haciendo 

(7) y x = y, y 2 = /> y 3 = » y w = >’ <n_1) - 


Entonces se obtiene de inmediato el sistema 


(8a) 


>i = y 2 

>2 = ^3 



n 


y por(6) 

< 8b > y'n = Fit, y v y 2 , ■ • • , y n ). 

Esta reducción es otra de las razones por las que uno se concentra generalmente en los 
sistemas de primer orden. A fin de obtener confianza, se considera un viejo conocido: 


EJEMPLO 3 Masa en un resorte 

Para 

y" + — y' + — y = 0 
m m 


(Sec. 2.5) 
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el sistema (8) es lineal y homogéneo. 


yi = ?2 


y 2 * 




Al hacer y T = [y, y 2 1, se llega a la forma matricial 


y = 


c 

m 


La ecuación característica es 


det (A - AI) = 


-A 


-- - — — A 

m m 


A 2 + £ A+ A = 0 


m 


m 


la cual concuerda con la ecuación característica de la sección 2.5. Como cálculo ilustrativo sencillo, 
suponer que m = 1, c — 2 y k = 0.75. Entonces A 2 + 2A + 0.75 - 0 y se obtienen los eigenvalores A, = -0.5, 
A^ = -l .5, y los eigenvectores son i 41 * = [2 -1] (de 0.5 jc, + x 2 = 0) y ti- 2 * = [1 -1.5] (de 1.5*, + x 2 ~ 0). Se 
llega así a la solución 


y = 



+ tv 



e~ 15t . 


La primera componente de esta ecuación vectorial es la solución esperada 

y = yi = 2c í e~ 05t + c 2 e“ 1 ' st 

y y 2 = y* resulta como debería. 


y 2 = 


,-0.5t _ 


\.5c 2 e- 


1.5í 


= yi- 


I 


De manera similar, muchos sistemas de ecuaciones diferenciales de orden supe¬ 
rior pueden reducirse a sistemas de primer orden. Así, en el ejemplo 1 puede obtenerse 
un sistema de esta clase haciendo y¡ = y^ y 4 - y 2 '; entonces y¡ - y” y y¡ = y”, de 
donde por (2*) 

Vi = *^3 

y 2 = y 4 

m 

>3 = - 5 yi ■+ 2 ?2 

y¡ = 2y a - 2y 2 . 
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Problemas de la sección 4.1 

1. Presentar los detalles de los cálculos del ejemplo 1 que llevaron de la solución general 
compleja a la solución general real. 

En el ejemplo 1, encontrar la solución particular que satisface las siguientes condiciones ini¬ 
ciales. 

2. _y,(0) = l,y 2 (0) = 2, velocidades iniciales cero 

3. Desplazamientos iniciales cero, jy,'(()) = 2, y 2 f (0) = 0 

4. v,(0) - 3, . V ;(0) - 0, y2(0) - 1, y¡( 0) = 0 

5. y,(0) = -2, y ;(0) = 8 Je , y 2 ( 0) = -4, y¡( 0) = -4j6 

En el ejemplo 2, encontrar las corrientes cuando 

6. /,(0) = 28, / 2 (0) = 14 

7. /,(0) = 9,/ 2 (0) = 0 

4.2 CONCEPTOS Y TEORÍA BÁSICOS 

En esta sección se discuten algunos conceptos y hechos básicos que son similares a 
los de las ecuaciones sencillas. 

Los sistemas de primer orden de la sección anterior eran casos especiales del sis¬ 
tema más general 



que incluye casi todos los casos de interés práctico. Cuando n = 1, esta expresión 
queda como y,' o, simplemente, como y f y\ fórmula bien conocida por 

el capítulo 1. 

Una solución de (1) en algún intervalo a < t < b es un conjunto de n funciones 
derivables 


y t = t ), 


en a < t < h que satisface (1) en este intervalo completo. 

Un problema con valor inicial para (1) se compone de (1) y n condiciones inicia¬ 
les dadas 

(2) ^(íq) ” ^1* ^2^0^ — ^2’ * ’ ~ ^Si 

donde t Q es un valor especificado de t en el intervalo considerado y K p * ■ •, K n son 
números dados. Las condiciones suficientes para la existencia y la unicidad de una 





196 


SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES. PLANO FASE, ESTABILIDAD 


solución de un problema con valor inicial (1), (2) se establecen en el siguiente teore¬ 
ma, el cual es una generalización de los teoremas de la sección 1.11 para una ecuación 
sencilla. (Para una demostración, ver la referencia [A4].) 


Teorema 1 (Teorema de existencia y unicidad) 

Seanf, " m f n en( 1) funciones continuas que tienen derivadas parciales continuas df/ 
dy p • • •, d f¿cty n , *, dfj<fy n , en algún dominio R del espacio tyy 2 "y n que contiene 
el punto (? 0 , K r * * * K n ). Entonces (1) tiene una solución en algún intervalo t 0 - a < t 
< t Q + a que satisface (2), y esta solución es única . 

Generalizando la noción de ecuación diferencial lineal, a (1) se le llama sistema 
lineal si es lineal eny v * es decir, si puede escribirse 


(3*) 


y[ = aníO)-! + • • • + a ln (t)y n + g¿t) 
y'n = a nl<0)-l + • • • + a nn (t)y n + g n (t). 


En forma vectorial esta expresión queda 

(3) y' = Ay + g 



~ a n 

• • • a iñ 


>i‘ 


V 

donde A = 

_ a nl 

a n n 

» y = 


8 = 

_#n_ 


Este sistema se llama homogéneo si g = 0, de tal modo que es 

(4) y' = Ay. 

Si g * 0, entonces (3) se llama no homogéneo. El ejemplo 1 de la sección anterior es 
homogéneo y el ejemplo 2 no homogéneo. 

Para un sistema lineal (3) el teorema de existencia y unicidad es más simple: 


Teorema 2 (Existencia y unicidad en el caso lineal) 

Sean las a Jk y las g j de (3) funciones continuas de t en un intervalo abierto a<t< j3 
que contiene al punto t = t Q . Entonces (3) tiene una solución y (t) en este intervalo que 
satisface (2), y esta solución es única. 

Como para una ecuación lineal homogénea sencilla se tiene 
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Teorema 3 (Principio do superposición o principio de lineslldad) 

Si /'> y y 2 > son soluciones del sistema lineal homogéneo (4) en algún intervalo, 
también lo es cualquier combinación lineal y = c^ l) + c 1 y ,í) . 

Demostración. Al derivar y usar (4), se obtiene 

y' = [ciy (1) + c 2 y (2) ]' 

= c-!y (1) ' + c 2 y®' 

= c- 1 Ay (1) + c 2 Ay (2) 

= A(fjy (1) + c 2 y (2) ) = Ay. I 

La teoría general de los sistemas lineales es muy similar a la de una ecuación 
lineal sencilla de las secciones 2.1,2.7 y 2.8. Para verlo, se explicarán los conceptos 
y los hechos más fundamentales, remitiendo al lector a textos más avanzados para las 
demostraciones, como la referencia [A4]. 

Se entiende por una base de soluciones del sistema homogéneo (4) en algún 
intervalo./ un conjunto linealmente independiente de n soluciones y* 0 , • • •, y*"’ de (4) 
en ese intervalo, y a la combinación lineal correspondiente 

(5) y = c xy (1) • • • + C n y (n) (c,, • • -, c, arbitrario) 

se le llama solución general de (4) en J, ya que esta y incluye a todas las soluciones 
de (4) en J, como puede demostrarse. Si las a/t) de (4) son continuas en J, entonces 
(4) tiene una base de soluciones en J. 

Además, el wronskiano de y<‘>, • • •, y<"> es el determinante 




y (i) 

y f 

. . . 

>’i n) 

(6) 

W(y (1 \ • • 

y® 

• , y (n) ) = 

y? 

. . . 

yin) 



y(l) 

J n 

y(2) 

J n 

. . . 

y(«) 

J n 


cuyas columnas son estas soluciones, cada una ellas escrita en términos de componen¬ 
tes. Estas soluciones forman una base en J si y sólo si W es diferente de cero en 
cualquier /, de este intervalo. W es idénticamente cero o en ninguna parte de Jes cero. 

Obsérvese que el wronskiano de dos soluciones^ y z de una ecuación sencilla de 
segundo orden es (ver la sección 2.8) 



W(y, z) = 
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Si ahora se escribe la ecuación como un sistema de primer orden, debe hacerse y x y , 
y = y' y = z, z 2 = z' (ver la sección 4.1). Entonces ¡V(y , z) asume la forma (6) con n 
= 2 (salvo por la notación). Esto motiva la definición dada en (6). 

Se abordarán ahora los métodos de solución, empezando con sistemas lineales 
homogéneos con coeficientes constantes en la siguiente sección. 


4.3 SISTEMAS LINEALES HOMOGÉNEOS 
CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Se continúa la discusión de los sistemas lineales homogéneos 


( 1 ) 


y' = Ay, 


suponiendo ahora que la matriz A = [a jk ] de n x n es constante, es decir, sus términos 
no dependen de t. Quiere resolverse (1). Para ello se recuerda que una ecuación sen¬ 
cilla/ = ky tiene la solución y = Cé'. En consecuencia, se prueba 


( 2 ) 


y = 


xe 


xt 


Al sustituir en (1) se obtiene 

y' = Áxe Kt = Ay = Ax<? At . 


Al dividir entre </, la expresión se reduce al problema de eigenvalor 


(3) 


Ax = Ax. 


Por tanto, las soluciones no triviales de (1) son de la forma (2), donde A es un eigenvalor 
de A y x es un eigenvector correspondiente. 

Supóngase además que A tiene una base de n eigenvectores x (l) , • • • , x (,,) que 
corresponden a A , • • •, A n eigenvalores (los cuales pueden ser todos diferentes o algu¬ 
nos —o todos— puede ser iguales). Entonces las soluciones (2) correspondientes son 


(4) y (1) = 



yin) = 

x<"> 

y tienen el wronskiano 



x in)e X J 


W( y (1) , • • • , y tn) ) = 

x a) e A i* 

• • 




n 

. . . 

y(n)^ A n í 




x (l> 

X 1 

. . . 

x (n) 

= i 

A.t + • • - + A t 
g 1 n 

x (l) 

X 2 

. . . 

y( n ) 

X 2 



JC<» 

n 

. . . 

Y (n) 

A n 
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En el segundo miembro, la función exponencial nunca es cero y el determinante tam¬ 
poco es cero ya que sus columnas son los eigenvectores linealmente independientes 
que forman una base. Con esto se demuestra el 


Teorema 1 (Solución general) 

Si la matriz constante A en el sistema (1) tiene un conjunto linealmente independien¬ 
te de n eigenvectores, 1 entonces las soluciones correspondientes y* 1 *, ■ ■ ■, yw ¿fe (4) 
forman una base de soluciones de (1), y la solución general correspondiente es 

(5) y = c 1 x (1) e A ‘ t + ■ • • + c x (tt W. 

A continuación se verá cómo resolver en la práctica un sistema (1) de dos 
ecuaciones y cómo visual izar las curvas solución en el plano yy 2 , conocidas también 
como trayectorias. Este plano se llama plano fase. 

EJEMPL01 Nodo 

Encontrar la solución general del sistema lineal homogéneo 

y¡ = -3vj + y 2 

y y por tanto 

= yi~ 

Solución. Al sustituir y = xe u y y' = Xxe ,J y eliminar la función exponencial se obtiene Ax - Xx. La 
ecuación característica es 


-3 - A 1 

det (A - AI) = = A 2 + 6A + 8 = 0. 

1 -3 - A 

De esta expresión se obtienen los eigenvalores A, = -2 y A =-4. Entonces los eigenvectores se obtienen de 

(-3 - \)x l + x 2 = 0. 

Para X = -2 se tiene -x t + = 0, por lo que puede tomarse x< nT = [1 1 ]. Para JL = -4 se tiene * + * = o, 

y un eigenvector es x u,T = [l —1], De donde se obtiene la solución general 


= c 1 y (1) + c 2 y< 2 > = cj ^ e~ 2t + c 2 1 e~ 4t . 

Para cualquier elección de c v c 2 se obtiene alguna trayectoria. Cuando c 2 = 0 y c, > 0, se obtiene el rayo 
rectoy-j ~ y 2 en el primer cuadrante de la figura 59, con la flecha indicando la dirección de crecimiento 
de t. Cuando c, - 0 y c, < 0, se obtiene el rayo y, =y 2 ei\el tercer cuadrante. De manera similar, para c = 0 
ye, >0 o c 3 < 0 se obtienen los rayos dé y, = - y 2 en el cuarto y el segundo cuadrante, respectivamente. 
Cuando c, * 0 y c 2 * 0 se obtiene una curva cuya dirección de las tangentes en el origen es la de x ( '\ ya 
que e^‘ tiende a cero con mayor rapidez que e~ 2 ' cuando t se incrementa. Por ejemplo de c -c = 1 se 
obtiene ’ 1 2 

*1 - e~ 2t + e~ 4t , y 2 = e~ 2t - e~ 4t . 


Esto es válido si A es simétrica o si tiene * eigenvalores diferentes. (Ver los teoremas 2 y 4 de 

la sección 7.14.) 
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Figura 59. Soluciones del sistema (6), 
nodo impropio en el origen. 



Figura 60. Soluciones del sistema (7), 
nodo propio en el origen. 


por lo que^j =>\ cuando / es grande, es decir, cerca del origen. Por tanto, todas las trayectorias tienen la 
misma dirección límite en 0, salvo por el par de trayectorias para las que y, = -y Y A un punto en el que las 
soluciones muestran este comportamiento se le llama nodo. En consecuencia, 0 es un nodo del sistema 

(6) . Con mayor precisión, a 0 se le llama nodo impropio, por oposición a nodo propio, que es un punto 
en el que existe una curva solución en todas las direcciones posibles. Por ejemplo, el sistema 

T1 ol y[ = ;vj 

(7) y' = y, por tanto 

0 lj y 2 =• y 2 

tiene un nodo propio en 0 (ver la figura 60) porque la solución general es 

ti n 

y - c, e l 4- c 9 

L°J _ 

EJEMPLO 2 Punto silla. Problema con valor inicial 

Encontrar la solución general del sistema lineal homogéneo 

P2 - 4 ] y[ = 2y x - 4y 2 

(8) y' = Ay = y, por tanto 

= y\~ 3 ?2 

y a partir de ella, la solución particular que satisface las condiciones iniciales^,(0) = 3,y 2 (0) = 0; en forma 
vectorial, j<0) T = [3 0]. 

Solución. Los sistemas del ejemplo 1 tuvieron eigenvalores reales del mismo signo y esto llevó a nodos. 
El sistema presente tendrá eigenvalores reales de signos contrarios y esto llevará al llamado punto silla 
(de nuevo en 0), caracterizado por dos trayectorias que llegan, dos trayectorias que salen y con todas las 
demás trayectorias evitando el punto. De hecho, la ecuación característica es 

2 - A -4 

det (A - AI) = = A 2 + A - 2 = (A - 1)(A + 2) = 0. 

1 -3 - A 
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Figura 61. Soluciones del sistema (8), punto silla en el origen. 
P corresponde a las condiciones iniciales. 


De ésta se obtienen los eigenvalores X, = 1 y X 2 - -2. Los eigenvectores se obtienen de la ecuación (2 - Xjx, 
- 4x , = 0. Para X, ~ 1 se obtiene x, = 4 jc 2 y puede tomarse x (1)T = [4 1 ]. Para X, = -2 se obtiene 4x x = 4x 2 y 
puede tomarse x t2lT - [1 1]. Se obtiene así la solución general 


= Cj y (1) + c 2 y (2) = c 


4 

1 


Esta ecuación representa las trayectorias ilustradas en la figura 61. Pueden discutirse eligiendo primero c, ~ 0, 
que da las dos trayectorias rectas que salen (para c x > 0 y c x < 0), eligiendo después c, = 0 para obtener las dos 
trayectorias rectas que llegan y, tercero, haciendo más elecciones generales de c, y c, para obtener trayecto¬ 
rias que eviten el punto silla 0. Las flechas indican las direcciones de / creciente, como antes. 

Por último, a partir de las condiciones iniciales >^¡(0) = 3,y,(0) = 0 se obtiene 


y(0) = c 


vi rn [*3" 

1 + c 2 

_U Lu L°J 


por tanto 


4cj tc 2 = 3 
c'l + c 2 = 0 


de donde c = I, c, = -1. Por lo tanto, la solución particular deseada es 


Ti = 4e i 


Un sistema más simple que tiene un punto silla (en 0) es 


1 o" 

y> 

o -1 


por tanto 


y 1 = ?i 


Tiene la solución general 


e l + 


Ti = C V 


Se trata de una familia de hipérbolas (y los ejes de coordenadas); ver la figura 62. 


I 
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Figura 62. Soluciones del sistema 
(9), punto silla en el origen. 



Figura 63. Soluciones del sistema 
(10), centro en el origen. 


EJEMPLO 3 Centro 


Se muestra en seguida que los eigenvalores imaginarios puros llevan a un centro, es decir, a un punto P tal 
que las trayectorias son curvas cerradas alrededor de P. Encontrar la solución general del sistema 


( 10 ) 



1 

0 


y, por tanto 


y'\ = 

- - 4 ?i- 


Solución. Las ecuaciones dadas se escriben como y,' -y 2 y 4y, - -y 2 . Evidentemente, el producto de los 
primeros miembros debe ser igual al producto de los segundos miembros, 

4y x yJ = ~y&2' por integración, 2y t 2 + ^y 2 2 = const. 


Estas son elipses (figura 63). El origen es un centro. 

Se aplicó un método corto. Si uno no se da cuenta de él, puede procederse sistemáticamente de la 

siguiente manera. La ecuación característica es 


det (A - AI) - 


— A 1 
-4 -A 


= A 2 + 4 = 0. 


Eigenvalores Aj = 2i\ A 2 = — 2/'. 


Aquí, / = . Los eigenvectores resultan de -Aje, + x 2 - 0. Para A, se tiene -2ix x + x 2 - 0. Puede elegirse 

X (ht = [i 2/]. Para A, se encuentra x (2)T = [1 -2/]. Se obtiene así la solución general 


( 11 ) 



por tanto 


yi = Cjí 21 * + c 2 e~ 2it 
y 2 = 2 ic x e m - 2 ic 2 e~ 2lt . 


Para eliminar /, se observa que i 2 = -1 y se toma 

y^ 2 “ c^e 4it + 2cjC 2 + c 2 2 e _4it 

(Íy 2 > 2 * ~cfe 4ü + 2c t c 2 - c 2 2 e~ 4ü . 

Se suman ambas expresiones para obtener y, 2 + -A y 2 = 4c l c 2 ~ consi , como se esperaba. 

La solución (11) es compleja, pero pueden obtenerse de inmediato una base real y una solución 
general real aplicando (7), sección 2.3, con x — 0 y ±2/ en lugar de i. 


e 2 ** = eos 2/ + i sen 2r. 


£-2¿t - eos 2f - i sen 2f. 
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Se agrupan las partes reales y las imaginarias, obteniéndose así en (11) 

L 2 'J L 2 'J 2 sen 2fJ [_2 cos 2/J 


y de manera similar 

- M 

i sen 2 1) = 

La sustitución en (10) indica que la parte real y la parte imaginaria de (11 *), 


t 1 1 -at í 1 1 / , ,, f eos 2/ 1 sen 2/ 1 

\e £xl - (eos 2/ — / sen 2t) = — / 

~ 2, J 2, J L“ 2 sen 2/ J L 2 cos 2 U 


u x cos 2/ 

u — = 

«2 “ 2 sen 2f 


v = 


sen 2 1 
2 cos 2/ 


son soluciones. Estas soluciones reales forman una base porque su wronskiano es diferente de cero. 

cos 2f sen 2 1 
-2sen2r 2 cos 2 1\ 


W( «i, v) = 


= 2 eos 2 2t + 2 sen 2 2 1 ~ 2. 


Por lo tanto, una solución general real de (10) es 


( 12 ) 



Au + Bv ~ A 


cos 2t 
- 2 sen 2 1 


+ B 


sen 2r 
2 cos 2 1 


Esta ecuación representa las mismas elipses que antes ya que al realizar los cálculos y simplificar se 
encuentra 


(13) y ! 2 + \y 2 2 = (A 2 + B 2 )(cos 2 2/ + sen 2 2 1) = A 2 + B 2 = const. 


EJEMPLO 4 Punto espiral 

Encontrar la solución general de 


(14) 


y = 


i i 
i -i 


y» 


y’i = ~y\ + y 2 

por tanto 

>2 =* -yi - y 2 - 


I 


Solución, Este ejemplo mostrará que los eigenvalores complejos (no imaginarios puros) llevan a un pun¬ 
to espiral (en 0) definido como un punto P en tomo al cual las soluciones forman una espiral y tienden a 
P cuanto / -> ver la figura 64 (o trazar estas espirales en el sentido contrario). De hecho, de la ecuación 
característica 


det (A - I) = 


-1 - A 1 
- 1 - 1 - A 


A 2 + 2A + 2 = 0 


se obtienen los eigenvalores A, = -1 + / y A 2 = -1 - /. Los eigenvectores se obtiene de (-1 -Ajr, + x 2 = 0. 
Para se tiene ~ix x + x 2 = 0 y puede tomarse como eigenvector x (l>T = [1 i]. Para A, se tiene ix { + ¿ = 0 
y puede tomarse [1 -/]. Por tanto, la solución general (compleja) de (14) es 2 ' 


y = 


i 

i 


.(—1+*)t + 





(15) 
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Figura 64. Soluciones del sistema (14), punto espiral en el origen. 


A partir de esta ecuación se deduce una solución general real Se procede en forma similar al ejemplo 
anterior. En (15) se tiene 


y 


i 

i 


¿.í-l+íH 


^(cos t + í sen /) 
ie“Hcos t + i sen t ) 



e f (cos t - i sen t ) 
-/¿'"Heos t - i sen/) 



Las partes reales e imaginarias de la derecha son soluciones reales de (14) —llámense u y v— como puede 
verse por sustitución. Forman una base porque su wronskiano es diferente de cero. 


W( u, v) 


e 1 eos t e 1 sen t 
-í" l senf e~ l eos t 


e" 2í (cos 2 t + sen 2 /) = e~ 2t . 


La solución general real correspondiente es 

V 


(16) 


>2 


= Au + B\ = 


e~ l eos t r^ _t senr 

= A + B ; 

— e t sen t e~ f eos / 


en forma de componentes, 

(16*) y! = e~HA eos t + B sen t ), y 2 « e~\B eos I - A sen /). 


Representa espirales (ver la figura 64). Para ver esto, se introducen las coordenadas polares comunes /\ q 
en el plano y^ 2 definido por 

r 2 = y 2 + y 2 . 


tan 8 = y 2 ly v 
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Entonces al realizar directamente los cálculos y simplificar el resultado, por (16*) se obtiene 
(17) r 2 = (A 2 + B 2 )e~ 2t , por tanto r - c Q e 9 


donde c 0 = ^A 2 + B 2 y 0 = -t. Para cada c 0 esta ecuación representa una espiral, como se afirmó. El 
origen es un punto espiral del sistema (14). 

Para obtener las mismas espirales con las flechas invertidas, basta sustituir / por - 1 , porque entonces 
aparece un factor e H en lugar de e \ lo cual hace que cada espiral se trace en el sentido en que se aleja del 
origen ya que e ' se incrementa con t, en tanto que e ' se decrementa (hasta cero) con t creciente, lo cual 
hace que las espirales tiendan al origen. I 


Ausencia de una base de eigenvectores 

Si A no tiene una base de eigenvectores, se obtienen menos soluciones linealmente 
independientes de (1) se plantea la pregunta de cómo obtener una base de soluciones 
en tal caso. Suponer que fi es un eigenvalor doble de A [es decir, la representación 
como producto de det (A - Al) tiene un factor (A - ju) 2 ] para el que hay un solo 
eigenvector x (en lugar de dos eigenvectores linealmente independientes), por lo que 
se obtiene una sola solución y (1) = xe'". Entonces puede obtenerse una segunda solu¬ 
ción independiente de (1) al sustituir 


( 18 ) 


—~—-- 1 

y(2) = xt€ flt + ue Ht ■ 


en (l). (El término xt solo, que se parece a lo que se hizo en la sección 2.2 en el caso 
de una raíz doble, no bastaría. Inténtese.) Se obtiene así 

y(2)' = + fAxte* 1 + ¡me* 1, — Ay (2) = A xte* 1 + Ane^. 

Puesto que /¿x = Ax, se cancelan dos términos y al dividir entre e? ( se obtiene 

(19) x + /¿u = Au, por tanto (A - /¿I)u = x. 

Aun cuando det (A - //I) = 0, esta expresión siempre puede resolverse para u, como 
puede demostrarse. 


EJEMPLO 5 Ausencia de una base de eigenvectores 

Encontrar una solución general de 


4 f 

'' = Ay = y. 

-1 2 


Solución. La ecuación característica es 

- A 


det 


"4 - A 1 

(A - AI) = 

-I 2 - A 


A 2 - 6A + 9 = (A - 3) 2 = 0. 







206 


SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES. PLANO FASE, ESTABILIDAD 



Figura 65. Nodo impropio en el ejemplo 5, p. 205. 


Tiene una raíz doble k - 3. Los eigenvectores se obtienen de (4 - k)x { + x 2 - 0, por tanto, a partir de jc t + 
x 2 - 0, por ejemplo, x (1 ’ T = [1 -1 ] y múltiplo de éste (que no son de ayuda). Así, (g) es 

r í n r i i#, + w 2 = i 

(A - 3I)u - I u - , por tanto 

|_-i -y L-'J -« 1 -« 2 =-l 

y puede tomarse simplemente ur = [0 1 j. Se obtiene así la respuesta (figura 65, p. 206) 


y - Cjjr* 1 * + 




I 


Si A tiene un eigenvalor ju triple y un solo eigenvector linealmente independiente 
x que corresponde al mismo, se obtiene una segunda solución de (18) con u que 
satisface (19), como se acaba de discutir, y una tercera solución de la forma 

(20) y (3) = + nte^ + ve MÍ 

con u que satisface (19) y v determinada a partir de 

(21) (A - fx I)v = u, 
la cual puede resolverse siempre. 

Se menciona por ultimo que si A tiene un eigenvalor triple y dos eigenvectores 
x í0 , x í2) linealmente independientes que corresponden al mismo, entonces tres solu¬ 
ciones linealmente independientes son 

(22) y (1) = x íl) e flí , y (2) = x (2) £ Mt , y (3) = xte^ 1 + ue Mt 


i 
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donde x es una combinación lineal de x (l) y x (2) tal que 

(23) (A - fi I)u = x 

puede resolverse para u. 


Problemas de la sección 4.3 


Encontrar una solución general real de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales. 


i- 3-; = ^ 

3'2 = 3'i 

4. = 5y 2 

,y 2 = - 5 3 -i 

7. y' = -4y x - 6y 2 
y'z= + 3' 2 


2- yj = 4y 2 

y 2 = 4y, 

5. y¡ = 2y l + 3y 2 

y’z = bi + 2 >2 

8. y'i = -2y x + 2y 2 
y 2 = - 2 yj - 2y 2 


3. y\ = -2y 2 
y'z = 2 y t 

6 - yí = yi + 4y 2 

y'z = y 2 + y 2 

*• 3'í = y, - y 2 

y 2 = yi + y 2 


Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 


10. y\ = — y 2 

y 2 = -yi 

y^O) = 3, y 2 (0) = 1 
12. y| = 6y 1 + 9y 2 

y' 2 = yi + 6y 2 

y,(0) = -3, y 2 (0) = - 
14. y[ = 5yj + y 2 

y' 2 = yi + 5 y 2 

y,(0) = -3. y 2 (0)-= 7 


11 . y; = 2y 2 

y 2 = 2y, 

y,(0) = —9, y 2 (0) 


15 


13. y¡ = 2y x + 4y 2 

y 2 = yi + 2y 2 
yj(0) = —4^(0) = -4 

15. y[ = -y! + 4y 2 

y 2 = 3yj - 2y 2 
y t (0) = 3. v 2 (0) = 4 


Encontrar una solución general de los siguientes sistemas convirtiéndolos a una sola ecuación 
de orden superior. 

16. El sistema del problema 1 

17. El sistema del ejemplo 4 

18. El tanque T x de la figura 66 contiene inicialmente 100 gal de agua pura. El tanque 
contiene iniciaímente 100 gal de agua en la que se disolvieron 150 Ib de sal. El líquido 



Figura 66. Tanques del problema 18. 
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Figura 67. Red del problema 19. 

circula por los tanques a una razón constante de 2 gal/min y la mezcla se mantiene unifor¬ 
me por agitación. Demostrar que las cantidades de sal >,(0 Ib y y 2 (t) Ib en T { y T r respec¬ 
tivamente, se obtienen a partir del siguiente sistema y encontrar la solución. 

2 2 

y' - flujo de entrada/min - flujo de salida/min = y 2 ~ (Tanque T 1) 

2 2 

y' 2 = flujo de entrada/min - flujo de salida/min = — y x ~ — y 2 (Tanque 72). 

19. Demostrar que un modelo para las corrientes /,(/) e / 2 (0 en la red de la figura 67 es 

^ J/j dt + /f(/j - / 2 ) = o, u 2 + R(l 2 - / t ) = 0 . 

Encontrar una solución general, suponiendo que R — 3 ohms, L = 4 henrys y C - 1/12 
faradios. 

20. Encontrar la matriz A del sistema de la figura 67 para cualesquiera /?, C . ¿Cuándo 

tendrá A eigenvalores reales? ¿Eigenvalores complejos conjugados? 


4.4 PLANO FASE, PUNTOS CRÍTICOS, ESTABILIDAD 

En esta sección se ofrece una discusión sistemática del método del plano fase. Se 
trata del método para presentar soluciones de sistemas 

(det A 0), 


por tanto, 

y; = a n y x + a 12 y 2 

y2 ~ « 21^1 « 22 ^ 2 ’ 

como trayectorias y x - y,(0> y 2 ~ en P* ano f ase > d piano como se 
acaba de ilustrar con los ejemplos de la sección anterior. Recientemente el plano 
fase ha adquirido una enorme importancia, junto con los avances en las gráficas 
de computadora, por ejemplo, en relación con la estabilidad, como se verá. Su nom¬ 
bre proviene de un caso especial de la física (en el que es el plano y-(/wv), m = masa, 
v = y' = velocidad), pero se usa hoy en general, para el plano y¡y r 


( 1 ) 


y' = Ay = 


«11 «12 


«21 «22 
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Para iniciar la discusión, se observa que a partir de (1) se obtiene 


( 2 ) ^ _ dy 2 /dt _ yí _ « 21>1 + « 22>2 

d yi dyjdt y[ a ^ + a 12 y 2 ' 

Esta ecuación asocia con cada punto P: (y,,yj una dirección tangente única dyjdy l de 
la trayectoria que pasa por P, excepto para el punto P = P 0 :( 0, 0), donde el segundo 
miembro de (2) se hace 0/0. Este punto P 0 , en el que dyjcfy í se hace una indeterminación, 
se llama punto crítico de (1). 

Un punto crítico puede ser un nodo (como en el ejemplo 1 de la sección 4.3), un 
punto silla (ejemplo 2), un centro (ejemplo 3) o un punto espiral (ejemplo 4). Cuál de 
estas posibilidades ocurrirá depende del tipo de eigenvalores de A, los cuales son las 
soluciones A,, X 2 de la ecuación característica 


(3) 


det (A - AI) - 


fl n “ A 


a 


12 


a 


21 


a 22 A 


“ (tfjx + a 22^ + det A = 0. 


Usando la notación estándar 

(4) /» = «„+«*, q = det A = a nfl22 - a l2 a 2v A = p 2 - 4 q, 
a partir del segundo miembro de (3) y de la representación como producto se tiene 

(5) A 2 - pA + q = (A - Aj)(A - A 2 ) = A 2 - (Aj + A 2 )A + A^. 

Por tanto/? es la suma de los eigenvalores, q el producto y A el discriminante. El punto 
crítico de (I) es un: 


( 6 ) 


(a) nodo si q > 0 y A > 0, 

(b) punto silla si q < 0, 

(c) centro si p^Oy q>0 9 

(d) punto espiral si p * 0 y A < 0. 


Más adelante se indicará cómo se obtiene (6). Se clasifican así los puntos críticos P 
en términos de las formas geométricas de las trayectorias en la proximidad de P . Otra 
clasificación es en términos de estabilidad. Los conceptos de estabilidad son impor¬ 
tantes en muchas aplicaciones. Son sugeridos por la física, donde estabilidad signifi¬ 
ca, hablando en términos generales, que un cambio pequeño (perturbación pequeña) 
de un sistema físico en algún instante sólo cambia ligeramente el comportamiento del 
sistema en todos los tiempos futuros t. En cuanto a los puntos críticos, las siguientes 
definiciones resultan adecuadas. 
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Figura 68. Punto crítico estable P 0 de (1) Figura 69. Punto crítico estable 

(La trayectoria que se inicia en P 1 y atractivo P 0 de (1) 

permanece en el disco de radio ”.) 


A P 0 se le llama punto crítico estable 2 de (1) si, en términos generales, todas las 
trayectorias de (1) que en algún instante están suficientemente próximas a P 0 se mantie¬ 
nen cerca de P Q en todos los tiempos posteriores; precisando: si para todo disco A de 
radio € > 0 con centro en P 0 existe un disco D s de radio 5 > 0 con centro en P 0 tal que 
todas las trayectorias de (1) que tienen un punto P, (correspondiente a / = f,, por ejem¬ 
plo) en D ( . Detienen todos sus puntos correspondientes a t > /, en D € . 

A P 0 se le llama punto crítico estable y atractivo 3 de (1) si P Q es estable y toda 
trayectoria que tiene un punto en D tiende a P 0 cuando t —»«>. Ver la figura 69. 

A P 0 se le llama inestable si P 0 no es estable. 

Un punto crítico P Q es: 


(7) 


(a) estable y atractivo si p < 0 y q > 0, 

(b) estable si p < 0 y q > 0, 

(c) inestable si p > 0 o q < 0. 



Figura 70. Diagrama de estabilidad del sistema (1) con p, g, / definidos en (4). 
Estable y atractivo: El segundo cuadrante sin el eje q. Estabilidad también en el eje 
q positivo (que corresponde a centros). Inestable: Región azul. 


2 En términos más precisos: estable en el sentido de Liapunov. Existen otras definiciones de estabili¬ 
dad, pero la de Liapunov —la única que se considerará aquí— es probablemente la más útil. 

3 O punto crítico asintóticamente estable. 
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Los criterios de (6) y (7) se resumen en el diagrama de estabilidad de la figura 70. 
En este diagrama, la región de inestabilidad es azul. 

Se indica ahora cómo se obtienen estos criterios. Si q = X x X 2 > 0, ambos 
eigenvalores son positivos o ambos son negativos o complejos conjugados. Si tam¬ 
bién p = X l +X 2 < 0, ambos son negativos o tienen una parte real negativa. Por tanto, 
P 0 es estable y atractivo. El razonamiento para los otros dos renglones de (7) es simi¬ 
lar. 

Si A < 0, los eigenvalores son complejos conjugados, por ejemplo, X { = a + ip y 
X 2 = a ~ //?. Si también p = A, + A,, = 2a < 0, se obtiene un punto espiral que es estable 
y atractivo. 

S¡ P ~ 0, entonces X 2 = —X t y q = X x X 2 ~ -A, t 2 . Si también q > 0, entonces X { 2 = -q < 0, 
de donde A, ( , y por tanto X v deben ser imaginarios puros. En este caso se obtienen 
soluciones periódicas, siendo sus trayectorias curvas cerradas alrededor de P , que es 
un centro. °’ 


EJEMPLO 1 Aplicación de los criterios (6) y (7) 

K1 sistema (6) de la sección anterior es 


(8) y,=Ay = [ i - 3 J y - 

Se observa que p = a u + a 22 = -b y q = det A = 8 y A = (-6) 2 - 4"8 = 4. Por lo tanto, por (6a), el punto crítico 
en el origen es un nodo, el cual, por (7a), es estable y atractivo. Esto concuerda con el resultado obtenido 
anteriormente. Los demás ejemplos de la sección 4.3 pueden discutirse de manera similar. | 


EJEMPLO 2 Movimientos libres de una masa en un resorte 

¿Qué tipo de punto crítico tiene el modelo de una masa en un resorte elástico? 
Solución. La ecuación es [ver (7) en la sección 2.5] 

y" + — y' + — y = 0. 

m m 


Para obtener un sistema, se hacey, y\ y. y' {ver la sección 4.1), obteniéndose 


r y ’ P° r 


k < 

~ - V 1 " Z V 2- 


Para los criterios (6) y (7) se necesitan = -dm, q = ldmy\ = {dmf - 4 tím. Se obtienen así los siguientes 
resultados. 


Ausencia de amortiguamiento, c = 0, p = 0, q > 0, centro. 

Subamortiguamiento, é < imk. p < 0, q > 0, A < 0, punto espiral estable y atractivo. 
Amortiguamiento critico, c 2 = 4 mk, p < 0, q > 0, A = 0, nodo estable y atractivo. 
Sobreamortiguamiento. cr > Amk, p < 0, q > 0, A > 0, nodo estable y atractivo. 


I 






SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES. PLANO FASE, ESTABILIDAD 


Problemas de la sección 4.4 

Encontrar una solución general y determinar el tipo y estabilidad del punto crítico. 


1- y[ = 3y, - y 2 

y' 2 = ->1 + 3y 2 
4. y[ = -2y z 

yí = *yi 

7. y[ = -2y¡ + 2y 2 

y 2 = -2yi - 2y 2 


2.y[=- 4y 2 

y* “ yi - 3 >a 
5. yj = yi + 3y 2 
y 2 = 4 yj + 2y 2 
8- y[ = 4y, + 5y 2 

y 2 = -5yi - 4y 2 


3. y[ = -3y¡ + y 2 
y 2 = -4yi + 2y 2 
<*• yj = y x - 4y 2 
y 2 = -3y x + 2y 2 

9. y; = 6yj + 9y 2 
y 2 = y l + 6y 2 


10. En (8), sea t el tiempo. ¿Qué ocurre con el punto crítico si se introduce x = -/ como nueva 
variable independiente? ¿Qué significa mecánicamente esta transformación? 

11. Discutir los puntos críticos de (7), (8), (9) de la sección 4.3 aplicando (6) y (7) de la 
presente sección, 

12. ¿Qué ocurre con el centro de (10) de la sección 4.3 si se reemplaza A por A + kl (donde 
k puede representar el efecto de los errores de medición de los elementos de la diagonal 
principal? 

13. Sea A la matriz del sistema del problema 12. ¿Existe k para la que se obtenga un sistema 
y' = (A + AI)y con un nodo? 

¿Qué tipo de curvas son las trayectorias de las siguientes ecuaciones en el plano fase? 

14. y" + \y = 0 15. y" - k 2 y = 0 16. y" + 2y' = 0 

17. (Oscilaciones armónicas) Resolver y" + o) 0 2 y = 0 e indicar el tipo de trayectorias en el 
plano fase. 

18. (Oscilaciones amortiguadas) Considérese la oscilación amortiguada y(t) = e * sen /. 
Trazar algunos puntos de la trayectoria correspondiente en el plano fase para obtener la 
impresión de que debe ser una espiral. 

19. (Oscilaciones forzadas) ¿Qué trayectorias en el plano fase corresponden a las oscilacio¬ 
nes forzadas de estado estacionario de un sistema amortiguado (sección 2.11) sujeto a una 
fuerza impulsora senoidal? 

20. (Movimientos amortiguados libres) Por la sección 2.5 se sabe que hay tres tipos de 
movimientos libres de un sistema amortiguado. Usando las figuras de las curvas solución 
de la sección 2.5, dar una descripción cualitativa aproximada y trazar las trayectorias 
correspondientes en el plano fase. (Para simplificar el problema, suponer una velocidad 
inicial cero.) 

4.5 MÉTODOS DEL PLANO FASE PARA SISTEMAS NO LINEALES 

Los métodos del plano fase resultan particularmente valiosos para sistemas cuya solu¬ 
ción por métodos analíticos es difícil o imposible, como es el caso de muchos siste¬ 
mas no lineales de primer orden de importancia práctica 


f(y), por tanto 


y[ = f¿y v y¿ 
y'z = h(yv y¿' 




MÉTODOS DEL PLANO FASE RARA SISTEMAS NO LINEALES 
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a los que se amplían ahora los métodos que se acaban de discutir para sistemas lineales. 
Se supone que (1) es un sistema autónomo, es decir, que la variable independiente t no 
se presenta explícitamente. Se verá que los métodos ampliados dan una caracterización 
de varias propiedades generales de las soluciones, sin resolver en realidad el sistema. 
Como anteriormente, se presentarán familias completas de soluciones. Esto representa 
en general una ventaja sobre los métodos numéricos, con los cuales sólo se obtiene una 
solución (aproximada) a la vez (si bien con una precisión mucho mayor). 

Como antes se llama al plano y ¡y 2 el plano fase,, trayectoria a una curva solución 
de (1) en el plano fase y punto crítico a un punto P 0 : (y v y 2 ) en el que tanto y; (y,, y) 
= 0 como /(y,,y 2 ) = 0. Si (1) tiene varios puntos críticos, se discuten uno a continua¬ 
ción de otro. En todos los casos se pasa al origen el punto P Q : (a, b) por discutirse. 
Esto puede hacerse por una traslación y x =y x - a , y 2 =y 2 - ó. Por tanto, puede 
suponerseque P 0 es el origen (0,0) y, para simplificar, se seguirá escribiendo y ,,y 2 (en 
lugar de y¡, y 2 ). Se supone asimismo que P 0 está aislado , es decir, que es el único 

punto crítico en el interior de un disco circular (suficientemente pequeño) con centro 
en el origen. 

¿Cómo pueden determinarse el tipo y la propiedad de estabilidad de un punto 
crítico P¿ (0, 0)? En la mayoría de los casos prácticos esto puede hacerse por 
linealízación, es decir, investigando cierto sistema lineal , de la siguiente manera, 
suponiendo que/ yf 2 en (I) son continuas y que tienen derivadas parciales continuas 
en una vecindad de P 0 . Puesto que P 0 es un punto crítico, se tiene/(0,0) = 0 y/(0,0) 
0. Por tanto,/ y/ no tienen términos constantes. Sus términos lineales se escriben 
expl ícitamente. Entonces (1) queda como 


(2) / - A, + h W , pom«o + »u», + *.(*. V 

y 2 = a 21^1 + a 22^2 + ^ 2 ^ 1 ’ y 2 ^' 


Aquí A es constante (independiente de i) porque (1) es autónoma. Puede demostrar¬ 
se que si det A * 0, entonces el tipo y la estabilidad de P 0 es la misma que la del 
punto critico (0,0) del sistema lineal obtenido por linealízación, es decir, al elimi¬ 
nar h(y) de (2): 


(3) 


y' = Ay, 


por tanto 


y'l = «ti^t + a i2 y 2 
y 2 = a 21 y l + a Zí y 2' 


De hecho, el supuesto anterior acerca de las derivadas implica que h x y h 2 son pequeñas 
cerca de P 0 . Hay dos excepciones', si los eigenvalores de A son iguales o imaginarios 
puros, además del tipo de puntos críticos del sistema lineal, el sistema no lineal puede 
tener un punto espiral. Para las demostraciones ver la referencia [A4], pp. 375-388. 

EJEMPL01 Péndulo libre no amortiguado. Linealízación 

En la figura 71 se muestra un péndulo compuesto por un cuerpo de masa m (el disco) y una varilla de 
longitud L. Determinar las localizaciones y los tipos de los puntos críticos. Suponer que la masa de la 
varilla y la resistencia del aire son despreciables. 
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(a) Péndulo (b) Curvas solución y 2 {y{) de (4) en el plano de fase 

Figura 71. Ejemplos 1 y 2 (Cse explicará en el ejemplo 3). 


Solución. Primer paso. Establecimiento del modelo matemático. Sea 9 que denota el desplazamiento 
angular, medido en sentido contrario al movimiento de tas manecillas del reloj a partir de la posición de 
equilibrio. El peso del disco es mg (g es la aceleración de la gravedad). Produce una fuerza de restauración 
mg sen 6 tangente a la curva del movimiento (arco circular) del disco. Por la segunda ley de Newton, en 
cada instante esta fuerza está equilibrada por la fuerza de aceleración donde L6"e s la aceleración; 

por tanto la resultante de estas dos fuerzas es cero y se obtiene como modelo matemático 

mL$ n + mg sen 6 = 0. 

Al dividir esta igualdad entre mL se tiene 



Cuando 0 es muy pequeño, sen 0 podría aproximarse con bastante precisión por 6 y obtenerse como 
solución aproximada A eos Jkt + B sen Jki , pero la solución exacta para cualquier 0 no es una función 
elemental. 

Segundo paso. Discusión de los puntos críticos por Unealización. Para obtener un sistema de ecuaciones, 
se hace 9=y r 0' = y r Entonces por (4) 

(4 ,, jWiOl.Jtf-ya 

y'z = f 2 (yvy2> = -**nyi- 

Los dos segundos miembros son cero cuando^ = 0 y sen y. = 0. Se obtiene así un número indefinido de 
puntos críticos («te, 0), donde n = 0, ±1, ±2, • • •. Se considera (0.0). Puesto que la serie de Maclaurin es 

sen ?i = y t - bx 3 + - ■ ■ ■ “ y v 

el sistema lineal izado es 



En los criterios (6), (7) de la sección 4.4 se necesitan p = a u + a 22 = 0, q = det A = k (> 0) y A = p 1 - 4q 
= - 4k . A partir de lo anterior y de (6c) de la sección 4.4 se concluye que (0, 0) es un centro, que siempre 
es estable. Puesto que sen 0 = sen y ] es periódica, con periodo 2 tt , los puntos críticos {nn, 0), n=± 2 , ±4,- 
• •, son todos centros. 

Se considera ahora el punto crítico (ff, 0), haciendo 0- n = y ] y (0 - íc)' = 9' ~y r por lo que en (4), 
sen B = sen ( y x + ir) - -senyj = -~y l + - + ~ _ ^i 
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y el sistema linealizado es ahora 




por tanto 


y[ 

y'2 


?2 

ky v 


Se observa quep = 0, q = -K (< 0) y A = -Aq = 4por lo que de (6b) de la sección 4.4 se tiene un punto 
silla, el cual siempre es inestable. Por la periodicidad, los puntos críticos (me, 0), n - ±1, ±3, • ■ ■, son 
todos puntos silla. Estos resultados concuerdan con la impresión que se consiguió de la figura 71. I 


EJEMPLO 2 Lineallzación de la ecuación del péndulo amortiguado 

A fin de aumentar la experiencia para investigar los puntos críticos, como otro importante caso práctico se 
verá la manera en que el ejemplo 1 cambia cuando se incorpora un término de amortiguamiento cB* 
(amortiguamiento proporcional a la velocidad angular) en la ecuación (4), de modo que queda 


(5) 


e" + c0' + k sen 6 = 0, 


donde k > 0 y c > 0. Al hacer 6=y v B’=y v como antes, se obtiene el sistema 

y'i = *2 

y' 2 = -k sen yj - cy 2 . 


Se observa que los puntos críticos tienen las mismas localizaciones que antes, a saber, (0, 0), (±k, 0), 
(±2tt, 0), • • *. Se considera (0, 0). Al linealizar sen y, » y ] como en el ejemplo 1 se obtiene el sistema 
linealizado 


( 6 ) 



y[ = > 2 

por tanto 

y¡¡= -tyi - ov 


Esta expresión es idéntica a la del sistema del ejemplo 2 de la sección 4.4, salvo por el factor (¡positivo!) 
m (y excepto por el significado físico de y,); por tanto, para c = 0 (sin amortiguamiento) se tiene un centro 
(ver la figura 71), para un amortiguamiento pequeño se tiene un punto espiral (ver la figura 72), y así 
sucesivamente. 

Se considera ahora el punto crítico ( n , 0). Se hace 0- n - y(0- n) f = 6* =y 2 y se hace la Idea¬ 
lización 


sen 9 = sen (yj + v) = - senyj ~ 


Se obtiene así el nuevo sistema linealizado 


(7) 


y' = Ay = 



por tanto 


y'i 

y<t 


ky 1 " cy 2 . 


Para los criterios (6), (7) de la sección 4.4 se calculan p = a n + a 22 = -c, q = det A = -k y A =p 2 - 4q = c 2 
+ 4L De lo anterior se llega a los siguientes resultados. 

Sin amortiguamiento . c = 0, p = 0, q < 0, A > 0, punto silla. Ver la figura 71. 

Con amortiguamiento, c > 0, p < 0, q < 0, A > 0, punto silla. Ver la figura 72. 

Puesto que sen y, es periódica con periodo 2 jc, los puntos críticos (±2 n, 0), (±4rc, 0), -son del mismo 
tipo que (0, 0), y los puntos críticos (-7C, 0), (±3rc, 0), • ■ * son del mismo tipo que (re, 0), por lo que el 
problema está resuelto. 
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Figura 72. Trayectorias en el plano fase para el péndulo amortiguado. 

En la figura 72 se muestran las trayectorias en el caso de amortiguamiento. Lo que se observa concuer¬ 
da con la intuición física. De hecho, amortiguamiento significa pérdida de energía; por tanto, en lugar de 
las trayectorias cerradas de las soluciones periódicas de la figura 71 se tiene ahora trayectorias en espiral 
alrededor de uno de los puntos críticos (0, 0), (±2*, 0), • *. Incluso las trayectorias onduladas que corres¬ 
ponden a movimientos giratorios al final quedan en espiral alrededor de uno de estos puntos, además, ya 
no hay trayectorias que conecten los puntos críticos (como ocurría en el caso sin amortiguamiento). 

Transformación a una ecuación de primer orden en el plano fase 

Otro método del plano fase se basa en la idea de transformar una ecuación autónoma 
de segundo orden 

F(y,y',y") = 0 

en una de primer orden tomando >> ~y x como la variable independiente, haciendo .y'=>\ 
y transformando y" por la regla de la cadena, 

,_^ 2 _^ 2^1 = ^ 2 V 

37 dt dy x dt dy x r 

Entonces la ecuación se hace de primer orden, 

(8) r(y v fj ?,) - » 

y en ocasiones puede resolverse o abordarse por campos direccionales. Esto se ilustra 
para la ecuación del ejemplo 1 obteniéndose de este modo un conocimiento más pro¬ 
fundo del comportamiento de las soluciones. 

EJEMPLO 3 Una ecuación (8) para el péndulo libre sin amortiguamiento 

Si en (4) se hace 9=y v 9'=y 2 (la velocidad angular) y se usa 

„ _ dy 2 __ dy 2 dy í _ dy 2 
dt dy x dt dy x 

por (4) se obtiene 

dyi . 

— y 2 = -k m y v 
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Ahora pueden separarse las variables, y 2 dy 2 = -k sen y, dy } e integrar 

(9) ^ y 2 2 - k eos y x + C (C constante). 

AI multiplicar esta expresión por m¿ 2 se obtiene 

^ m(Ly 2 ) 2 - mL 2 k eos y x = mL 2 C. 

Se observa que estos tres términos son energías. De hecho, y 2 es la velocidad angular, por lo que Ly 2 es la 
velocidad y el primer término es la energía cinética. El segundo término (incluyendo el signo menos) es la 
energía potencial del péndulo, y mL 2 C es la energía total, que es constante, como sería de esperarse por la 
ley de conservación de la energía, ya que no hay amortiguamiento (es decir, ninguna pérdida de energía). 
El tipo de movimiento depende de la energía total y, en consecuencia, de C como sigue. 

En la figura 71 ó se muestran porciones de las curvas y 2 =y 2 (y,) para varios valores de C. Estas gráficas 
continúan periódicamente con periodo 2n a la izquierda y a la derecha. Se observa que algunas de ellas 
son elipsoidales y cerradas, otras son onduladas y hay dos curvas (que pasan por los puntos silla (un, 0), 
n - ±1, ±3, • * -) que separan a esos dos tipos de curvas. Por (9) se ve que la menor C posible es C = -k\ 
entonces y 2 - 0 y eos y, = 1, por lo que el péndulo se encuentra en reposo. El péndulo cambiará la 
dirección de su movimiento si hay puntos en los quey 2 = 6'= 0. Entonces /: eos >>, + C = 0 por (9). Si y, = n, 
entonces eos y\ ~ -1 y C = k. Por tanto, si ~k < C < K entonces el péndulo invierte su dirección para una 
|y | = |6| < jc y para estos valores de C con |C| < k el péndulo oscila. Esto corresponde a las curvas cerradas 
de la figura. Sin embargo, si C > *, entonces y 2 = 0 es imposible y el péndulo hace un movimiento giratorio 
que aparece como una curva ondulada en el plano yy r Por último, el valor C = k corresponde a las dos 
“curvas de separación’' de la figura 71 b que unen los puntos silla. I 

El método del plano fase de deducir una ecuación sencilla de primer orden (8) 
puede resultar de interés práctico no sólo cuando (8) puede resolverse (como en el 
ejemplo 3) sino también cuando no es posible encontrar la solución y es necesario utili¬ 
zar campos direccionales (sección 1.10). Esto se ilustra con un ejemplo muy famoso: 


EJEMPLO 4 Oscilaciones autosostenidas, ecuación de van der Pol 

Hay sistemas físicos tales que para oscilaciones pequeñas se alimenta energía al sistema, en tanto que para 
oscilaciones grandes, se extrae energía del mismo. En otras palabras, las oscilaciones grandes serán amor¬ 
tiguadas, mientras que para las oscilaciones pequeñas hay un “amortiguamiento negativo” (alimentación 
de energía al sistema). Por razones físicas se espera que tal sistema tienda a un comportamiento periódico, 
el cual aparecerá entonces como una curva cerrada en el plano fase, llamada ciclo límite. Una ecuación 
diferencial que describe estas oscilaciones es la famosa ecuación de van der Pol 4 


( 10 ) 


y" - At(l - y 2 )y' + y - 0 


Ou > 0, constante). 


Se presenta en el estudio de circuitos eléctricos que contienen tubos al vacío. Para g = 0 esta ecuación 
queda como y" + y = 0 y se obtienen oscilaciones armónicas. Sea g > 0. El término de amortiguamiento 
tiene el coeficiente -p(l -y 2 ). Es negativo para oscilaciones pequeñas, a saber, y 2 < 1, por lo que se tiene 
un “amortiguamiento negativo”. Es cero para y 2 = 1 (sin amortiguamiento) y es positivo si y 2 > 1 
(amortiguamiento positivo, pérdida de energía). Si g es pequeño, se espera un ciclo límite que es casi un 
círculo porqué entonces la ecuación de van der Pol difiere pero poco dey"+y - 0. Si p es grande, el ciclo 
límite probablemente lucirá diferente. 

Al hacer y = y r y' ~y 2 y usar y" = (dy 2 (dy x )y 2 como en (8), por (10) se tiene 
(H) ^ y 2 - MI - y*)y 2 + >-! = 0. 

Las isoclinas en el plano y : y 2 (el plano fase) son las curvas cfy 2 /cfy l -k = consí, es decir. 


dy¿ n 2 » ,, 

— = m( 1 - yj )-- k. 


4 BALTHASAR VAN DER POL (1889-1959). Físico holandés. 
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Estas curvas son un tanto complicadas. La figura 73 muestra algunas de ellas para un p = 0.1 pequeña así 
como el ciclo límite (casi un círculo) y dos curvas solución que tienden al ciclo límite, una desde el 
exterior y la otra desde el interior. La última es una espiral angosta y sólo se muestra en la figura la parte 
inicial de ella. Para p más grande la situación cambia y el ciclo límite deja de parecerse a un círculo. La 
figura 74 ilustra este hecho para ¡i = 1. Obsérvese que las curvas solución tienden al ciclo límite de 
manera mucho más rápida que para - 0.1. 


Problemas de la sección 4.5 

1. Demostrar que y ” -y + y 2 = 0 tiene los puntos críticos (0, 0) y (1, 0) y determinar su tipo 
y estabilidad. 

Determinar la localización y el tipo de todos los puntos críticos de las siguientes ecuaciones. 

(Usar la linealización de los sistemas correspondientes.) 

2. y" + y ~ y 3 = o 3. y" - 9y + y 3 = 0 

4. y" + 4y — 5y 3 + y 5 = 0 5. y” + eos y = 0 

6. y" - 4y + y 3 — 0 

7. ¿Qué tipo de puntos críticos se obtienen en el ejemplo 1 si k < 0? 

8. Convertir la ecuación del problema 6 a un sistema, resolverlo en el plano fase y trazar 
algunas de las trayectorias. 

9. ¿A qué estado (posición, velocidad, dirección del movimiento) del péndulo que oscila 
corresponden los cuatro puntos de intersección de una curva cerrada con los ejes en la 
figura 71 ? ¿El punto de intersección de una curva ondulada con el eje y 2 ? 

10. En el problema 8, incorporar un término de amortiguamiento lineal para obtener 

y" + y' - 4y + y 3 = 0. 

Determinar de qué tipo es cada punto crítico por linealización. Empezar con una conjetu¬ 
ra (usando argumentos mecánicos y la respuesta del problema 8), después realizar los 
cálculos. 

11. Demostrar que si y —> 0, las isoclinas del ejemplo 4 tienden a líneas rectas que pasan por 
origen, de pendiente -1 ik. ¿Por qué sería esto de esperarse? 

12. Determinar el tipo del punto crítico (0, 0) de la ecuación de Van der Pol cuando pt> 0, /i 
== 0 y ¡A < 0. 

13. La figura 73 muestra que algunas de las isoclinas tienen un máximo o un mínimo. Demos¬ 
trar que estos puntos pertenecen a la hipérbola y l y 2 ~ -\í2y. 

¿Qué clase de curvas son las trayectorias de las siguientes ecuaciones en el plano fase? 

14. y" + y a = 0 

15. yy" + y c = 0 

4.6 SISTEMAS LINEALES NO HOMOGÉNEOS 

En esta sección final del capítulo 4 se discuten los métodos para resolver sistemas linea¬ 
les no homogéneos. Por la sección 4.2 se recuerda que un sistema así es de la forma 


0) 


y' = Ay + g 
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donde el vector g(f) no es una identidad con cero. Se supone que g(t) y la matriz A(r) 
de n X n son continuos en algún intervalo J del eje t. A partir de una solución general 
y<*>(/) del sistema homogéneo y'= Ay en Jy de una solución particular y^(0 de (1) 
en J [es decir, una solución de (1) que no contiene constantes arbitrarias], se obtiene 
una solución de (1), 

(2) y = y (h) + y (p) , 

llamada solución general de (1) en J, ya que incluye a todas las soluciones de (1) en 
como puede demostrarse. Habiendo estudiado los sistemas lineales homogéneos en 
las secciones 4.1 -4.4, el objetivo aquí será explicar los métodos para obtener solucio¬ 
nes particulares de (1). Se discuten el método de coeficientes indeterminados y el 
método de variación de parámetros; estos métodos tienen contrapartes para una 
ecuación sencilla, como se sabe por las secciones 2.9 y 2.10. Como tercer método de 
solución se considera asimismo la reducción a la forma diagonal. 


Método de coeficientes indeterminados 

Este método es adecuado si las componentes de g son potencias enteras de /, funcio¬ 
nes exponenciales o senoidales y cosenoidales. Se explica por medio de un ejemplo. 

EJEMPLO 1 Método de coeficientes Indeterminados 

Encontrar una solución general del sistema lineal no homogéneo 

r~2 -4] |~2f 2 + lOr 

(3) y' = Ay + g = y + . 

1 — 3j 1_/ 2 + 9/ 4- 3_ 

Solución. La forma de g sugiere suponer y^ en la forma 

y(P> = U + Vf + W/ 2 

y determinar los vectores u, v y w. Por sustitución, 

y<p)' = y + 2w/ = Au + A vi + A w/ 2 + g. 

En términos de componentes se obtiene 


v 

2w x i 

2«j - 4 u 2 

p»! - 4v 2 

/ + 

2 + 

~2t 2 + 10/” 

- V K 

lw 2 l 

J “1 - 3«2_ 

1- 

1 

tO 


"3 

i 

r**> 

1 

sT 

_ 1 

t 2 + 9/ + 3 


Al igualar los términos en t 1 en ambos miembros, se obtiene 

0 - 2w 1 - 4w 2 + 2, 0 = w x - 3w 2 + 1, por tanto w x = -1, w 2 = 0. 

A partir de los términos en / se obtiene 

2w x = 2v x - 4 o 2 + 10, 2w 2 = ü x — 3v 2 + 9, por tanto v x = 0, u 2 = 3. 

Por último, de los términos constantes se obtiene 

v x - 2Wj - 4 m 2 , v 2 = u \ ~ 3« 2 + 3, por tanto ~ 0, u 2 = 0. 
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A partir de estas expresiones y de la solución general del sistema homogéneo del ejemplo 2 de la sección 
4.3 se llega a la respuesta 


y y(h) _|_ y(P) 



l 


Se requiere una modificación si un término g incluye e* donde A, es un eigenvalor de 
A. Entonces en vez de suponer un término ue^ en y (p \ debe empezarse con u té* + \e Kt . 
(El primero de estos dos términos es el análogo de la modificación de la sección 2.9. 
pero no será suficiente aquí. Inténtese.) 


EJEMPLO 2 Modificación del método de coeficientes indeterminados 

Encontrar una solución general de 


(4) 


y' = Ay + g * 


-3 1 

1 -3 


y + 


~6 

e- 2í . 

2_ 


Solución Una ecuación general del sistema homogéneo es (ver el ejemplo 1 de la sección 4.3) 


(5) 


,(h) 


e -2t + c 




Puesto que X —2 es un eigenvalor de A, debe suponerse y (p> = ute 21 + ve -2 ' (en vez de ue 2í ). Por sustitu¬ 
ción. 


y(p) ; — ue _ 2u te 2í — 2ve -2t = Au te 2í + Ave~ 2t + g. 

Al igualar los términos en te~ 2 ‘ en ambos miembros se tiene -2u - Au. Por tanto, u es un eigenvector de A 
correspondiente a X = -2; en consecuencia [ver (5)], u T = a[ 1 1 ]. Al igualar los otros términos se obtiene 

en componentes, 

-v l + u 2 = a + 6 
V l - U 2 = a - 2. 

Por lo tanto, a = -2 (para tener una solución) y entonces v 2 = v, + 4, por ejemplo, = k y v, = k + 4; por 
consiguiente 



r 


”o‘ 

II 

► 

_i 

+ 

4 


y simplemente puede escogerse k - 0. Se obtiene así la respuesta 
(6) y = y (h) + y (p) = cj 


V 

e~ 2t + c 2 

r 

C4 

1 

¥ 

1 

r 

t e ~2t + 

"o" 

i 


J_1 


i_ 


_4 


,-2t 
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Para otra k se obtiene otra v; por ejemplo, de k - -2 se obtiene v l = [-2 2], por lo que la respuesta queda 


como 

( 6 *) 


,-2t 


+ C, 


-1 


41 


te 


- 2 1 


-2 

? 


,-2t 


y así sucesivamente. 


■ 


Método de variación de parámetros 

Este método puede aplicarse a sistemas lineales no homogéneos 


(7) 


y' = A(f)y + g(0 


con A = A(í) variable y g(<) general. De el se obtiene una solución particular yW de (7) 
en algún intervalo J del eje t si se conoce una solución general 

(8) y (h) = c 1 y (1) + • • • + c n y (n) 

del sistema homogéneo en J. En componentes, (8) es 


y (h) = 


Vi” 

+ * * 

+ ví"" 


- y a) 

... y (nf 


1 

/iJ'n’ 

+ * * • 

+ 


v(l> 
J n 

■ ■ • v (n) 

y n J 


_ c «_ 


= Y(f)c, 


donde Y(/) es la matriz con columnas y (1 >, - • •, y (n) , los vectores de la base en (8), y c T 
= fe • •• c 1 es constante. Como en la sección 2.10, el método consiste en sustituir el 
vector constante c por un vector variable u(/), 

( 9 ) y íp) = Y(/)u(/) 

y determinar u(/) sustituyendo en (7). Se obtiene así 

(10) Y'u + Yu' = AYu + g. 


Ahora 

y íD' = Ay (1) , y (2) ' - Ay (2) , • * • , - Ay ( ^ 


ya que éstas son soluciones del sistema homogéneo. Estas n ecuaciones vectoriales 
pueden escribirse como una ecuación matricial sencilla Y'= AY. En consecuencia, 
(10) se reduce a Yu' = g. Ahora, Y es no singular porque las n soluciones de una base 
son linealmente independientes. Por lo tanto, Y* 1 existe y puede resolverse 

Yu' = g para obtener u' = Y -1 g. 
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Al integrar desde alguna / 0 en J hasta una t variable, se obtiene 


u (t) = J Y~H7)g(7) d7 + C. 


Al dejar el vector constante C general se obtiene una solución general 
(H) y = Yu = YC + Y f Y’\7)g(7) d7 , 

to 

y para C - 0 esta es una solución particular (9) de (7). 

EJEMPLO 3 Solución por el mótodo de variación de parámetros 

Para el sistema (4) del ejemplo 2, por (5) y (4) se tiene 


Y = [y<l) y®] 


e -2t e -4t 


A partir estas expresiones y de (10) de la sección 4.0, se obtiene la inversa 


Y" 1 = 


4 1 _„-4t 


1 e 2t e 2t 


— 2í p -2t\ 2 L,4í _„4t 


Esta expresión se multiplica por g, obteniéndose 


,2t e 2t -6e~ 2t | -4 

,4í _ e 4tj [ 2e~ 2t \ ~ 2 [_-Se 2t _ 


Ahora se integra. Al elegir el vector constante de integración como el vector cero, se obtiene 


fT -2 " 

i) -4e 2 ^ 


2e 2t + 2 


A partir de esta expresión y de (12) se obtiene 


g 2t g 


— 4É I 
-4 í 


-2e 2t + 2 


-2te~ 2t - 2e~ 2t + 2e~ 4t 
~2te~ 2t + 2e~ 2t - 2e~ 4t 


-2 te 21 - 2e 2t 2 

+ e~ 4t . 

-2te 2t + 2e 2t -2 

El último término es una solución del sistema homogéneo, por lo que puede incorporarse en y h) y obtenerse 
como una solución general del sistema (4) 

i~l r n rn r~2 

(13) y = Cj e~ 2t + c 2 e~ 4t - 2 te~ 2t + e ~ 2t 

I -1 I 2 


resultado que concuerda con (6*) 
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Método de dlagonalización 

La idea de este método es “desaparear” las n ecuaciones de un sistema lineal de tal 
modo que cada ecuación contenga solamente una de las funciones desconocidas y v 
* * -y y en consecuencia pueda resolverse independientemente de las otras ecuaciones. 
Esto funciona para sistemas 


(14) 


y' = Ay + g(0 


para los cuales A tiene una base de eigenvectores x (i) , • ■ •, x (M) . Puede demostrarse que 
entonces 


(15) 


D = X -1 AX 


es una matriz diagonal con los eigenvalores A, • ■, X n de A en la diagonal principal; 
aquí X es la matriz de n x n con columnas x (I \ *, x (rt> . (La demostración se encuentra 
en la sección 7.14.) Obsérvese que X -1 existe porque estas columnas son linealmente 
independientes. Así, en el ejemplo 2, 


(16) 



como el lector puede comprobar. 

Para aplicar la diagonalización a (14), se define la nueva función desconocida 


(17) 


(a) z = X V Entonces (b) y = Xz. 


Al sustituir esta expresión en (14) se tiene (¡nótese que X es constante!) 

Xz' = AXz + g. 

Esta ecuación se multiplica por la izquierda por X" 1 , obteniéndose 

z = X _1 AXz + h donde h = X^g. 

En virtud de (15), esta expresión puede escribirse 

(18) z = Dz + h; en componentes, z- = A -z- + h-. 


en componentes, 
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donde j = 1, ■ ■, n. Ahora puede resolverse cada una de estas n ecuaciones lineales 
como en la sección 1.7 para obtener 


(19) 



Estas son las componentes de z(/) y a partir de ellas se llega a la respuesta y = Xz por 
(17b). 

EJEMPLO 4 Método de dlagonalización 

Para el sistema (4) del ejemplo 2, por (5) y (4) [ver también (16)] se obtiene 


h = X-!g 


Puesto que los eigenvalores son - -2 y X, = -4, el sistema diagonalizado es 


HN 

1_ 

2 


- 6e~ 2t ~ 


- -2f _2t_ 

MH 

1 


2e -v_ 

II 

__ 4e> -2t_ 


Z = 


-2 0 
0 -4 


z + h, por tanto 


z[ = ~2z 1 - 2e 21 
z! 2 — — 4^ ~ 4e~ 2t . 


Por (19) se obtienen las soluciones 


c,e 


~2t 


lie 


-2t 


Zn = c 0 e 


-4í 


- 2e ~ 2t . 


A partir de estas expresiones y de (17b) se obtiene la respuesta 
y = Xz 

Esta expresión es idéntica a (13) y (6*). 


1 1 

c x e 21 - 2r^ 2í 


CjC 2í - 2íé- 2í + c 2 f _4t - 2p _2í 

J “I. 

c 2 e ~ 4í - 2e" 2t _ 


Cj ^' 21 - 2te~ 2t - c 2 e^ Ai + 2e^ 2t 


Problemas de la sección 4.6 

Encontrar una solución general de los siguientes sistemas lineales no homogéneos. 
*• y[ = y 2 + te 2 * 2. y[ = 4 y 2 

y'í = y x - 3e 2t y ' 2 = + 2 - 16/ 2 

3. y[ = -iy 1 + y 2 + 3 eos / 

y'z = y x - 3y 2 - 2 eos t - 3 sen t 

4. = 4^ - Sy 2 + 2 cosh t 

y z = 2^ - 6y 2 + cosh t + 2 senh t 

5. y'i ~ Vi ~ 5 sen/ 
y 2 = —4y 1 + 17 eos t 


y'i = ~3y, - 4y 2 + 5e* 
y'z = + 6 y 2 - be* 
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Resolver los siguientes problemas con valor inicial. 
7. y[ = 5y 2 + 23 


y' 2 = -5y t + 15/ 


V«) = 1, y,(0) 


*. y[ = y x + 4 y 2 - t 2 + 6 / 


y 2 = y x + y 2 - ' 2 + t - i 

9. yj = 4 jíj + 8y 2 + 2 eos / — 16 sen / 

>2 = fsy x + 2y 2 + eos / - 14 sen / 

10 . y[ = -y 2 + eos / - sen t 
y' 2 = ~y t + eos / + sen / 

11. y'i = 5+ 4y 2 - 5 1 2 + 6/ + 25 

y 2 = y 2 + 2y 2 - / 2 + 2/ + 4 

12. yj = 2y x + 3y 2 + 2/? 21 

y 2 = >x + 4y 2 + 3e 2t 


yi (0) = 2, y 2 (0) = -1 

y x (0) = 0, y 2 (0) = 1.75 
^(0) = -1, y 2 (0) = -6 

>i(0) = 0, y 2 (0) = 0 
^(0) = -2/3, y 2 (0) = 1/3 


Encontrar una solución general (corrientes) de la red de la figura 75, donde: 

13. /?, = 1 ohm, /? 2 = 4 ohms, L = 0.5 henrys, C = I faradio, £ = 100 volts. 

14. £=220 sen / volts, los datos restantes como en el problema 13. 

15. En el problema 13, encontrar la solución particular correspondiente a las corrientes y 
cargas cero cuando 1 = 0. 

16. Encontrar las corrientes de la figura 76, donde £, = 1 ohm, R 2 = 1.4 ohms, L x = 0.8 henrys, 

= 1 henry, £=100 volts e 7,(0) = 7,(0) = 0. 


L L i Lo 



Figura 75. Problemas 13-15. Figura 76. Problema 16. 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 4 

1. Sin consultar el texto, escribir un sistema lineal general de primer orden de n ecuaciones 
diferenciales en n funciones desconocidas (i) en forma matricial y (ii) desarrollado. 

2. Sin consultar el texto, convertir la ecuación de segundo orden y "+ p(t)y' + g(t)y = 0 en un 
sistema de ecuaciones de primer orden. Dar un ejemplo. 

3. ¿Qué es el wronskiano de dos soluciones y qué papel desempeñó en este capítulo? 

4. ¿Qué son los eigenvalores y los eigenvectores de una matriz? ¿Por qué fueron importan¬ 
tes en este capítulo? 

5. ¿Qué es una base de eigenvectores? ¿Cómo se usó en una base de soluciones? ¿Qué 
puede hacerse si una matriz no tiene una base de eigenvectores? 
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6. ¿Qué se entiende por plano fase? ¿Por trayectoria en el plano fase? ¿Por punto crítico de 
un sistema? 

7. ¿Qué forma tienen las trayectorias de un sistema cerca de un punto silla? ¿Cerca de un 
punto espiral? ¿Cerca de un centro? ¿Cerca de un nodo? 

8. ¿Qué se entiende por linealización de un sistema y qué finalidad tiene? 

9* ¿Qué son las oscilaciones autosostenidas? Escribir una ecuación diferencial correspon¬ 
diente (tan simple como sea posible). 

10. Hacer una lista y explicar los métodos para obtener soluciones particulares de sistemas 
lineales no homogéneos. 

Encontrar una solución general de los siguientes sistemas y determinar el tipo y la estabilidad 
de los puntos críticos. 

^1 = ^1 + 4y 2 J2. y' = y i + 4 y 2 

y 2 = + y 2 y' 2 = yi + y 2 

13. y[ = 4y, - 2y 2 14. y [ = ^ + >2 

y 2 = 13?» " 6y 2 y' 2 = -6y t - 4y 2 

Determinar la localización y el tipo de todos los puntos críticos de las siguientes ecuaciones. 
(Linealizar los sistemas correspondientes.) 

15. y"-y+y = 0 16. y" + tany = 0 

17. Resolver el problema 11 convirtiéndolo a una ecuación sencilla. 

18. Si y'=Ay tiene un punto silla en (0,0), demostrar que y' - A 2 y tiene un nodo inestable en (0,0). 

19. Si A en y' = Ay tiene los eigenvalores -5 y 3, ¿qué tipo de punto crítico es (0, 0)? 

20. Encontrar las corrientes de la figura 77, suponiendo que R = 1 ohm, L = 1,25 henrys, C = 
0.2 faradios e 7,(0) = i 2 ( 0) = 1 ampere. 

21. Encontrar las corrientes de la figura 78, suponiendo que R = 2.5 ohms, L = I henry, C = 
0.04 faradios, E(t) = 169 sen t volts e 7,(0) = 7 2 (0) = 0. 

22. Encontrar las corrientes de la figura 78, suponiendo que R = 1 ohm, L = 10 heniys, C= 1 
faradio, £(/) = 100 volts e 7,(0) = 7 2 (0) = 0. 



Figura 77. Red del problema 20. Figura 78. Red de los problemas 21 y 22, 

23. El tanque 7, de la figura 79 contiene inicialmente 100 gal de agua pura. El tanque T 
contiene inicialmente 100 gal de agua en la que se disolvieron 90 Ib de sal. El líquido se 
Agua 



Figura 79. Tanques del problema 23 
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bombea por un sistema según se ilustra y las mezclas se mantienen uniformes por agita¬ 
ción. Encontrar las cantidades de sal y^{t) y y 2 {t) en 7’, y 7 ; , respectivamente. 

24. Considérese una generalización de la ecuación de van der Pol, a saber, 

y" - fi( 1 - y 2 - y 2 y' 2 )y' + y = 0 (y constante). 

Demostrar que esta ecuación describe oscilaciones autosostenidas. Encontrar la ecuación 
de las isoclinas. Comprobar que para y = 1 la ecuación dada tiene la solución periódicay 
= sen t. 

25. (Ecuación de Rayleigh) Demostrar que la llamada ecuación de Rayleigh 

r - Mi + y = o ( M > o) 

también describe oscilaciones autosostenidas y que al derivarla y hacery = y'se obtiene la 
ecuación de van der Pol. 

26. (Ecuación de Duffing) La ecuación de Duffing es 

y" + &> 0 2 y + /8y 3 = 0 

donde \P\ por lo general es pequeño, caracterizando de este modo una desviación pequeña 
de la linealidad de la fuerza de restauración. jS > 0 y /3 < 0 se conocen como los casos de 
un resorte duro y uno suave, respectivamente. Encontrar la ecuación de las curvas solu¬ 
ción en el plano fase. (Para p > 0 todas estas curvas son cerradas.) 


Encontrar una solución general de los siguientes sistemas no homogéneos. 

27- y[ = 2y, + 3y 2 - 2<r‘ 28. y[ = 2y x + 2y 2 + 

^ = -y t - 2 y 2 y' = -2yj - 3y 2 + e‘ 


29. Resolver el problema con valor inicial 

yí = ~yi + 4y 2 + 6e l - t + II, 
y' 2 = 3yj - 2y 2 - 6e* + 3í - 6, 


yi(0) = 4, y 2 (0) = 0. 


30. Encontrar una solución general de y’ = y 2 + /, = -y, aplicando cada uno de los tres 

métodos discutidos en la sección 4.6. 


Resumen del capítulo 4 

Sistemas de ecuaciones diferenciales, plano fase, estabilidad 


En tanto que los circuitos eléctricos sencillos o los sistemas masa-resorte senci¬ 
llos están gobernados por ecuaciones diferenciales sencillas en calidad de mode¬ 
lo matemático (capitulo 2), las redes compuestas por varios circuitos, los sistemas 
mecánicos con varias masas y resortes y otros problemas de interés para la inge¬ 
niería llevan a sistemas de ecuaciones diferenciales (sección 4.1) en los que se 
trata simultáneamente con varias funciones desconocidas, las cuales representan 








las corrientes en los diferentes circuitos, los desplazamientos de esas masas, etc. 
De interés central son los sistemas de primer orden (sección 4.2) 

y[ = 


•^n ^í» ‘ > y,,)* 

a los cuales pueden reducirse las ecuaciones y los sistemas de órdenes superio¬ 
res. Para simplificar, en este resumen se hace n = 2; por tanto. 


(1) y t ) 

y 2 = f 2^< y lt y 2 )- 

(Las fórmulas correspondientes para n general y algunas ideas y conceptos teó¬ 
ricos se incluyen en las secciones 4.2 y 4.3.) Un sistema lineal es de la forma 

( 2 ') ^1 = + * 12^2 + #1 

y % = * 21*1 + * 22^2 + 

en forma vectorial 


(2) y' = Ay 4- g, donde A = 


a n a \2 


a 21 a 22 


8i 

y = , g = 

y% H 


Un sistema lineal homogéneo es de la forma 


(3) y' = Ay, desarrollada 


y 1 = * 11*1 + « 12^2 
?2 ~ *21^1 ^22^2* 


Los sistemas (3) con a n , • • •, a 21 tienen soluciones y = xe^ ± 0 donde A son las 
soluciones de la ecuación cuadrática (sección 4.3) 


*u ~ A 


(#11 A)(#nn A) # 10 # 01 - 0 


^22 A 
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y vector x * 0 con componentes x,, x 2 determinadas en una constante 
multiplicativa por 

(^11 “ ^)-*i + ^12*2 = ® 

(las matrices de 2 x 2 que se necesitan aquí se explican en la sección 4.0.) 

Al plano yy 2 se le llama el plano fase. Una trayectoria es la curva de una 
solución y x (t) 9 y 2 (t) en el plano fase. Un punto crítico P: (y v y 2 ) de un sistema 
(1) [o (2)] es aquél en el que los segundos miembros del sistema son ambos 
cero. Dependiendo del comportamiento de las trayectorias cerca de P éste reci¬ 
be el nombre de nodo, punto silla, centro o punto espiral y los puntos críticos 
se clasifican también en términos de estabilidad (secciones 4.3,4.4). Para sis¬ 
temas no lineales esto se hace por linealización (sección 4.5). Los métodos del 
plano fase se aplican principalmente a sistemas autónomos, es decir, a siste¬ 
mas en los que t no está presente explícitamente. Son cualitativos y revelan una 
cantidad sorprendentemente grande de información, en particular sobre 
ecuaciones y sistemas no lineales que no pueden resolverse analíticamente. 
Aplicaciones al famoso péndulo y las ecuaciones de van der Pol se presentan en 
la sección 4.5. 

Los métodos para resolver los sistemas lineales no homogéneos se discu¬ 
ten en la sección 4.6. 







Capitulo 

5 

Soluciones en seríes 
de potencias de las 
ecuaciones diferenciales. 
Funciones especiales 


En el capítulo 2 se vio que una ecuación diferencial lineal homogénea cuyos 
coeficientes son constantes puede resolverse por métodos algebraicos y que las 
soluciones son funciones elementales conocidas por cálculo diferencial e inte¬ 
gral. Sin embargo, si dichos coeficientes no son constantes sino que dependen de 
x , la situación es más complicada y las soluciones pueden ser funciones no ele¬ 
mentales. La ecuación de Legendre (sección 5.3), la ecuación hipergeométrica 
(sección 5.4) y la ecuación de Bessel (sección 5.5) son de este tipo. Puesto que 
estas y otras ecuaciones y sus soluciones desempeñan un papel importante en las 
matemáticas aplicadas, se dedica un capítulo completo a dos métodos estándares 
para encontrar las soluciones y a sus aplicaciones: el método de las series de 
potencias (secciones 5.1, 5.2), con el que se obtienen soluciones en la forma de 
series de potencias, y una ampliación del mismo, conocido como el método de 
Frobenius (sección 5.4). 

Esto ofrecerá asimismo al estudiante la oportunidad de familiarizarse con 
los métodos y las técnicas sobre funciones especiales, es decir, las “funciones 
trascendentes superiores” (de gran importancia práctica, pero no consideradas 
en los cursos de cálculo elemental), y algunas de sus propiedades. Entre éstas se 
incluirá la teoría de Sturm-Liouville (secciones 5.8, 5.9) basada en la 
ortogonalidad de las funciones, una idea cuya importancia para la física mate¬ 
mática y sus aplicaciones en la ingeniería difícilmente puede sobreestimarse. 

COMENTARIO. Este capítulo también puede estudiarse inmediatamente des¬ 
pués del capítulo 2 pues no hace uso del material estudiado en los capítulos 3 y 4. 

Prerrequisitos para este capítulo: Capítulo 2. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: 5.2, 5.6-5.9. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte A. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 
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5.1 MÉTODO DE LAS SERIES DE POTENCIAS 

El método de las series de potencias es el procedimiento básico estándar usado para 
resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables . Da las solucio¬ 
nes en la forma de series de potencias; de ahí su nombre. Estas series pueden usarse 
para calcular valores de las soluciones, para explorar sus propiedades y para deducir 
otro tipo de representaciones de dichas soluciones, como se verá más adelante. En 
esta sección se empieza explicando e ilustrando la idea básica del método. 


Series de potencias 

Se recuerda primero del cálculo que una serie de potencias 1 (en potencias de x - x 0 ) 
es una serie infinita de la forma 

00 

(1) 2 - V” 1 = «0 + a ¿ x ~ *o) + a 4* - x 0> 2 + • • • • 

wi = 0 

a 0 , a ¡9 a T • • * son constantes, llamadas los coeficientes de la serie. x Q es una constante, 
llamada el centro de la serie y x es una variable. 

Si en particular x 0 = 0, se obtiene una serie de potencias en potencias de x 


( 2 ) 2 a m xm = a o + a i x + a 2 x2 + a 3 x3 + ' * * ■ 

nt = 0 

En esta sección se supondrá que todas las variables y las constantes son reales. 
Ejemplos conocidos de series de potencias son las series de Maclaurin 


I - x 


2 x m = 1 + X + X 2 + 


m = 0 
00 

2 

m = 0 


m\ 


X 2 X 3 

, + JC + * + 3i + 


” (-1 rx 2m , X* , X* 


X 3 X 5 


sen x = -~r - = x - — + — - + 


m = 0 


(2m + 1)! 


3! 5! 


([xj <, serie geométrica ), 


1 El término “series de potencias” sólo se refiere generalmente a series de la forma (1), pero no incluye 
series de potencias negativas de x tales como a 0 + a¡xr l + a^c 1 + • ■ ■ o series en las que intervienen 
potencias fraccionarias de x. Obsérvese que en (1) se escribió, por conveniencia (x - x 0 f - 1, aun 
cuando x = x 0 . 

Se usa la letra m para denotar la suma, reservando n como una notación estándar para los parámetros 
en las ecuaciones de Legendre y Bessel para valores enteros. 
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Idea del método de las series de potencias 

La idea del método de las series de potencias para resolver ecuaciones diferenciales es 
simple y natural. Se empieza describiendo el procedimiento práctico y se ilustra con 
ecuaciones simples cuyas soluciones ya se conocen, con el fin de ver lo que está ocu¬ 
rriendo. La justificación matemática del método se presenta en la siguiente sección. 

Para una ecuación dada 

y" + p(x)y r + q(x)y = 0 

se representan primero p(x) y q(x) por series de potencias en potencias de x (o de x - 
x 0 si se desea obtener soluciones en potencias de x - x 0 ). En muchas ocasiones, p(x) y 
q(x) son polinomios y entonces no es necesario hacer nada en el primer paso. Después 
se supone una solución en la forma de una serie de potencias con coeficientes desco¬ 
nocidos 

00 

(3) y — 2 a m x7n = a o + a \ x + « 2 -* 2 + a 3 xS + * ■ * 

m = 0 

y esta serie y la obtenida al derivar término a término, 

00 

(a) y' = 2 rna m x m ~ 1 = a x + 2a 2 x + 3 a 3 x 2 + • • • 

(4) m=1 

oo 

(b) y" = 2 m ( m - 1 ) a ,r í * m-2 = 2a 2 + 3 ■ 2a 3 x + 4 • 3a 4* 2 + • ■ ■ 

m = 2 

se introducen en la ecuación. A continuación se agrupan las potencias semejantes de 
x y la suma de los coeficientes de cada potencia de x que se presente se iguala a cero, 
empezando con los términos constantes, los términos que incluyen ax, los términos 
que incluyen a x 2 , etc. Se obtienen así relaciones a partir de las cuales es posible 
determinar de manera sucesiva los coeficientes desconocidos en (3). 

El procedimiento se ilustra para algunas ecuaciones simples que también pueden 
resolverse por métodos elementales. 

EJEMPLO 1 Resolver 

y - y = 0 . 

Solución. En el primer paso, se insertan (3) y (4a) en la ecuación: 

(a x + 2a 2 x + 3a 3 x 2 +*•■)- (fl 0 + a 1 x + a 2 x 2 + ••■) = 0. 

Después se agrupan las potencias iguales de x, encontrándose 

(a l - a Q ) + (2ü 2 - íijjx + (3fl 3 - o 2 )x 2 + • ■ ■ - 0. 

Al igualar a cero el coeficiente de cada potencia de x se tiene 

a í - a Q = 0 , 2a 2 - a l = 0 , 


^3 a 2 ~ 0 , • • • . 
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Al resolver estas ecuaciones, a v a 2 , • pueden expresarse en términos de a Q9 la cual sigue siendo arbitraria: 

a \ «o _ ü 2l - ü .l 

a i = a 0’ a 2 = Y “ Y\ ’ fl3 ” 3 3! ’ ' 

Con estos coeficientes la serie (3) queda como 

a n ún 

y = a 0 + o 0 x + -x 2 + - X 3 + ■ ■ ■ , 
y se ve que se ha llegado a la conocida solución general 


"o ( 


X 2 X 3 

1 +X+ 2! + 3! + ’ 


)=*< 




EJEMPLO 2 Resolver 


y' = 2xy. 


Solución. Se introducen (3) y (4a) en la ecuación: 

a x + 2a 2 x + 3¿í 3 x 2 + * * * = 2x{a Q + a x x + a 2 x 2 + • ■ •)• 

Es necesario hacer la multiplicación por 2x en el segundo miembro y se escribe la ecuación resultante en 

la forma conveniente 

a x + 2a 2 x + 3a 3 x 2 + 4 a 4 x 3 + 5 a 5 x* + 6a Q x 5 + • • * 

= 2a Q x + 2a x x 2 + 2o 2 x 3 + 2a 3 x 4 + 2a 4 x 5 + • ■ • . 


A partir de esta expresión se ve que 

aj = 0, 2« 2 - 2a 0 , 3 a 2 = 2 a v 4a 4 = 2a 2 , Sa 5 — 2 tf 3 , 


Por tanto, a, = 0, a 5 = 0, y para los coeficientes con subíndice par. 


a 2 a 0 

'* = T = 2! ’ 


«6 = J 


«4 ^0 

3! 


donde a Q sigue siendo arbitraria. Con estos coeficientes la serie (3) queda como 
y = a ° (‘ ' ~ 2! 3! 4! 


„ X 4 X 6 X 8 \ 

1 +JC 2 + — + TT + TT + ** ) = «( 


Comprobar esta solución aplicando el método de separación de variables. 


EJEMPLO 3 Resolver 

y" + y = o. 

Solución. Al introducir (3) y (4b) en la ecuación se obtiene 

(2a 2 + 3 * 2a 3 x + 4 • 3a 4 x 2 +■■•) + (« 0 + «i* + a 2 x 2 + •••) = 0. 

Al agrupar las potencias iguales de x se encuentra 

(2ú 2 + <z 0 ) + (3 • 2a 3 + fljjx + (4 * 3 a 4 + a 2 )x 2 + * ■ • = 0. 
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Al igualar a cero el coeficiente de cada potencia de x se encuentra 


2a 2 + a Q = a 

3 • 2 a 3 + a 1 = 0 

4 • 3 a 4 + a 2 = 0 


coeficiente de x° 
coeficiente de x 1 
coeficiente de x 2 


etc. Al resolver estas ecuaciones se ve que a 2 , a 4 , ■ ■ • pueden expresarse en términos de a 0 y que a , a , • - 

pueden expresarse en términos dea,: v 5 ' 


a 2 ~ 


«0 
2 ! ’ 


fi 

3! ’ 


a 2 a 0 
4~3 = 4! ’ * * * ; 


a o y a \ son arbitrarias. Con estos coeficientes la serie (3) queda como 

... 


4! 


5! 


Esta expresión puede escribirse 



y se reconoce la conocida solución general 

y ~ a q eos x + a x sen x. I 


¿Se necesita el método de las series de potencias para ecuaciones como éstas y 
similares? Desde luego que no; se usó tan sólo para explicar el método. Pero, ¿qué 
ocurre cuando se aplica el método a una ecuación de un tipo diferente a las considera¬ 
das en el capitulo 2, incluso a una de apariencia inocente como y +xy = 0 (“ecuación 
de Airy”)? Seguramente se terminaría con nuevas funciones dadas por series de po¬ 
tencias. Y si una ecuación como ésta y sus soluciones son de interés práctico (o teóri¬ 
co), reciben nombres particulares y se investigan en profundidad. Así sucedió con las 
ecuaciones hipergeométricas de Legendre, de Bessel y de Gauss, por citar sólo las 
más destacadas. Sin embargo, antes de discutir estas ecuaciones de suma importancia 
deberá explicarse en mayor detalle el método de las series de potencias (y una exten¬ 
sión del mismo). 


Problemas de la sección S.l 

Aplicar el método de las series de potencias a las siguientes ecuaciones diferenciales. 


1. y' = 2y 

4. (1 - x)y' - y 

7. y' + 2jcy = 0 

10. y" + 4v = 0 


2. y' + y = 0 
5. (x + l)y' = 3y 
8. y' = 3* 2 y 
11 . y" - v' = 0 


3. y' = ley 

6. (1 + x)y' + y = 0 
9. y" - y = 0 
12. y" - 9y = 0 


(En los problemas de la sección 5.2 se incluyen más ecuaciones de este tipo.) 
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5.2 TEORÍA DEL MÉTODO DE LAS SERIES DE POTENCIAS 

En la sección anterior se vio que con el método de las series de potencias se obtienen 
soluciones de ecuaciones diferenciales en la forma de series de potencias. En esta 
sección primero se hace un repaso del cálculo en cuanto a algunos hechos importantes 
sobre las series de potencias, después se enlistan las operaciones con series de poten¬ 
cias que se necesitan en el método (derivación, adición, multiplicación, etc.) y se 
termina con algunos comentarios acerca de la existencia de soluciones de las series de 
potencias. 

Conceptos básicos 

Se recuerda del cálculo que una serie de potencias es una serie infinita de la forma 


( 1 ) 


Como anteriormente, se supone que la variable x, el centro x Q y los coeficientes son 

reales. La n-ésima suma parcial de (1) es 

(2) s n (x) = a 0 + a x {x - x Q ) + a 2 (x - * 0 ) 2 + • • • + a n (x - 


donde n — 0,1, • • *. Evidentemente, si se omiten los términos de s n de (1), la expresión 
que queda es 

(3) R n (x ) = a n+1 (x - x Q ) n+1 + a n+2 (x - * 0 ) n+2 + ' ’ ’ • 


Esta expresión recibe el nombre de residuo de ( 1) después del término a n (x - x 0 Y, 
Por ejemplo, en el caso de la serie geométrica 

1 + X + X 2 + ■ ■ ■ + x n + * * * 

se tiene 


II 

£ 

«0 

= jr + jt 2 + ;t 3 + -** 

= 1 + jr. 

«X 

= X 2 +Jt 3 + JC 4 +-- 

s 2 ~ 1 + x + jr 2 . 

«2 

= Jr 3 + jc 4 + x 5 + * * 


De este modo se tiene ahora a (1) asociada con la sucesión de las sumas parciales 
s 0 (x), s { {x), s 2 (x), • * *. Si para alguna x = esta sucesión converge, es decir, 


lím s n (x x ) = s(x x ), 
n~* oo 
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1 

-—‘—► 

-r — 







S - £ S S + £ 


Figura 80. Desigualdad (5). 


entonces se dice que la serie (1) es convergente en x = x, y que el número •?(*,) es el 
valor o suma de (1) en x,, y se escribe 


= 2 «m(*l “ V" 1 - 

m = 0 


Entonces para cada n se tiene 

(4) s(x x ) = s n (x x ) + R n (x x ). 

Si la sucesión diverge en x = x t , se dice que la serie (1) es divergente en x = x r 
En el caso de convergencia, para cualquiera positivo existe N (que depende de 
€) tal que, por (4), 

(5) |K„t*l)| = H x i) “ s rMí)\ < € P ara toda n > N - 

Geométricamente, esto significa que toda ^(x,) con n> N está entre s - € y s + e 
(figura 80). En términos prácticos, esto significa que en el caso de convergencia es 
posible aproximar la suma ¿(Xj) de (1) mediante $„(*,), con la precisión que se desee, 
tomando una n suficientemente grande. 


Intervalo de convergencia. Radio de convergencia 

1. La serie (1) converge siempre en x = x Q porque entonces todos sus términos salvo el 
primero, a 0 , son cero. En casos excepcionales ésta puede ser la únicax para la que (1) 
converge. Tales series no son de interés práctico. 

2. Si hay más valores de x para los que la serie converge, estos valores forman un 
intervalo, llamado el intervalo de convergencia. Si este intervalo es finito, tiene el 
punto medio x 0 , por lo que es de la forma 

(6) |x - x 0 | < R (Figura 81) 


Divergencia 

--Convergencia-► 

Divergencia 


h> 

-- H -^ 



Xq-R Xq Xq + R 

Figura 81. Intervalo de convergencia (6) de una serie de potencias con centro x Q . 
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y la serie (1) converge para toda x tal que |* - x 0 | < R y diverge para toda x tal que \x - 
xj > R. El número R se llama el radio 2 de convergencia de (1). Puede obtenerse con 
cualquiera de las fórmulas 


(7) 


(a) R = 1 



m—►<» 


(b) R = 1 


lím 

m-*» 


a 


m +1 


a 


m 


siempre que estos límites existan y sean diferentes de cero. [Si son infinitos, entonces 
(1) sólo converge en el centro jc q .] 

3. En ocasiones el intervalo de convergencia puede ser infinito, es decir, (1) converge 
para toda x, Por ejemplo, si el límite en (7a) o (7b) es cero, se presenta este caso. 
Entonces se escribe /? = «>, por conveniencia. (Las demostraciones de los hechos 
citados pueden encontrarse en la sección 14.2.) 

Para cada x para la que (1) converge, tiene un valor específico s(jc). Se dice que 
(1) representa a la función s(jf) en el intervalo de convergencia y se escribe 


s(*) = 2 a nS x - V m (I* - *ol < R )- 

m~ 0 

Se ilustran a continuación las tres posibilidades mediante ejemplos típicos. 

EJEMPLO 1 El Inservible Caso 1 de convergencia sólo en el centro 

En el caso de la serie 

00 

2 mix m = 1 + * + 2x 2 + 6jc 3 + • • - 
m = 0 


se tiene a = mi, y en (7b), 


a m +1 {m + 1)! 


— m + 1 —* 00 


cuando m —► <». 


m 


Por tanto, esta serie sólo converge en el centro x = 0. Una serie como ésta carece de utilidad. 


EJEMPLO 2 Caso 2. La serie geométrica 

Para la serie geométrica se tiene 

l 00 

-= y, x m = i + x + x 2 + ■■ ■ (W < i). 

1 - JC w n 
m = 0 

De hecho, a m = 1 para toda m y por (7) se obtiene R = 1, es decir, la serie geométrica converge y representa 
1/(1- v) cuando W < 1. 1 


2 Porque para una serie de potencias compleja se tiene la convergencia en un disco abierto de radio R. 
Cuando x - x 0 = R o -R no es posible hacer una afirmación general en cuanto a la convergencia o 
divergencia de la serie. 
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EJEMPLO 3 Caso 3 

En el caso de la serie 


<■* = 2 ^ = 1 + ^ + - + 
m 0 2! 


se tiene a m ~ \/m\. Por tanto en (7b), 

a m+i _ 1 i(m + 1 )! 1 

a m \fm\ m + 1 ° 

por lo que la serie converge para toda x. 


cuando m —*■ «, 

I 


EJEMPLO 4 Sugerencia para algunos de los problemas 

Encontrar el radio de convergencia de la serie 


m~ 0 


(-ir 3m , r* x* X 9 

8 m ** 8 + 64 512 


Solución. Esta es una serie en potencias de t = r 1 con coeficientes a m = (-l)' n /8 m , de donde en (7b), 


a m +1 


8 m 


8 m + l g * 


En consecuencia, R = 8. Por tanto, la serie converge para |/f < 8, es decir, para \x\<2. 


Operaciones con series de potencias 

En el método de las series de potencias se derivan, suman y multiplican series de 
potencias. Estas tres operaciones son permisibles, en el sentido explicado a continua¬ 
ción. Se cita asimismo una condición relacionada con la cancelación de todos los 
coeficientes de una serie de potencias, la cual constituye una herramienta básica del 
método de las series de potencias. (Las demostraciones pueden encontrarse en la sec¬ 
ción 14.3.) 

Derivación término a término 

Una serie de potencias puede derivarse término a término. De modo más preciso: si 


**> = 2 ajx - x Q ) m 

m = 0 

converge para \x-x 0 \< R , donde R > 0, entonces la serie obtenida al derivar término 
a término también converge para esas x y representa la derivada y de y para esas es 
decir, 

y'(x) = 2 majx - xj™- 1 (|jr - * 0 | < R ). 

m = 1 
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De manera similar, 

00 

y’\x) = 2 m ( m ~ *)« m U - x 0 ) m ~ 2 (| x - x 0 | < R), 

m = 2 

y así sucesivamente. 

Adición término a término 

Dos series de potencias pueden sumarse término a término. De modo más preciso: 
si las seríes 

00 00 

2 a m {x - X 0 ) m y 2 b m (x - V™ 

m=0 m=0 

tienen radios de convergencia positivos y sus sumas son^jc) y g(x), entonces la serie 

00 

2 (a m + b m )(x - x o r 

m = 0 

converge y representa fix) + g( jc) para toda jc que esté en el interior del intervalo de 
convergencia de cada una de las series dadas. 

Multiplicación término a término 

Dos series de potencias pueden multiplicarse término a término. De modo más preci¬ 
so: Suponer que las series (8) tienen radios de convergencia positivos y sean/jc) y 
g(jc) sus sumas. Entonces la serie obtenida al multiplicar cada término de la primera 
serie por cada término de la segunda serie y al agrupar las potencias iguales de jc -jc 0 , 
es decir, 

X 

2 + ■ ■ ■ + «mM* “ V" 

m-0 

= a Q h Q + (a 0 h x + a x h 0 ){x - x Q ) + Ut 0 b 2 + a l b l + a 2 b 0 )(x - x Q ) 2 + * * ■ 

converge y representa/jc)g(x) para toda x en el interior del intervalo de convergencia 
de cada una de las series dadas. 

Cancelación de todos los coeficientes 

Si una serie de potencias tiene un radio de convergencia positivo y una suma que sea 
una identidad con cero en todo el intervalo de convergencia , entonces cada coefi¬ 
ciente de la serie es cero. 
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Cambio de los índices de la sumatoria 

Es este un recurso que técnicamente se explica mejor en términos de ejemplos típicos. 
El índice de una sumatoria es una variable muda y puede cambiarse; por ejemplo. 


2 

m = 1 


3 m m 2 


" 3 k k 2 81 

—r = 2 TT" = 3 + 18 + — + 

m ! fc=i * ! 2 


Es posible “cambiar” el índice de la sumatoria; por ejemplo, si se hace m - s + 2, 
entonces s = m — 2 y 


2 m(m - ])a m x m ~ 2 = 2 (J + 2)(j + l)a s+2 ^ s 

m = 2 s = o 


- 2« 2 + 6 a 3 x + 12 « 4 jc 2 + * * • . 


Esto es necesario, por ejemplo, para expresar la suma de dos series como una sola. 
Por ejemplo, la suma 


00 

-r 2 2 m{m - 1 )a m x m ~ 2 + 22 ma m x m ~ l 
m = 2 m=l 

- x 2 (2 a 2 + 6 a 3 x + 12a 4 x 2 +•••)+ 2(a 1 + 2a 2 x + 3a 3 x 2 + • • •) 
se expresa como una sola serie introduciendo primero x 2 en la sumatoria 


2 m(m - \)x m + 2 2 rna m x m ~ l y 

m = 2 m=l 

y haciendo m=sy m- \ =s, respectivamente, para obtener 

00 oo 

2 *(•* - 1)« S JT 5 + 2 2(5 + l)a s + 1 x s , 

s=2 s=o 

donde 5 = 2 puede sustituirse por s = 0 (¿por qué?), por lo que se tiene 


2 fofo - + 2 (j + l)a s+1 ]jt s 

s = 0 

= 2«j + 4a 2 x + (2 a 2 + 6 a 3 )x 2 + (6 a 3 + 8a 4 )jc 3 + • ■ • . 

Existencia de las soluciones en series de potencias. 

Funciones analíticas reales 

Las propiedades de las series de potencias que acaban de discutirse constituyen la 
base del método del mismo nombre. La pregunta que queda por responder es si una 
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ecuación puede tener soluciones en seríes de potencias. La respuesta es simple: Si los 
coeficientes p y q y la función r del segundo miembro de 

(9) y" + p{x)y' + q(x)y = r( x) 

tienen representaciones en series de potencias, entonces (9) tiene soluciones en series 
de potencias. Se cumple lo mismo si A, p> q y f en 

(10) h(x)y " + p{x)y r + q(x)y = T(x) 

tienen representaciones en series de potencias y h{x<) * 0 (donde jc 0 es el centro de la 
serie). En la práctica, casi todas las ecuaciones tienen polinomios como coeficientes 
(reducibles por tanto a series de potencias), por lo que (cuando r(x) = 0 o es a su vez 
una serie de potencias) dichas condiciones se satisfacen, con la posible excepción de 
h(x 0 ) * 0, un hecho que será considerado en secciones posteriores. 

Para formular lo anterior de una manera simple y precisa, se usa el siguiente 
concepto (que es de interés general). 

Definición de función analítica real 

Una función real/*) se llama analítica en un punto x - x 0 si puede representarse por 
una serie de potencias en potencias de jc - jc 0 con radio de convergencia R > 0. 

Con esto se tiene el I 


Teorema 1 (Existencia de las soluciones en series de potencias) 

Sip,qyr en (9) son analíticas enx=x 0 , entonces toda solución de (9) es analítica en 
x ~x 0 y en consecuencia puede representarse por una serie de potencias en potencias 
de x-x Q con radio de convergencia* R > 0. 

Por tanto , se cumple lo mismo si A, p, q y r en (10) son analíticas en x = x 0 y 

Hx 0 )* 0 . 

La demostración de este teorema requiere de métodos avanzados de análisis com¬ 
plejo y puede encontrarse en la referencia [A6] del apéndice 1. 


Problemas de la sección 5.2 

Aplicar el método de las series de potencias a las siguientes ecuaciones diferenciales. 


1. xy f = 3y + 3 
3. y' = 2xy 

5. (jc + l)y' - (2 jc + 3)y = 0 

7. y" - 3y ; + 2y = 0 

9. (1 - x 2 )y " - 2*y' + 2y = 0 


2 . (x - 3 )y r - xy - 0 
4. (1 - jc 4 )y' = 4x 3 y 
6. y" - y = x 

8. y" - 4;cy' + (4 jc 2 - 2)y = 0 
10 . y" - xy f + y = 0 


3 R es al menos igual a la distancia entre el punto x =jc 0 y el punto (o puntos) más próximos a x = x 0 en el 
(los) que una de las (unciones p, q, r, como Junciones de una variable compleja , no es analítica. (Obsér¬ 
vese que ese punto puede no estar en el eje jc, sino en algún sitio del plano complejo.) 
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11. Demostrar que / = (y/x ) + 1 no puede resolverse para y como una serie de potencias en jc. 
Resolver esta ecuación para y como una serie de potencias en potencias de x - 1. ( Suge¬ 
rencia. Introducir t = x - 1 como nueva variable independiente y resolver la ecuación 
resultante para y como una serie de potencias en /.) Comparar el resultado con el obtenido 
con el método elemental apropiado. 

Resolver para .y como una serie de potencias en potencias de x - 1: 

12. y f - ky 13. y" + y = 0 14. y" - y = 0 


Radio de convergencia. Encontrar el 

00 r m 
m = 0 

i», i 

m = 2 




O 


m v 2m 


16. 2 (-ir* 

m=0 


17. 2 


” x 2m 


m = 0 


(2 m)\ 


19. 2 


( _D m 


,2 m 


20. 2 


m = 0 


m = 0 


( _ ^ 171 ^ 27 » + 1 

(2 m + 1 )! 


21 . 


s©' 

m = 0 v 7 


r2m 


00 (_ l )m oo 

22. 2 u - 5) m 23. 2 ™ 2m * m 

m = 0 m = 0 


24. 2 


m = 1 


3 m rn 2 


C* + O’ 


1 


25- 2 =5¡Cx - 1) 

m = 0 


2m 


26. ¿ 


m = 0 


( m !) 3 


27. (Cambio del indice de la sumatoria) Demostrar que 

00 oo oo 

2 mim - l)a m x m ~ 2 = 2 0’ + Wa j+1 x j_1 = 2 ( s + 2)(s + l)a s+2 * s - 

m-2 j = 1 s = 0 

Cambio del índice de la sumatoria. Cambiar el índice de tal modo que la potencia dentro del 
signo de sumatoria sea x". Comprobar el resultado escribiendo explícitamente los primeros 
términos. Determinar también el radio de convergencia. 

28. 2 r-* n+2 29. 2 2 30. 2 ■ r- 3 

«-1 3n 2 S + 1 t% 


6 k 


5.3 ECUACIÓN DE LEGENDRE. POLINOMIOS DE LEGENDRE P„(X) 


Los ejemplos y problemas considerados hasta este punto se incluyeron con la inten¬ 
ción de adquirir confianza con el método de las series de potencias así como para 
obtener habilidad en la aplicación práctica del mismo, pero, desde luego, esas 
ecuaciones podrían resolverse por otros métodos (para hacer posible la comparación 
de los resultados). Se considera ahora la primera “gran” ecuación de la física, la 
ecuación diferencial de Legendre 4 


( 1 ) 


(1 - x 2 )y" - 2jty' + n{rt + l)y = 0 


4 ADRiEN MARIE LEGENDRE (1752-1833), matemático francés, fue nombrado profesor en París en 
1775 y realizó importantes aportaciones en las funciones especiales, las integrales elípticas, la teoría de 
números y el cálculo de variaciones. Su libro Éléments de géométrie (1794) fue muy famoso y tuvo 12 
ediciones en menos de 30 arlos. 

Las fórmulas de las funciones de Legendre se incluyen en las referencias [1], [6] y [10]. 
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que ocurre en numerosos problemas, principalmente en los que presentan simetría esfé¬ 
rica (por ejemplo, en electrostática—léanse las primeras líneas de la sección 11.12). El 
parámetro n en (1) es un número real dado. A las soluciones de (1) se les llama funcio¬ 
nes de Legendre. Se trata de funciones nuevas; pertenecen a lo que se conoce como 
“funciones especiales”, que quiere decir funciones superiores, por oposición a las fun¬ 
ciones senoidales, cosenoidales, logarítmicas, etc., estudiadas en el cálculo elemental. 
(En las secciones siguientes se presentan otras funciones especiales.) 

Se observa que los coeficientes de (1) son analíticos en x = 0 (se trata de polinomios 
muy especiales) y que h(x) = 1 - jc 2 * 0 en x = 0. Por tanto, por el teorema 1 de la 
sección 5.2, toda solución de (1) es alguna serie de potencias 

(2) y = 2 a m x™ 

m =0 

Al sustituir (2) y sus derivadas en (1) y al denotar por k la constante n(n + 1), se 
obtiene 


(1 - x 2 ) 2 m(m - 1 )a m x m ~ 2 - 2x 2 ma m x m ~ 1 + k 2 a m x m = 0. 

m =2 m =1 m=0 


Al escribir la primera expresión como dos series separadas, se llega a la ecuación 


2 m{m - 1 )a m x m 2 - 2 m ( m ~ ^ a m x 
m = 2 m = 2 


m 


-22 ™a m x m + /c 2 o m x m = 0, 


m= 1 


m = 0 


que al desarrollarse queda como 

2 • 1 a 2 + 3 * 2 a 3 x + 4 * 3 a 4 x 2 + ••• + ($ + 2)(í + 0« s+2 JcS + * * ' 

- 2 * 1 a 2 x 2 - • • * — s(s — 1 )a s x s - • • • 

- 2 • 1 a t x - 2 • la 2 x 2 - • • • - 2sa s x s - • • • 

+ ka 0 + ka t x + ka 2 x 2 + • • • + ka g x s + • • • = 0 . 

Puesto que esta expresión debe formar una identidad en x para que (2) sea una solu¬ 
ción de (1), la suma de los coeficientes de cada potencia de x debe ser cero; como k = 
n(n + 1), se obtiene así 


(3a) 


2a 2 + n{n + l)a 0 = 0, 
6« 3 + [-2 + n(n + l)]a x = 0, 


coeficientes de x° 
coeficientes de x' 
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(3b) (s + 2Xí + l)<J s+2 + [ — s{s — 1) — 2 s + n(n + l)]a s = 0. 

Ahora la expresión de los corchetes [• • •] puede escribirse (n-sXn + s + I), como el 
estudiante puede comprobar con facilidad. Así, de (3) se obtiene 


(4) 


a 


s + 2 


— ~ s)(n + 5 + 1 ) 


a. 


(s + 2)(s + 1) • 


(s = 0, 1, ■ • •). 


Esta ecuación se conoce como relación o fórmula de recurrencia. Con ella se obtie¬ 
ne cada coeficiente en términos del segundo que lo precede, con excepción de a 0 y a , 
los cuales se dejan como constantes arbitrarias. Se encuentra sucesivamente ° '' 


n(n + 1) 

2 ! a ° 

(n - 2 Xn + 3) 

4-3 02 

(n - 2)n(n + l)(/i + 3) 

T. - a. 


(n - 1 )(n + 2) 

3! 

(n - 3)(/t + 4) 

5-4 a 3 

(n - 3)(n - 1)(« + 2)(n + 4) 

r, - a 


etc. Al insertar estos valores de los coeficientes en (2) se obtiene 

(5) ?(*) = a^y^x) + a x y£c) 
donde 

(6) - l - + <» - Wn + IX, + 3) 

2! 4! 

y 

(7) ./r. , . - 2 ' -2 | <" - - 'X- + Vlfi + 4) ^. 

Estas series conveigen para \x\ < 1 (ver el problema 5; o pueden no ser finitas; ver más 
adelante). Puesto que (6) sólo contiene potencias pares de x, en tanto que (7) sólo 
contiene potencias impares de x, el cociente y,/y 2 no es una constante, por lo que y, y 
y 2 no son proporcionales y, por lo tanto, son soluciones linealmente independientes. 
En consecuencia, (5) es una solución general de ( 1 ) en el intervalo -1 <x< 1 . 

Si « es un entero no negativo, entonces y, o y 2 se reduce a un polinomio (y el 
otro polinomio de las dos soluciones queda como un polinomio multiplicado por 

1° t(l + *)/(l - *)]> como puede demostrarse). Se ilustra lo anterior para los casos 
más sencillos. 
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EJEMPLO 1 Funciones de Legendre para n = 0 

Si n - 0, entonces de (6) se obtiene y, (x) - 1, el “polinomio de Legendre” más simple (ver más adelante) 
y de (7) se obtiene 


y 2 ( x > 


x + 


3! 


, . (— 3)( — I) * 2 * 4 s , 
X 3 + ---x 5 + 




1 + X 
1 - X 


El estudiante puede comprobar el resultado resolviendo la ecuación de Legendre (1 - x 2 )z'-2xz - 0, z -y 
por separación de variables. 


EJEMPLO 2 Funciones de Legendre para n = 1 

Si n = 1, entonces de (7) se obtiene y 2 (x) = x, el siguiente “polinomio de Legendre” y de (6) se obtiene 


y¿x) = * 


X 2 X 4 X 6 

T “ T ~ 7 


= 1 - X 


( 


X 3 

J + 7 



) = < 


1 + X 

1 - X 


I 


Polinomios de Legendre 

En muchas aplicaciones el parámetro n de la ecuación de Legendre será un entero no 
negativo. Entonces el segundo miembro de (4) es cero cuando s = n y, por lo tanto, 
a » + 2 = 0» a n+4 = 0, a n + 6 = 0, * • *. Por consiguiente, si n es par, ^(x) se reduce a un 
polinomio de grado n. Si n es impar, se cumple lo mismo paray 2 (x). Estos polinomios, 
multiplicados por algunas constantes, se llaman polinomios de Legendre. Puesto 
que son de gran importancia práctica se consideran en mayor detalle. Para ello se 
resuelve (4) para a, obteniéndose 


( 8 ) 


{s + 2 )(s + 1) 

(n - s)(n + 5+1) fls+2 


{s = n ”2) 


y entonces todos los coeficientes que no se cancelan pueden expresarse en términos 
de los coeficientes a n de la mayor potencia de x en el polinomio. El coeficiente a n en 
un principio sigue siendo arbitrario. Se acostumbra escoger a n = 1 cuando n = 0 y 


(9) 


( 2 »)! 


1*3*5 


° n 2 "(n!) 2 


(2 n - 1) 


n - 1,2, 


ni 


Esto se debe a que para esta elección de a n todos esos polinomios tendrán el valor 1 
cuando x = 1; esto se sigue de (14) en el problema 10. Entonces de (8) y (9) se obtiene 

= ~ D = *(" ~ 1X2h)! 

(9*) ün ~ 2 ~ 2(2n ~ 1} ^ 2(2 " " l)2n(nl)2 

_ *»(» ~ D2n(2n - 1)(2 n - 2)! 

2(2n - l)2 n n(n - 1)! n(n - l)(/t - 2)! ’ 
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a 


n-2 


(2 n - 2)1 


2 n (n - 1)! (n - 2)! * 


De manera similar, 


a 


n-4 


(n - 2)(n - 3) 


a 


(2 n - 4)! 


4(2 n ~ 3) ”-2 2 n 2! (n - 2)! (n - 4)! 


etc., y en general, cuando n - 2m > 0, 


( 10 ) 


a 


n-2m 


= (-D 


m 


(2 n — 2 m)\ 


2 n m\ (n - m)\ (n - 2m)\ ' 

A la solución resultante de la ecuación diferencial de Legendre (1) se le llama el 
polinomio de Legendre degrado n y se denota por P n (x). A partir de (10) se obtiene 


( 11 ) 


i m 


(2n - 2m)\ 


^nW = 2 (-D , n ,, - 

m=o 2 mi (« - "?)! (n - 2m)l 

(2/i)l 


x n~2m 


x n - 


(2/i - 2)! 


2 w (/i!) 2 2 n l! (n - 1)! (n - 2)! 


x fi-2 + _ 


(figíra 82 )^ n ' 2 ° in ~ 1)/2 ’ CUalqU ' era de ,os dos que ^ un entero - En particular 

Pq{x) = 1, /*j(jc) = X, 

(ir) P 2 (x) = ¿(3jt 2 - 1), P 3 ( X) = £ (5jc 3 _ 3jc); 

p ¿ x ) = ¿(35jc 4 - 30a: 2 + 3), P 5 (x) = |(63a: 5 - 70a: 3 + 15a:), 

etc. 
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La llamada ortogonalidad de los polinomios de Legendre se considerará en las 
secciones 5.8 y 5.9. 


Problemas de la sección 5.3 

1. Usando (IT), comprobar por sustitución que P 0 , • • •, P 5 satisfacen la ecuación de Legendre. 

2. Encontrar y graficar P 6 (x). 

3. Deducir (IT) a partir de (11). 

4. Demostrar que la ecuación (3) puede obtenerse más rápido a partir de (1 *) si se escribe m 
- 2 — s en la primera suma de (1 *) y m ~ s en las demás sumas, obteniéndose 

00 

2 {(5 + 2)(s + l)a s+2 - [j(í - 1) + 25 - *]a s }* s = 0. 

s = 0 

5. Demostrar que para cualquier n para la que las series (6) o (7) no se reducen a un polinomio, 
estas series tienen radio de convergencia 1. 

6. Resolver (1) con n - 0 como se indica en el ejemplo 1. 

7. Usando (11), demostrar que P n (-x) = (-1 fP n (x) y que P n (-x) = (-1 Y + l P„’(x). 

8. (Fórmula de Rodrigues 5 ) Aplicando el teorema del binomio a (x 2 - 1)", derivando n 
veces término a término y haciendo la comparación con (11), demostrar que 


(fórmula de Rodrigues ) 


9. Usando (12) e integrando por partes n veces, demostrar que 


( 12 ) 


p (x) =- 

nW 2 n n\ dx n 


d n 

K * 2 - 


l) n ] 


(13) 



2 

2 n + 1 


(ai = 0, 1, • • *). 


10. (Función generadora) Demostrar que 


(14) 


_ 1 

Vi - 2 xu + u 2 


2 W*»" 

n = 0 


A la función del primer miembro se le llama Junción generadora de los polinomios de 
Legendre. Sugerencia. Empezar con el desarrollo binomial de 1/ - v , hacer después 

v = 2xu - m 2 , multiplicar las potencias de 2 xu - w 2 , agrupar todos los términos que incluyan 
y? y comprobar que la suma de estos términos es P n (x)u n . 

11. Sean A ( y A 2 dos puntos en el espacio (figura 83, r 2 > 0). Usando (14), demostrar que 
1 1 i 00 

- = > . .-- = — 2 P m (c°s 0 ) 

r Vfj 2 + r 2 2 - 2r 1 r 2 eos 6 r 2 m=0 



Esta fórmula tiene aplicaciones en la teoría del potencial. 


5 OLINDE RODRIGUES (1794-1851), matemático y economista francés. 


I 
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Figura 83. Problema 11. 


Usando (14), demostrar que 
12. P n { 1) = I 

14 - ^2n + l(0) = 0 


13. P n (-1) = (-1)« 

,5 - P 2nW = (~ D" • 1 • 3 


(2 n ~ l)/2 • 4 • • • (2/j). 


16. (Recurrencia de Bonuet*) Derivando (14) con respecto a «, usando (14) en la fórmula 
sultante y comparando los coeficientes de a-, se obtiene la recurrencia de Bomet 


(15) 


{n + = (2 n + \)xP n (x) - nP n l (x), 


1 , 2 , 


17 ' Suc'St!^ < 15)« «I ■ I. «Itadta * aua** 

í(“«y !»06) <“'»» =" lo, co™>. liando 051 . cíenla, 

18. Usando (15) y (11 ’), encontrar P 6 . 

19. (Funciones asociadas de Legendre) Considérese 


Sustituyendo**) = (1 -x>)”»u(x), demostrar que « satisface 

(16) (1 - x 2 )u" - 2(m + l)*w' + [«(« + 1) - m ( m + , )]w = Q 

Empezando con (1) y derivando m veces, demostrar que una solución de (16) es 


La ftinción y(x) correspondiente se denota por P”(x). Se conoce 
Clada de pendre e interviene en la física cuántica. Por tanto. 


como una función oso- 


P n m (x) = (1 - X 2 )™ 12 — 

dx m 

20. Encontrar P^x), P 2 '( x ), P*(x), P/(x). 


5.4 MÉTODO DE FROBENIUS 

Al tgua! que el método de las series de potencias, el método de Frobenius 7 es un 
p ocedimiento para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes varia- 


Slf2 N sSci« 9 ‘ ,892) ’ matemático francés - ^6 Principalmente en la geometría 
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bles; sin embargo, el método de Frobenius se aplica a ecuaciones más generales para 
las que el método de series de las potencias deja de ser aplicable, algunas de ellas 
fundamentales (la ecuación de Bessel, en particular; ver las secciones 5.5-5.7). Así, 
el método de Frobenius posee una gran importancia práctica. 

Se empieza explicando a qué clase de ecuaciones se aplica el método de Frobenius. 
Un punto jc = x 0 en el que los coeficientes p y q de una ecuación 

y" + P(x)y ' + q{x)y = 0 

son analíticos (ver la sección 5.3) se llama punto regular de la ecuación. De manera 
similar, un punto regular x = x 0 de 

h(x)y" + p(x)y f + q(x)y = 0 

es aquel en el que h , p , y q son analíticos y h ,(x 0 ) * 0 (por lo que al dividir entre h , 
puede obtenerse la forma estándar con y" como primer término y coeficientes analíticos p 
— p!h y q = q /h). Un punto que no es regular se llama punto singular de la ecuación. 
Por ejemplo, la famosa ecuación de Bessel (ver la sección 5.5) 

x 2 y” + xy r + (x 2 - v 2 )y = 0 (v número dado) 

como se ve tiene a x = 0 como punto singular. (Dividir entre x 2 si esto ayuda.) 

Ahora bien, si x 0 es un punto regular de una ecuación, el método de las series de 
potencias se hace cargo de la misma, como ya se vio, y da soluciones en series de po¬ 
tencias en potencias de x - x 0 . Sin embargo, si x 0 es un punto singular, deja de ser éste el 
caso, simplemente porque la ecuación puede no tener una solución en serie de potencias 
en potencias dex-x 0 . Por fortuna, el comportamiento de los coeficientes de una ecuación 
en un punto singular es con frecuencia “no muy malo”, aunque es tal que se aplica el 
siguiente teorema. 

Teorema 1 (Método de Frobenius) 

Toda ecuación diferencial de la forma 


( 1 ) 



donde las funciones b(x) y c(x) son analíticas en x = 0, tiene al menos una solución 
que puede representarse en la forma 
00 

(2) y(x) = x r 2 a m x m ~ x r (a Q + a x x + a 2 x 2 + • • *) (a Q # 0) 

m = 0 

donde el exponente r puede ser un número cualquiera (real o complejo y r se elige de 
tal modo que a Q # O). 8 


w 

8 En este teorema, x puede sustituirse por jc - jc 0 , donde jc 0 es un número cualquiera. Obsérvese que la 
condición a 0 * 0 no restringe el carácter general del teorema; significa tan sólo que se saca como factor 
la potencia más alta posible de x . 

El punto singular de (1) en x = 0 en ocasiones recibe el nombre de punto singular regular, término 
confuso para el estudiante que no se usará aquí. 
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La ecuación también tiene una segunda solución (tal que estas dos soluciones 
son linealmente independientes) que puede ser similar a (2) (con una r diferente y 
coeficientes diferentes) o puede contener un término logarítmico (los detalles se ofre¬ 
cen en el teorema 2 siguiente). 


Por ejemplo, la ecuación de Bessel 


/' + V + 

x 



= 0 


es de la forma (1) con b(x ) = 1 y c(x) =x 2 -v 2 analítica en jt = 0, por lo que el teorema 
es aplicable. 

El punto es que en (2) se tiene una serie de potencias multiplicando una sola 
potencia de x cuyo exponente r no está restringido a ser un entero no negativo. (Esta 
última restricción haría la expresión completa una serie de potencias, por definición; 
ver la nota de pie página 232 de la sección 5.1.) 

La demostración del teorema requiere métodos avanzados del análisis complejo 
y puede encontrarse en la referencia [A6] del apéndice 1. 

El método siguiente para resolver (1) se basa en este teorema y se conoce como el 
método de Frobenius o método extendido de las series de potencias. 


Ecuación indicial, que indica la forma de las soluciones 

Para resolver (1), ésta se escribe en la forma un tanto más conveniente 
(l f ) x 2 y" + xb(x)y f + c(jt)y = 0. 

Primero se desarrollan b(x) y c(x) en series de potencias, 

b(x) = + b^x + b 2 x 2 + * • • , c(x) + c 0 + c x x + c 2 jc 2 4- • - ■ . 

Después se deriva (2) término a término, encontrándose 

00 

/to = 2 (#» + r)a m x m + r ~ l = x r ~ 1 [ra 0 + (r + l)a t x +•••], 

m = 0 
00 

(2*) y"(x ) = 2 (« + r)(m + r - \)a m x m+T ~ 2 

m-0 

= x T ~ 2 [r(r - 1 )< 3 0 + (r + l)ra x Jr +■••]. 

Al insertar estas series en (1‘) se obtiene de inmediato 

x r [r(r — 1 )a Q +•••] + (b 0 + b x x + • • •)a: r (ra 0 + • • •) 

+ (c 0 + c x x + • • -)x r (a 0 + a x x +•••) = 0. 


( 3 ) 
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Ahora, se iguala a cero la suma de los coeficientes de cada potencia de x , como ante¬ 
riormente. Se obtiene así un sistema de ecuaciones que incluyen los coeficientes des¬ 
conocidos a m . La menor potencia es x T y la ecuación correspondiente es 

[r(r - 1) + b 0 r + c 0 ]a 0 = 0. 

Puesto que por hipótesis a 0 * 0, la expresión dentro de los corchetes debe ser cero. Se 
obtiene así 



Esta importante ecuación cuadrática se conoce como la ecuación indicial de la ecuación 
diferencial (1). Su papel es el siguiente. 

El método tratado llevará a una base de soluciones. Una de las dos soluciones 
será siempre de la forma (2), donde r es una raíz de (4). La forma de la otra solución 
la indicará la ecuación indicial; dependiendo de las raíces, hay tres casos posibles, 
como se verá a continuación. Dos de ellos son de esperarse por la ecuación de Euler- 
Cauchy (sección 2.6). Quizás el tercero no sea anticipable, pero también puede verse 
a partir de una ecuación simple. Para ver lo que deberá esperarse, primero se conside¬ 
ran algunos ejemplos. 

EJEMPLO 1 Caso 1. Raíces diferentes que no difieren por un entero 

Al sustituir y - x r en la ecuación de Euler-Cauchy 

x 2 y" - \xy' + \y = 0 

se obtiene la ecuación auxiliar, que es la ecuación indicial, 

r(r - 1 ) - + £ = 0 

con raíces /■, = 1 y r 2 = y . Una base es y, = x,y 2 = Jx . I 

EJEMPLO 2 Caso 2. Raíz doble 

Para la ecuación de Euler-Cauchy 

+ y = 0 

la ecuación indicial 

r{r - 1) - r + 1 = (r - l) 2 = 0 

tiene una raíz doble r = r } - r 2 - 1 y produce la basey'j = x, y 2 = x ln x (ver la sección 2.6). I 

EJEMPLO 3A 

Caso 3. Raíces que difieren por un entero, sin término logarítmico 

Para la ecuación de Euler-Cauchy 

x 2 y t( + xy' - y = 0 
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!a ecuación indicial 


r(r - 1) + r - I = 0 
tiene las raíces r, = 1 y r 2 =-I y produce la base^ = x,y 2 = \!x. 

EJEMPLO 3B 

Caso 3. Raíces que difieren por un entero, con término logarítmico 

Para la ecuación 


(x 2 - *)/' - xy' + y = 0 

la ecuación indicial puede obtenerse pasando primero la ecuación dada a la forma (I), 

i / v 2 


y" + 


la cual indica que en(l), 

b(x) = ~c(x) - - j 


( x* x - x) y ' + ¿ (^~) y = °- 


= X(l + X + • • o, 


por tanto b a = c„ = 0. 




y i = x , 

En el ejemplo 7 se presentan los detalles. 


y 2 = x ln x + 1. 


Para una ecuación general (1) se necesitan series infinitas para las soluciones no 

.:¿ 0 rr in0 r° Z 108 f mp] ° s) ° Unos cuantos ; y el teorema 2 presenta ahora 
la forma general de una base de soluciones en cada caso. 9 

Teorema 2 (Método de Frobenius. Base de soluciones) 

A Sean r 

7 r 2 las raíces de la ecuación indicial (4). Entonces se tienen los tres casos siguientes'. 

Caso 1. Raíces distintas que no difieren por un entero. 10 Una base es 

^ = -* ri (flo + a l x + <* 2 X 2 + • • •) 


(«) 


y^ x ) — x 2 (A„ + AjX + A 2 x 2 + • • •) 


con coeficientes obtenidos sucesivamente a partir de (3) con r = r vr 
vamente. 1 y 


respecti- 




io nu - '- uv i a malicia usual. 

Obsérvese que este caso incluye raíces complejas conjugadas r yr =r 7 
'■ - 2i lm r p que es imaginario y, en consecuencia nn «J™ 


que es imaginario y, en consecuencia, no puede ser’un entero real. * tlene 
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Caso 2. Raíz doble r, = r 2 = r. Una base es 

(7) y^x) = x r (a 0 + üjX + a 2 x 2 +••■•) [r = 4(1 — b 0 )l 

(de la misma forma general que antes) y 

(8) y 2 (x) = y t (x) ln jc + x^AyX + A 2 x 2 + • • •) (x > 0). 

Caso 3. Raíces que difieren por un entero. Una base es 

(9) = x n (a 0 + a x x + a 2 x 2 + • • •) 

(de la misma forma general que antes) y 

(10) y 2 (x) = ¿yjM ln x + * r2 (A 0 + A x x + A 2 x 2 + •• •), 

donde las raíces se denotan de tal modo que r t — r 2 ~> 0 y k puede ser cero. 

Las demostraciones se presentan en el apéndice 4. Obsérvese que en el caso 2 
debe tenerse un logaritmo, mientras que en el caso 3 puede haberlo o no. 

Aplicaciones típicas 

Técnicamente, el método de Frobenius es similar al de las series de potencias, una vez 
que se han determinado las raíces de la ecuación indicial. Sin embargo, las expresio¬ 
nes (5) - (10) se limitan a indicar la forma general de una base, y los ejemplos 6 y 7 
(siguientes) muestran que en muchas ocasiones se cuenta con formas más convenien¬ 
tes de determinar las soluciones. 


EJEMPLO 4 Ecuación da Euler-Cauchy 

Para la ecuación de Euler-Cauchy 

x z y " + b Q xy ' + c Q y = 0 (b () , c y constantes) 

de la sustitución áty = jt T se obtiene la ecuación auxiliar 

r{r - 1) + b Q r + c Q = 0, 

que es la ecuación indicia] [y y — x? es una forma muy especial de (2)]. Para raíces r 2 diferentes se 
obtiene una base;/, = X o , y, = x' 1 , y para una raíz r doble se obtiene una base x r , x' ln x. Por consiguiente, 
para esta ecuación simple, el caso 3 sin un término logarítmico no desempeña un papel adicional y el caso 
3 con un término logarítmico no es posible. I 


EJEMPLO 5 Una ecuación que lleva al caso 1 

Resolver la ecuación diferencial 
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Solución. Esta ecuación satisface ios supuestos de los teoremas l v ? u 

método de Frobenius. Se escribe la ecuación en la forma más conveniente P ' P d 

4jry" + 2 y' + y = 0. 

De la sustitución de (2) y de sus derivadas (2«) se obtiene 

00 

4 1 : i . + ¿ 


m = 0 


m = 0 


Si el estudiante se siente más cómodo desarrollando esta expresión, adelante: 


4r(r l)a 0 jr r - 1 + 4(r + l) rai x r + 4(r + 2)(r + l)a 2 x r+1 + . . . 


+ 2ra 0 x T ~ 1 + 2(r + 1) a x x T + 2(r + 2) a. 


+ a 0 x r + 


x r+1 + 

r-r+1 


+ •••=* 0. 


Al igualar a cero la suma de los coeficientes de ' se obtiene la ecuación indicia! 

4r(r - I) + 2r = 0, por tanto r 2 — = 0. 

Las raíces son r¡ = ± y r¡ = 0 . Se trata del caso I. 

Al igualar a cero la suma de los coeficientes dex'-se obtiene itomar * + , _ i - x 
í + I en las dos primeras series y m = s en la última) r S ' P ° r tanto m ~ 

4(s + r + IX, + r)o s+1 + 2(, + , + l)a J + 1 + = 0 . 

Por simplificación se encuentra que esta expresión puede escribirse como 

4(s + r + IX, + r + ¿)a J + 1 + a , = 0. 

Se resuelve para o ,, en términos de a: 


(12) a _ _Oj_ 

8+1 (2s + 2r + 2X2, + 2r + 1) (, = 0, 1, ■ • •). 

^r ( í? q ^L d r ,na Una PrÍmera S ° IUCÍÓn ^ W corTes P° nd 'ente a r, - f Para , . la 




(2, + 3)(2, + 2) 


(, = 0 , 1 , • • •). 


A partir de esta expresión se obtiene sucesivamente 


a, = 


a \ 


3 • 2 


a 2 


ü 2 f i i On — — - 

5-4 3 7 . 6 • 


etc. 




a, =-B , 

1 3! * 


Ún — 




5! ’ 


y en general, tomando a = I 


«o 

a-> =- u , 

3 7 , * 


(-D 


m 


Por tanto, la primera solución es 


(2 m + I)! 


{m - 0, I, ■ • .). 




x + — jr 2 - + . . A 
120 ) ‘ 
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Segunda solución. Si y i se identifica como una función conocida, se aplica la reducción de orden (ver la 
sección 2.7). De no ser así, se empieza a partir de ( 6 ) con r, = 0. Para r — r 2 =0, la fórmula (12) [con A s + , 
y A f en lugar de a + , y aj queda como 


A s + l ~ 


C 2s + 2)(2s + 1 ) 


(s = 0 , 1 , ■ *). 


A partir de esta expresión se obtiene sucesivamente 


Aq 

Al 

a 2 


a 2- 4.3 • 

" 6 • 5 ’ 

y por sustituciones sucesivas se tiene 



Ao 

Ao 

A 0 

*1 = " 2 !. 

4!- 

6 ! ’ 

y en general, tomando A tí -\, 



A 

<-ir 



Por tanto, la segunda solución, de la forma ( 6 ) con r, - 0, es 

00 / _ i 

y ¿ x) = 2 7^TT jr ’ n = 1 - L* + Zí* 2 -+•••• 

y x y y 2 son linealmente independientes sobre el eje x positivo ya que su cociente no es constante. Por 
consiguiente, estas soluciones forman una base para toda x > 0 . ® 


EJEMPLO 6 Ilustración del caso 2 (raíz doble) 

Resolver la ecuación diferencial 

(13) x(x - 1 )y" + (3 jc - l)y' + y = 0. 

(Esta es una ecuación diferencial hipergeométrica especial, como se verá en los problemas de la sección.) 

Solución. Al escribir esta ecuación en la forma estándar (1) se observa que satisface los supuestos del 
teorema 1. Al insertar (2) y sus derivadas (2*) en (13) se obtiene 

00 00 

2 (m + /-)(m + r - 1 )a m x m+r - 2 (m + r)(m + r - l)c ra Jc m+r - 1 
()4) m = 0 m = 0 

OO 00 00 

+ 3 2 (m + r)a m x m+r - 2 (m + r) V m+ ’- 1 + 2 " m * m+r = °- 

m=0 m = 0 m = 0 

La menor potencia es xr ~ a! igualar con cero la suma de sus coeficientes se tiene 

[ -r(r - 1) - r]a Q = 0 , por tanto. r 2 = 0 . 

Por tanto, esta ecuación indicial tiene la raíz doble r = 0. 

Primera solución. Se inserta este valor en (14) y se iguala a cero la suma de los coeficientes de la potencia 
x\ encontrándose 

s(s - l)u s - (s + l)s¿* s + 1 + 3«i s - (s + l)a s+1 + « s = 0, 
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de donde o.,= a,. Por tanto a„ = a, = a 2 = • • • y al elegir a 0 = I se obtiene la solución 

00 

= 2 = t— . 

m=o 1 ~ * 

Segunda solución. Una segunda solución independiente^ se obtiene por el método de reducción de 
orden (sección 2.7), sustituyendo^ - uy, y sus derivadas en la ecuación. Esto lleva a (10) sección 2 7 
que se usará en este ejemplo, en lugar de empezar de cero (como se hará en el siguiente ejemplo). En (10) 

de la sección 2 7 se tiene p-( 3* - I )/(^ - *), el coeficiente de y en (13) en la forma estándar. Por 
fracciones parciales. 


Jpdx = /■ 


3a- - 1 


dx 


- I) 

Por tanto (10) de la sección 2.7 queda como 

U - I ) 2 


” /(tTT7 + “) dx = — 2 In (jt — 1) - In jc. 


U = yi -2 e -fpdx 


(x - 1) 2 JC ’ 


u = In x. 


y% = uy x = 


ln x 


y ' yy i son linealmente independientes y en consecuencia forman una base en el intervalo 0 < * < 1 así 
como en 1 < x < «>. _ 


EJEMPLO 7 Caso 3, segunda solución con término logarítmico 

Resolver 


05) 


{x 2 - *)/' - xy' + y = 0. 


Solución. La respuesta se dio en el ejemplo 3B y se indica ahora cómo 
en (15) se tiene 


llegar a ella. Al sustituir (2) y (2*) 


00 

(x 2 - x) 2 ("I + r)(m + r - l)a x m+r ~ 2 
m = 0 m 


OO 

X 2 (in + r)a m x m+T ~ 1 

m = 0 


OO 


+ 2 o m x m+T = 0. 
m = 0 


Se meten ahora r.iyr en las sumatorias, se agrupan todos los términos con potencias x* ’' v se la 
simplifica algebraicamente, obteniéndose 


00 


OO 


2 (m + r I ) 2 a m x m+r - 2 (m + r)(m + r - l)a m x m + r_1 = 0 

">=0 m=n 


En la primera serie se hace m = s y en la segunda m = s + 1, de donde s = m - I. Entonces 


(16) 


2 (í + f - l) 2 a s Jt s+r - 2 (s + r + 1)(, + r) a x * + r = 0. 

s=0 s= —t S+1 


La menor potencia es or- 1 (se toma s = -I en la segunda serie), obteniéndose la ecuación indicia! 

r(r - 1) = 0. 

Las raíces son r, = I y r 2 = 0, las cuales difieren por un entero. Se trata del caso 3. 

Primera solución. Por (16) con r = r t = 1 se tiene 

OO 

2 l* 2 « s - d + 2)(.v + U« s + 1 ]jc s+1 = 0. 
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A partir de esta expresión se llega a la relación de recurrencia 

s 2 

a ---a, (J = 0, I,--*). 

5+1 (j + 2)(5 + 1) s 

Por tanto, a l ~ 0, a 2 ~ 0, • * ■ sucesivamente. Al tomar a 0 = 1 se obtiene como primera solución y i = xf'a 0 - x. 

Segunda solución. Aplicando reducción de orden (sección 2.7), se sustituyen y 2 = y,w = xu, y¡ = xu + u 
y yi - xu" + 2m' en la ecuación, obteniéndose 

(x 2 - x)(x«" + 2u) - x(xu + w) + xu = 0. 


xu se cancela. Al dividir entre jc y simplificar se obtiene 

(x 2 - jc)«" + (* - 2 W = 0. 


A partir de esta expresión, usando fracciones parciales e integrando, se obtiene 




Al tomar exponentes e integrar (tomando de nuevo como cero a la constante de integración), se obtiene 

u = —---s , w = In x + - , y 2 = ti/ = rlnr + 1. 

x 2 x x ¿ x 

y t y y 2 son linealmente independientes y y 2 tiene un término logarítmico. ® 

Con el método de Frobenius se resuelve la ecuación hipergeométrica, cuyas 
soluciones incluyen muchas funciones conocidas como casos especiales (ver los pro¬ 
blemas de la sección). En la siguiente sección se usa este método para resolver la 
ecuación de Bessel. 


Problemas de la sección 5.4 

Encontrar una base de soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales. Tratar de iden¬ 
tificar las series obtenidas con el método de Frobenius como desarrollos de funciones cono¬ 
cidas. 

1. jc y” + 2/ + xy = 0 2. xy" + 2/ + 4xy = 0 

3. x 2 y" + 6xy' + (6 - x 2 )y = 0 4. 16x 2 y" + 3y = 0 

5. x 2 y" + 6xy' + (jc 2 + 6)y = 0 6. {x + 2) 2 y" + (x + 2)/ - y = 0 

7. 2x 2 y" + xy' - 3y = 0 8. x 2 y" + x 3 y' + (x 2 - 2)y = 0 

9. x 2 y" + 4xy' + (x 2 + 2)y = 0 10. (x + l) 2 y" + (x + l)y' - y = 0 

11. xy" + (1 - 2x)y' + (x - l)y = 0 12. xy" + (2 - 2x)y' + (x - 2)y = 0 

13. xy" + 3y' + 4x 3 y = 0 14. x 2 y" + xy' + (x 2 - J)y = 0 

15. (x - l) 2 y" + (x - l)y' - 4y = 0 16. xy" + y' - xy = 0 

17. (1 + x)x 2 y" - (1 + 2x)xy' + (1 + 2x)y = 0 

18. (1 + \x)x 2 y” - (1 + x)xy' + (1 + x)y = 0 

19. 2x(x - l)y" - (4x 2 - 3x + l)y' + (2x 2 - x + 2)y = 0 

20 . (x 2 - l)x 2 y" - (x 2 + l)xy' + (x 2 + l)y = 0 
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Ecuación hipergeométrica, serie hipergeométrica, 
funciones hipergeomótricas 

21. La ecuación diferencial hipergeométrica de Gauss" es 


■*(1 ~ x)y" + [c — (a + b + Dx]) 1 ' — aby = 0 


donde o, b , c son constantes. Demostrar que la ecuación indicial correspondiente tiene 
las raíces r, = 0 y r 2 = 1 - c. Demostrar que para r, = 0 con el método de Frobenius se 
obtiene 


.,ab_ a(a + 1 )b(b + 1) 

1! c 2! c(c + 1) 

a(a + D(a + 2 )b(b + l)(b + 2) 
3! c(c + l)(c + 2) 


donde c * 0, -1, -2, * ■ *. Esta serie se conoce como serie hipergeométrica. Su suma y (x) 
se denota por F(a , 6, c\ x) y se conoce como la función hipergeométrica. * 

Usando (18), demostrar que: 

22. La serie (18) converge para |x| < 1. 

23. F( 1, 6, 6; *) = 1 + x + x 2 + ■ • *, la serie geométrica. 

24. Si a o b es un entero negativo, (18) se reduce a un polinomio. 
dF(a , 6, c; *) a6 _ 

25. “ - — F{a + 1,6+ l,c + 1;*), 

d 2 F(a t 6, c; x) a(a + 1)6(6 + 1) 

dx 2 “ C(c + 1) F(a + 2, b + 2, c + 2; x), etc. 


Muchas funciones elementales son casos especiales de F(a, b, c ; x). Demostrar que 

r^lc = FiU *• ,:x) = b ' x ^ = •>«;*) 

27. (1 + x)" = F(-«, b, b\ -x), (1 - x) n = 1 - nxF( 1 - n, 1, 2; x) 

28. are tan x = xF(\, 1, -x 2 ), are senx = xF(|, x 2 ) 

29. ln (1 + x) = xF(l, 1, 2; -x), In = 2xF(|, 1, f; x 2 ) 


1 CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), brillante matemático alemán. Siendo estudiante en Helmstedt 
y Góttingen realizó el primero de sus grandes descubrimientos. En 1807 fue nombrado profesor y 
director del Observatorio de Góttingen. Su obra ftie de importancia fundamental en álgebra, teoría de 
números, ecuaciones diferenciales, geometría diferencial, geometría no euclidiana, análisis complejo, 
análisis numérico, astronomía, geodesia, electromagnetismo y mecánica teórica. También abrió el ca¬ 
mino para el uso general y sistemático de los números complejos. 
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30. (Segunda solución) Demostrar que para r 2 - 1 - c en el problema 21, el método de 
Frobenius produce la siguiente solución (donde c * 2, 3,4, • • •)* 


y 2 W 


i-c i , + (a - c + 1)«> - c + l) ^ 


(19) 


( 


1! ( —c + 2) 

(a - c + 1 )(a - c + 2 )(b - c + 1)(¿> - c + 2) 2 


2!( —c + 2)( —c + 3) 


** + 


■) 


31. Demostrar que en el problema 30 


y 2 (jc) = jc 1 c F(a - c + 1, ¿ - c + 1, 2 - c; jc). 


32. Demostrar que si c 0, ±1, ±2, * • *, entonces las funciones (18) y (19) constituyen una 
base de soluciones de (17). 

33. Considerar la ecuación diferencial 


(20) (/ 2 + At + B)y + ( Ct + D)y + Ky = 0 

donde A , B, C, D, K son constantes, y - dyldt y B + At + B tiene las raíces diferentes /, y 
t r Demostrar que al introducir la nueva variable independiente 



la ecuación ( 20 ) se reduce a la ecuación hipergeométrica, donde los parámetros se relacio¬ 
nan por Ct x + D - - c(t 2 - /,), C = a + b + 1 „ K~ab. 

Resolver las ecuaciones siguientes en términos de funciones hipergeométricas. 

34. jc(1 - x)y" + (3 - 5jc)/ - 4y = 0 

35. &r(l - x)y" + (4 - 14jt)y' - y = 0 

36. 41 - x)y" + (i + 2x)y' - 2y = 0 

37. 541 - x)y" + (4 - x)y' + y = 0 

38. 441 - x)y" + (1 - 10*)/ - 2y = 0 

39. 441 - x)y” + y' + 8y = 0 

40. 241 - x)y” + (7 + 2x)y' - 2y = 0 

41. 441 - x)y" + (2 + 124/ - 15y = 0 

42. 341 - 4y" + (1 - 54/ + y = 0 

43. 4(f 2 - 3/ + 2)y - 2y + y = 0 

44. 2(f 2 - 5t + 6)y + (2 1 - 3)y - 8y = 0 

45. 3/(1 + /)y + ty — y = 0 


ECUACIÓN DE BESSEL. FUNCIONES DE BESSEL J¿X) 

En esta sección se usa el método de Frobenius para resolver una de las ecuaciones de 
mayor importancia en las matemáticas aplicadas, la ecuación diferencial de Bessel 12 


( 1 ) 


x 2 y" + xy' + (jc 2 - v 2 )y = 0 


12 FR1EDRICH WILHELM BESSEL (1784-1846), astrónomo y matemático alemán, se inició como apren¬ 
diz en una empresa comercial, estudiando astronomía por su cuenta en su tiempo libre, más tarde 
llegaría a ser asistente en un pequeño observatorio particular y finalmente director del nuevo observa¬ 
torio de Kónigsberg. Su ensayo sobre las funciones de Bessel (fechado en 1824) se publicó en 1826. 

Las fórmulas se presentan en las referencias [1], [6], [10] y en el tratado estándar [A9]. 
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(1*) 




y +- x y +{ 

'■?) j, -°• 


Aquí, el parámetro v es un número real no negativo dado. Esta ecuación aparece en 
problemas sobre oscilaciones, campos eléctricos, conducción de calor, dinámica de 
fluidos, etc., en la mayoría de los casos cuando el problema muestra simetría cilfndri- 
ca (así como los problemas que presentan simetría esférica pueden llevar a la ecuación 
de Legendre). Si el estudiante lo desea, puede echar una mirada rápida a la sección 
11.10, donde las vibraciones de una membrana circular llevan a la ecuación de Bessel 
La fórmula (1 *) muestra que la ecuación de Bessel es del tipo caracterizado en el 
teorema 1 de la sección 5.4. En consecuencia, puede resolverse por el método de 
Frobenius (sección 5.4), al sustituir una serie de la forma 


yto = 2 a m x77l+r 

m = 0 


con coeficientes indeterminados y sus derivadas en la ecuación de Bessel (1) Se 
obtiene así 


E ("» + r)(m + r - l)a m x m+r + 2 ("» + r)a m x m+r 

m=0 _ n m 


+ 2 v m+r+2 - v* 2 = o. 

”* = 0 m = 0 


Se iguala a cero la suma de los coeficientes de x ¡+ '. Obsérvese que esta potencia x*+' 
corresponde a m = s en las series primera, segunda y cuarta ya/w = s- 2enla 
tercera serie. Por tanto, para s = 0 y s = 1, la tercera serie no participa ya que m > 0. 

ara s 2, 3, • * • las cuatro series intervienen, por lo que se obtiene una fórmula 
general para todas estas s. Se encuentra 


r ( r ~ l)tf 0 + ra 0 - v 2 a 0 = 0 
< b ) (r + l)r<Zj + (r + 1)^ - p 2 ^ = 0 

(c) (s + r)(s + r - l)a + (s + r)a + a „ — 

O 0^4 

De (3a) se obtiene la ecuación indicial 
^ (r + p)(r - p) = 0. I 


(s = 0) 
(s = 1) 

v 2 ü s = 0 

(í = 2, 3, • • •)• 


Las raíces son r t = v (> 0) y r 2 = -v. 
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Recurrencia de coeficientes en el caso de r = r 1 = v 

Para r = r r = v, de la ecuación (3b) se obtiene a, = 0. La ecuación (3c) puede escribirse 
(s + r + v)(s + r - v)a s + a s _ 2 = 0, 

y para r = v esta expresión asume la forma 

(5) (5 + 2v)sa s + a 5 _ 2 = 0. 

Puesto que a, y v > 0, se sigue que a 3 = 0, a $ = 0, sucesivamente. Si se hace s = 2m en 
(5), para los demás coeficientes se obtiene 


Ü2m 2 2 m(v + m) a 2">-2’ 


m ~ 1,2, 


y es posible determinar sucesivamente estos coeficientes a v a 4 , * • \ Se obtiene así 


“o 

2\v + 1) 

a 2 = _f0_ 

2 2 2(v + 2) “ 2 4 2! {v + 1)(^ + 2) 


y así sucesivamente, y en general 

m = _ (~ 1) TO <2 q _ 

1 ' fl2ra 2 2m m\ (v + l)(v + 2) •••(» + m) 


Función de Bessel J«(x) para y= n entero 

¿os valores enteros de v se denotan por n. Esta es la norma. Para v = n la relación (7) 
queda como 

m _ 

2m 2 2m /w! (« + 1 )(n + 2) * • • (n + m) ’ m - 1, 2, * ■ * . 

a 0 sigue siendo arbitraria, por lo que la serie (2) con estos coeficientes incluirá a este 
factor arbitrario a 0 , una situación en alto grado desventajosa en la práctica para desa¬ 
rrollar fórmulas o calcular valores de esta nueva función. En consecuencia, es necesa¬ 
rio hacer una elección: a Q = 1 sería posible, pero más práctico es 


(9) 


1 

fl ° ~ 2 n n\ 
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porque entonces n\(n + 1 )*••(« + /n) = (*n + ri)\ en (8), de donde 

(- \) m 

(10) a 2m = 2 2m+n ml(n + m)\ ’ m- 1,2, . 

Con estos coeficientes y r x * v = n se obtiene a partir de (2) una solución particular de 
( 1 ), denotada por J (jc), dada por 


( 11 ) 


J n (x) = X a 2) 
m = 0 


(— l) m JC 2m 

2 2r»+« m! („ + m y 


y llamada la función de Bessel de primera clase de orden n. Esta serie converge para 
toda x, como lo indica la prueba de la razón, y de hecho converge con mucha rapidez 
debido a los factoriales del denominador. 


EJEMPL01 Funciones de Bessel J ( (x) y J,(x) 

Para n - 0 de (11) se obtiene la función de Bessel de orden 0 

00 (—l) m jc^ m jc 2 x 4 jc 6 

(12) J Q (X) = ^ 2 2m (m!) 2 = 1 - $2^2 + ^2 “ ^2 + 


que es similar al coseno (figura 84). Para n = 1 se obtiene la función de Bessel de orden 1 


(13) 


J x {x) = 


“ (-l) m Jt 2m+1 

m =0 22m+1 m!(m + 1)! 


X 

2 


2 3 1! 2! 2*2! 3! 


2 7 3! 4! 


que es similar al seno (figura 84). Pero los ceros de estas funciones no están separados por distancias 
completamente regulares (ver también la tabla Al del apéndice 5) y la altura de las “ondas” disminuye 
cuando jc se incrementa. Heurísticamente, el cociente /P/jc 2 en (1 *) es cero (si n = 0) o pequeño en valor 
absoluto para x grande, como lo esy'/x, por lo que entonces la ecuación de Bessel se acerca ay +y = 0, la 
ecuación de eos x y sen jc; asimismo, yix actúa como un “término de amortiguación”, responsable en parte 
de la disminución de la altura. Puede demostrarse que para x grande. 


(14) 



I 



Figura 84. Funciones de Bessel de primera clase. 
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Funciones de Bessel J(x) para cualquier v > 0. Función gamma 

Se amplía ahora la discusión en que se obtuvo (11) a partir de v = n para cualquier v > 0. 
Lo único que se necesita es una ampliación de los factoriales de (9) y (11) para cual¬ 
quier v. Esto se consigue con la función gamma F(v) definida por la integral 


(15) 



(v > 0 ). 


Al integrar por partes se obtiene 


T(v + 1) = f e~ t t v dt 
J o 


-e-U” 


oo 


0 


+ v 



dt . 


La primera expresión del segundo miembro es cero y la integral de la derecha es T(v). 
De lo anterior se obtiene la relación básica 


(16) 


r (p + 1) = vT(v). 


Puesto que 

00 

r(l) = f e~ l dt = 1 , 
J o 


por (16) se concluye que 

r(2) = r(l) = 1!, r(3) = 2f(2) = 2!, • ■ • 


y en general 
(17) 


r(n + !) = «! 


(n = 0, !,•••)• 


Se demuestra así que la función gamma en realidad generaliza la función factorial 
conocida en el cálculo elemental. 

Ahora en (9) se tiene a a = M2"n \, que por (17) es 1/2T(« + 1) y sugiere la elec¬ 
ción, para cualquier v. 


( 18 ) 


_ 1 

a ° ~ 2T(v + 1) ' 


Entonces (7) queda como 


= _ (-ir _ 

a 2 m 2 2m+v ml ( V + l)(v + 2) • • • (v + m)T(v + 1) 
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Pero (16) da en el denominador 

(v + i)r(r + i) = r(p + 2), ( v + 2)r(» + 2) = r(v + 3) 

y así sucesivamente, por lo que 

(v + IX* + 2) • • • (v + m)r(v + 1) = T (p + m + j). 

Por lo tanto, los coeficientes son 


(19) a , = _ i " 1 )” 1 

2 m 2 2m+ ’'/ní r(v + m + 1) ' 

Con estos coeficientes y r = r, = v por (2) se obtiene una solución particular de (1) 
denotada por./ (x), dada por ' * 


( 20 ) 


= x' £ 

m = 0 


(-1) m x 2m 

2T{v + m + 1) 


y llamada la función de Bessel de primera clase de orden v. Esta serie converge para 
toda x, como puede comprobarse con la prueba de la razón. (En el apéndice 3 se 
presentan más fórmulas para la función gamma, pero no se necesitan aquí.) 


Solución J-v de la ecuación de Bessel 

Hasta este punto se tiene una solución, J v , y la siguiente tarea será motivada por el 
objetivo de obtener una solución general de la ecuación de Bessel. Para ello debe 
deducirse una segunda solución independiente. Si v no es un entero, esto resultará 
sencillo. Si v es un entero n, esto requerirá un esfuerzo mayor, como se muestra en la 
sección 5.7. Los detalles son los siguientes. 

Al sustituir v por -v en (20) se tiene 


( 21 ) 


J-M) 


= x- * 2 

m = 0 


(- 1 ) m x 2m 

2 T {m — v + 1) ‘ 


Puesto que la ecuación de Bessel incluye v>, las fondones JyJ v son soluciones de la 
ecuación para el mismo v. Si y no es un entero, estas soluciones son linealmente indepen¬ 
dientes, ya que el primer término de (20) y el primero de (21) son múltiplos finitos diferen¬ 
tes de cero de^yx -, respectivamente. De lo anterior se obtiene el siguiente resultado. 


Teorema 1 (Solución general de la ecuación de Besael) 

Si v no es un entero, una solución general de la ecuación de Bessel para todax*0es 


( 22 ) 


y(x) = Cl J v ( x ) + c 2 J_ v (x). 


Pero si v es un entero, entonces (22) no es una solución general. De hecho, en este 

caso las dos soluciones de (22) se vuelven linealmente dependientes, como se de- 
muestra a continuación. 
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Teorema 2 (Dependencia lineal de las funciones de Bessel J„ y J_) 

Para v = n entero las Junciones de Bessel J n (x) y J Jx) son linealmente dependientes, 

ya que 


(23) 


/_„(*) = (-1 )V n M 


(n = 1, 2, • • ■)• 


Demostración. Se usa (21) y se hace que v tienda a un entero positivo n. Entonces las 
funciones gamma en los coeficientes de los n primeros términos se hacen infinitas (ver 
la figura 527 en el apéndice 3), los coeficientes se hacen cero y la sumatoria empieza 
con m = «. Puesto que en este caso r(»i - « + 1) = (m - «)! por (17), se obtiene 


J. n (x) 


( _ |^T7i^2m-n 

^ 2 2m ~ n ml (m - «)! 


= 2 


m~n 


$ = 0 


^ _ |jn + s^2s + n 

2 2s+n (n + 5 )! 5 ! 


donde m = n + s y s = m - n. Por (11) se ve que la última serie representa (-1 YJ n (x). 
Con esto se termina la demostración. 1 

En la sección 5.7 se obtendrá una solución general de la ecuación de Bessel con v = n 
entero. 


Problemas de la sección 5.5 

1. Demostrar que las series de (11) convergen para toda x . 

2. Las series (11)-(13) convergen muy rápido (¿por qué?), por lo que resultan de utilidad en 
los cálculos. A modo de ilustración, encontrar cuántos términos de (12) se necesitan para 
calcular J 0 (l) con un error menor que 1 unidad de la quinta cifra decimal. (Sugerencia. 
Usar la prueba de Leibniz del apéndice 3.) ¿Cuántos términos se necesitarían para calcu¬ 
lar ln 2 a partir de la serie de Maclaurin de ln( 1 + x) con la misma precisión? 

3. Demostrar que J n (x) para n par es una función par y para n impar es una función impar. 

4. Demostrar que para \x\ pequeño se tiene J Q (x) ~ 1 - 0.25.x 2 . Usando esta fórmula, calcular 
J o (x) para * = 0.1, 0.2, * • •, 1.0 y determinar el error relativo comparando el resultado con 
la tabla A1 del apéndice 5. 

5. (Comportamiento para x grande) Puede derrostrarse que para * grande, 

J 2n (x) * (~l) n (7T^r iy2 (cos x + sen x) 

7 2n + iW - (-l) n+1 (^)" 1/2 (cos x - sen x). 

Usando (24), trazar J 0 (x) para x grande, calcular los valores aproximados de los cinco 
primeros ceros positivos de J 0 (x) y compararlos con los valores más exactos 2.405,5.520, 
8.654, 11.792, 14.931. 

6. Usando (12) y la prueba de Leibniz del apéndice 3, ¿puede el estudiante pensar en un 
argumento de por qué 2 < x 0 < Js , donde x w ~ 2.405 es el menor cero positivo de J it (x)7 

7. Usando (24), calcular valores aproximados de los cuatro primeros ceros positivos de J x (x) 
y determinar el error relativo, usando los valores más exactos 3.832,7.016,10.173,13.324. 

8. Usando (12) y (13), demostrar que J 0 '(x) = -J,(x). 
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9. Con referencia al problema 8, ¿la figura 84 da la impresión de que ./,(*) = 0 cuando J (x) 
tiene una tangente horizontal? } 

10. Usando (12) y (13), demostrar que J*{ jc) = J {) (x) - -L J x (x ). 

Ecuaciones diferenciales reducibles a la ecuación de Bessei 

Varias ecuaciones diferenciales pueden reducirse a la ecuación de Bessei. Para verlo, usar las 
sustituciones indicadas y encontrar una solución general en términos de J y J , o indicar por 
que estas funciones no dan una solución general. (En los problemas de la'sección 5.7 se 
presentan más ecuaciones como éstas .) 

11 . x 2 y" + xy' + (x 2 - ¿)y = 0 

12. x 2 y” + xy' + (x 2 - 16)y = 0 

13. 4 x 2 y" + 4xy' + (100x 2 - 9)y = 0 (5x = z) 

14. 4x 2 y" + 4xy' + (x — ^)y = 0 (Vi = z ) 

15. 9x 2 y" + 9xy’ + (36a: 4 - 16)y = 0 (x 2 = z) 

16. xy" + 2y' + xy = 0 (y = U /Vx) 

17. xy" + 5y' + xy = 0 (y = u/x 2 ) 

18. xy" - 5y' + xy = 0 (y = x 3 u ) 

19. 81x 2 y" + 27xy' + (9x m + 8)y = 0 (y = x 1/3 w, x m = z ) 

20. x 2 y" + ±xy' + ^(x 1/2 + |f)y = 0 (y = x 1/4 «, x 1/4 = z ) 

5.6 PROPIEDADES ADICIONALES DE J r {X) 

En la referencia [A9] del apéndice 1 se muestra que las funciones de Bessei J(x) 
satisfacen un número increíblemente alto de relaciones. Se discuten cuatro de las más 
elementales, debido a su importancia y para mostrar cómo es posible descubrir pro¬ 
piedades de funciones especiales a partir de sus series (un hecho que se ilustró asimis¬ 
mo con la demostración del teorema 2 de la sección 5.5). 

Al multiplicar (20), sección 5.5, por x f se tiene 


x'JJtx) 


2 


=0 


( — l)Wj f 2m + 2v 

2 T(v + m + 1) ' 


Al derivar esta expresión y usando después (16), sección 5.5, se obtiene 

u .j y = y (~D m 2 (m + p)x 2 ™+ 2 >—i 
” ¿o 2 2m+ "nt\r(p + m + 1) 


= x'x"- 1 2 


(~l) m x 2m 


m 


'o 2 2m+v ~ 1 ml T(p + m) 


Por (20) de la sección 5.5 se observa que el segundo miembro es x v J (x). Con esto se 
demuestra que v ~‘ 


a) 
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De manera similar, por (20) de la sección 5.5, multiplicada por jt v , se obtiene por 
derivación y un cambio de índice 


= 2 




m 


t 2 2m+v ~\m - 1)! + m + 1) 


= 2 


(- 1) s+1 jc 2s+1 


s=0 


2 2 s + »'+ 1 j ! F(i; + Í + 2) 


donde m = s + 1. Por (20), sección 5.5, la expresión del segundo miembro es -x v J v ,, (x). 
Con esto se demuestra que 


( 2 ) 


Al desarrollar las fórmulas (1) y (2) y multiplicar (2) por x 2 ” se obtiene 


(1*) vx v ~ i J v + = x v J v _i 

y 

(2*) + x% = -X"J ¥ + V 


Al restar (2*) de (1 *) y dividir el resultado entre x v se obtiene la primera relación de 
recurrencia 


(3) 



Al sumar (1 *) y (2*) y dividir el resultado entre x v se obtiene la segunda relación de 
recurrencia 


(4) 




Estas relaciones poseen una considerable importancia práctica, por ejemplo, en el 
trabajo numérico, donde (3) puede usarse para expresar funciones de Bessel de órde¬ 
nes superiores en términos de funciones de Bessel de órdenes inferiores que permiten 
el uso de tablas. 
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EJEMPLO 1 Cálculo de J,(x) 

Encontrar una fórmula para calcularlo) y 7,(2) con la tabla Al del apéndice 5. 

Solución, De la fórmula (3) con v = 1 y v ~ 2 se obtiene 

J 2 (x) = J J^x) - J Q (x), 

J 3 (x) = J J 2 (X) - J¿X) = - l) J X {X) - * J 0 (x). 

Por tanto 7,(1) = 77,(1) - 47 0 ( 1) = 0.0199 (en realidad 0.0196, debiéndose la discrepancia al redondeo) y 
7,(2) = 7,(2) - 27„(2) - 0.1289 (con una precisión de cuatro dígitos). | 

Las fórmulas (1) y (2) son útiles en integrales que incluyen funciones de Bessel. 

EJEMPLO 2 Integral que incluye una función de Bessel 

Integrar 

r 2 

i = j *“ 3 7 4 (*) dx. 

Solución. De (2) con v = 3 y del ejemplo 1 se obtiene 

I = -jr 3 J 3 (Ar)|J = -|y 3 ( 2) + J 3 (l) = 0.0038 
[0.0035 si se usa el valor 4D anterior 0.0196 de 7,( 1)]. | 

EJEMPLO 3 Integral que Incluye una función de Bessel 

Expresar la siguiente integral en términos de funciones de Bessel 

jx~ 2 J 2 (x) dx. 

Solución, Al integrar por partes y usar (1) con v = 2, se obtiene 

/ x-% dx = fx-4(x 2 J 2 ) dx= - ~ X% + x%dx = + x-% dx. 

A la derecha, integrando por partes otra vez y usando (1) con v = 1, se obtiene 

Jx-^d.x = ^x~ 2 {xJ x )dx = ~x~ 1 xJ í + Jx-^Jgdx. 

En conjunto, 

f « J 2 (x) J x (x) i r 

J x 2 J 2 (x) dx = - —-— + - J J 0 (x) dx. 

La integral que queda no puede evaluarse en forma finita sino que se ha tabulado; ver la referencia [A9] en 
el apéndice I. | 
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J(x) con v = ±|, ±f, ±|, * • * son elementales 

Ocurre con frecuencia que en casos especiales las funciones superiores se reducen a 
funciones conocidas del cálculo. Se estudia este hecho para J v (x). 

Cuando v = j , entonces (20), sección 5.5, es 


j 1/2 (x) = Vx 2 

m = 0 


(-l) m JC 2m 

2 2m + il2 m\ T (m + |) 


¡2 * (-l) w *2*+i 

yX ^ 0 2 2m+1 m\ r(m + i) ' 


Ahora se usa sin demostración el hecho de que 


(5) 


r(i) = Vñ. 


A partir de esta expresión y de (16), sección 5.5, en el denominador se tiene 
r(m + f) = (m + £)(/w - i) • • ■ | • ini) 

= 2“ (m+1) (2 m + l)(2m - 1) • • • 3 • IVtt. 

En el denominador se tiene además 

2 2m + 1 m! = 2 2m+l m(m - 1) • • • 2 ■ 1 = 2 m+1 2m(2m - 2) ■ • * 4 • 2. 
En conjunto, el denominador queda como (2/w + 1)! Jñ , de donde 

, ,, /T ¿ (-i )^ 2m+1 
A/ 2 W - V™ (2m + 1)! ’ 

m = 0 v f 


Esta serie es la conocida serie de Maclaurin de sen x. Por tanto. 


( 6 ) 



Derivando y por (1) con v = j de esta expresión se llega a 


[Vx J m (x)V 



= x m J_ y2 (x) 


y el siguiente resultado es 


(7) 



A partir de esta expresión y de (3) se llega así al interesante resultado siguiente. 
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Teorema 1 (Funciones de Bessel elementales) 

Las Junciones de Bessel J v de órdenes v = ±y,±-|,±y,**- son elementales; pueden 
expresarse por un número finito de cosenos y senos y potencias de x. 

EJEMPLO 4 Más funciones elementales de Bessel 

A partir de (3), (6) y (7) se obtiene 

= - Jyy{x) — J_ 1/2 (*) = x ~ eos 

^-3/2^ “ - “^-1/2^ “ A/2^ = “ + senje^ 

y así sucesivamente. | 

Ojalá esta discusión no sólo haya ayudado al estudiante a familiarizarse con las 
funciones de Bessel, sino que también lo haya convencido de que las series pueden 
ser muy útiles para obtener diferentes propiedades de las funciones correspondientes. 


Problemas de la sección 5.6 

Usando (1H4), demostrar que 

1. J' 0 (x) = -Jjíx) 2. J[(x) = J 0 (x) - x-'J^x) 

3. J 2 (x) = 2 ““ ^C*)] 4. J 2 (x) — (1 — 4jc“ 2 )/ 1 (jc) + 2jc _1 J 0 (jc) 

5. Usando la tabla Al del apéndice 5 y (3), calcular JJx) para los valores x = 0,0.1,0.2, ■ * % 1.0. 

6. Calcular./,**) para los valores * - 2.0, 2.2. 2.4, 2.6, 2.8 utilizando (3) y la tabla Al del 

apéndice 5. 

7. Deducir la ecuación de Bessel a partir de (1) y (2). 

8. (Entremezcla de ceros) Usando (1), (2) y el teorema de Rolle, demostrar que entre dos 
ceros consecutivos de JJx) hay precisamente un cero de 

9. Demostrar que entre dos ceros positivos consecutivos cualesquiera de JJx) hay precisa¬ 
mente un cero de J ,(*). 

Las integrales que incluyen funciones de Bessel con frecuencia pueden evaluarse o al menos 
simplificarse mediante el uso de (1) - (4). Demostrar que 

10 - / x’J^ix) dx = x’JJjt) + c 11. fx--J„ +1 (x)dx = -x-J^x) + c 

X2 ‘ f 4 + iW dx = j J v _ x (x) dx - 2 J y (x) 

Usando las fórmulas de los problemas 10-12 y, de ser necesario, la integración por partes, 
evaluar 

13. f J 3 (x) dx 14. f x 3 J 0 (x) dx 15. / J 5 ( x ) dx 

16. Deducir las fórmulas del ejemplo 4 del texto. 

17. (Función gamma) Usando (5) y Jñ = 1.772 454, calcular T( 1.5), T(2.5) y r(3.5). 

18. Calcular f(4.6) usando la tabla A2 del apéndice 5. 
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Eliminación de la primera derivada 

19. Sustituir y(x) = w(jc)v(jc) en y + p{x)y + q(x)y = 0 y demostrar que para obtener una 
ecuación diferencial de segundo orden para u que no contenga u debe tomarse 

ü(x) = exp 

20. Demostrar que para la ecuación de Bessel la sustitución del problema 19 es y = ux~ m y que 
se obtiene 

(8) x 2 u" + (jc 2 + 4 - v 2 )u = 0. 

Resolver esta ecuación con v = y y comparar el resultado con (6) y (7). Comentar. 




5 .7 FUNCIONES DE BESSEL DE SEGUNDA CLASE 

Lo que resta es la tarea de obtener una solución general de la ecuación de Bessel para 
v=n entero; recuérdese por la sección 5.5 que para v no entero se tiene ya una base J v , 
J v , pero para v = n estas dos soluciones se vuelven linealmente dependientes, por lo 
que se necesita una segunda solución independiente, la cual se denotará por Y n . 


n = 0: Función de Bessel de segunda clase /„(*) 


Se considera primero el caso n - 0. Entonces la ecuación de Bessel puede escribirse 


( 1 ) 


xy” + y* + xy = 0, | 


y la ecuación indicial (4), sección 5.5, tiene la raíz doble r = 0. Se trata del caso 2 de 
la sección 5.4. En este caso se tiene al principio una sola solución, J Q ( jc). A partir de 
(8) de la sección 5.4 se ve que la segunda solución buscada debe ser de la forma 


(2) y 2 (x) = J Q (x) ln * + 2 A m xm * 

m = l 

Se sustituye y 2 y sus derivadas 


y' 2 = ¿o ln * + J -f + 2 mA m x m 1 

m= 1 

y", - - k + Í ”><»■ - im »*”- 2 

m = 1 


en (1). Entonces los términos logarítmicos se cancelan ya que J 0 es una solución de 
(1), al igual que los otros términos que contienen a J 0 , y queda 
00 00 00 
2Jq + 2 m ( m - l) A m xm ~ l + 2 rnA m x m ~ l + 2 A m xm + 1 = 

m = 1 m = 1 m = 1 
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Por (12) de la sección 5.5 se obtiene la serie de potencias de J D ' en la forma 

J'(x) = V ( ~ l) ” 12w - r2TO ~ 1 _ ^ (— 1 —i 

0 rn =1 2 2 m ( rn \) 2 ^ 2 2 "*- i w! ( m _ 1)1 • 


Al insertar esta serie se tiene 


_ nm v 2m-l 


( -l) m x 


m 


“ (m - 1 )! + ^ ^A m x m ~ l + £ ¿ m * m+1 = 0 . 

w-1 m- 1 


Se demuestra primero que todas las A m con subíndices impares son cero. El coeficien¬ 
te de la potencia x° es A y en consecuencia 4, = 0. Al igualar a cero la suma de los 
coeficientes de la potencia x 2 ' se tiene 

(2* + l) 2 ^! + ¿2S-1 = 0, 5=1,2, •••. 

Puesto que A t = 0, se obtiene así A } = 0, A } = 0, • • •, sucesivamente. 

Ahora se iguala a cero la suma de los coeficientes de x **'. Se obtiene así 


-1 + 4A„ = 0 o A„ = i 


2 4 


(5 = 0) 


y para los demás valores s = I, 2, • • • 


(~1)* + 1 

2 2s (í + l)!ji + ^ 2s + 2 ^ ■ 4 2 s + 2 + A 2s = °- 


Para s - 1 de esta expresión se obtiene 

g + 16A 4 + A 2 = 0 o A 4 = -jIh 


y en general 


(3) 


2m 


(- 1)” 1 - 1 /. 1 1 
2 2m (m !) 2 V + 2 + 3 + ' ' ’ + 


Utilizando la notación abreviada 


"i=l,2, 


(4) 


A- = 1 + r + • ■ • + - 


2 m 

e insertando (3) y A x = A i ~ * • ■ = 0 en (2), se llega al resultado 


y 2 (x) = J Jx) ln jc + V x 2m 

2 2m (/w!) 2 

— /pW ln + jjr 2 — 


(5) 
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Figura 85. Funciones de Bessel de segunda clase. 
(Para una tabla pequeña, ver el apéndice 5.) 


Puesto que J 0 yy 2 son funciones lineaimente independientes, forman una base de 
soluciones de (1). Desde luego, se obtiene otra base si se sustituye y 2 por una solución 
particular independiente de la forma a(y 2 + bJ¡) donde a (* 0) y b son constantes. Se 
acostumbra elegir a = 2lnyb = y- ln 2, donde el número y- 0.577 215 664 90 ••• es 
la llamada constante de Euler, la cual se deñne como el límite de 

i 1 1 i 

1 +-+■■■+ -ln s 

2 s 

cuando s tiende a infinito. La solución particular estándar así obtenida se denomina la 
función de Bessel de segunda clase de orden cero (figura 85) o función de Neumann 13 
de orden cero y se denota por f 0 (x). Por tanto [ver (4)] 


( 6 ) 


W * \ J 0 (x) ( ln \ + y) + ( 2 2m (m! ) h 2 m x2m • 


Para jc > 0 pequeña la función Y 0 ( x) tiene un comportamiento similar al de ln jc 
(ver la fígura 85; ¿por qué?), y f 0 (x) —> cuando x —> 0. 

Funciones de Bessel de segunda clase Y n (*) 

Para v = n - 1,2, * • * puede obtenerse una segunda solución mediante manipulaciones 
similares a las empleadas en el caso n - 0, empezando con (10), sección 5.4. Resulta 
que en estos casos la solución también contiene un término logarítmico. 

La situación aún no e$ del todo satisfactoria, ya que la segunda solución se deñne 
de manera diferente, dependiendo de si el orden de v es un entero o no. A fin de 


13 CARL NEUMANN (1832-1925), matemático y físico alemán, nombrado profesor en Leipzig en 1868. 
Sus trabajos sobre la teoría del potencial motivaron el desarrollo en el campo de las ecuaciones integra¬ 
les por VITO VOLTERRA (1860-1940) de Roma, ERICIVAR FREDHOLM (1866-1927) de Estocolmo, 
cuyos famosos escritos de 1901-1903 causaron sensación en el mundo matemático de la 
época, y DAVID HILBERT (1862-1943) de Gottingen (ver la nota de pie de página sobre Hilbert de la 
sección 7.15 página 464). 
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conseguir uniformidad en el formalismo y la tabulación numérica, es conveniente 
adoptar una forma de la segunda solución que sea válida para todos los valores del 
orden. Esta es la razón para introducir una segunda solución estándar Y v (x) definida 
para toda v mediante la fórmula 


(7) 

(a) 

Y " iX) = sen v;r W C0S V7r ~ J -> )] 


(b) 

Y n (x) = lím y (x). 



v—>n 


Esta función recibe el nombre de función de Bessei de segunda clase de orden v o 
función de Neumann 14 de orden v. En la figura 85 se ilustran f 0 (x) y 

Se discute la independencia lineal de J v y Y v . 

Para un orden v no entero la función Y -(*) es evidentemente una solución de la 
ecuación de Bessei ya que J v (x) y J JLx) son soluciones de esa ecuación. Puesto que 
para esos v las soluciones J v y J v son linealmente independientes y Y v incluye a J ,, 
las funciones J v y Y v son linealmente independientes. Además, puede demostrarse 
que el límite de (7b) existe y que Y ñ es una solución de la ecuación de Bessei para un 
orden entero; ver la referencia [A9] en el apéndice 1. Se verá que el desarrollo de la 
serie de f (x) contiene un término logarítmico. Por tanto, J ( x) y K (x) son solucio¬ 
nes linealmente independientes de la ecuación de Bessei. El desarrollo de la serie 
de Y n {x) puede obtenerse si las series (20) y (21), sección 5.5, para J (x) y J y (x ) se 
insertan en (7a) y después se hace que v tienda a n\ ver la referencia [A9] para los 
detalles; el resultado es 



donde x > 0 , n = 0 , 1 , • ■ y 

h 0 =0, /i s = 1 + I (j = 1, 2, • • •), 

y cuando n = 0 la última suma de (8) debe sustituirse por cero. Para n - 0 la represen¬ 
tación (8) asume la forma (6). Además, puede demostrarse que 

Y_ n (x) = (-1 ) n Y n (x). 

El resultado principal puede formularse como sigue. 


14 Ver la nota de pie de página 13. Las soluciones f (x) en ocasiones se denotan por V (x); en ta referencia 
[A9J se llaman funciones de Weber; la constante de Euler de (6) suele denotarse por C o ln y. 
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Teorema 1 (Solución general de la ecuación de Bessel) 

Una solución general de la ecuación de Bessel para todos los valores de v es 

(9) y(x) = C^yix) + C 2 Y y (x). 

Por último, se menciona que existe la necesidad práctica de contar con solucio¬ 
nes de la ecuación de Bessel que sean complejas para valores reales de x. Para ello, es 
frecuente usar las soluciones 


H^Xx) = JJix) + iYJ.x) 
HfXx) = J„(x) - iY v (x) 


Estas funciones linealmente independientes se llaman funciones de Bessel de terce¬ 
ra clase de orden v o primera y segunda funciones de Hankel 15 de orden v. 


Se termina así la discusión de las funciones de Bessel, salvo por su “ortogonalidad”, 
que se explica en la sección 5.8. En la sección 11.10 se presentan aplicaciones en las 
oscilaciones. 


Problemas de la sección 5.7 

Algunas ecuaciones diferenciales más reducibles a la ecuación de Bessel (Ver también la 
sección 5.5.) Usando las sustituciones indicadas, reducir las siguientes ecuaciones a la ecuación 
diferencial de Bessel y encontrar una solución general en términos de funciones de Bessel. 

1. x 2 y" + xy' + (x 2 - 4)y = 0 

2. x 2 y" + xy' + (A 2 x 2 - v 2 )y = 0 (Ax = z) 

3. xy" + y' + ^y = 0 (Vx = z) 

4. 4x 2 y" + 4xy' + (x - n 2 )y = 0 (Vx = z) 

5. x 2 y" + xy' + (4x 4 - |)y = 0 (x 2 = z) 

6. xy" + (1 + 2«)y' + xy = 0 (y = x~ n u) 

7. x 2 y" - 3xy' + 4(x 4 - 3)y = 0 (y = x 2 «, x 2 = z) 

8. x 2 y" + (1 - 2v)xy' + v\x 2r + 1 - v^y = 0 (y = x'm, x" = z) 

9. x 2 y" + £(x + |)y = 0 (y = «Vx, Vx = z) 

10. y" + xy = 0 (y = wVx, fx 3 ' 2 = z) 

11. y" + x 2 y = 0 (y = uVx , ¿x 2 = z) 

12. y" + * 2 xy = 0 (y = «Vx, | kx 312 = z) 

13. y" + A 2 x 2 y = 0 (y = «Vx, {kx 2 = z) 

14. y" + k 2 x*y = 0 (y = «Vx, {kx 3 = z) 

15. Demostrar que para x > 0 pequeña se tiene ToM * 2n 1 (In-^-x + y). Utilizando esta 
fórmula, calcular un valor aproximado del menor cero positivo de T 0 (x) y compararlo 
con el valor más preciso 0.9. 


15 HERMANN HANKEL (1839-1873), matemático alemán. 
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16. Puede demostrarse que para jc grande, 

(11) y B W 155 V2/(7 tjc) sen (jc — ^ nir ~ 

Usando (11), trazar y o (jc) y K,(jc) para 0 < jc < 15. Usando (11), calcular los valores aproxi¬ 
mados de los tres primeros ceros positivos de T 0 (;c) y compararlos con los valores más 
precisos 0.89, 3.96 y 7.09. 

17. Demostrar que las funciones de Hankel (10) constituyen una base de soluciones de la 
ecuación de Bessel para cualquier v. 


Funciones de Bessel modificadas 

18. La función / v (jc) = í v J(¿x), i - , se llama la Junción modificada de Bessel de primera 

clase de orden v. Demostrar que l v (x) es una solución de la ecuación diferencial 

( 12 ) jc 2 y" + xy ' - (x 2 + v 2 )y - 0 

y que tiene la representación 


(13) 


= 2 


■2 m- 


m = 0 


2 2m+v m\T(m + » + 1) 


19. Demostrar que 7 v (jc) es real para toda jc real (y v real), que I v (x) * 0 para toda jc * 0 real y que 
/ fx) - //jc), donde n es cualquier entero. 

20. Demostrar que otra solución de la ecuación diferencial (12) es la llamada función de 
Bessel modificada de tercera clase (en ocasiones: de segunda clase) 

04 ) K V W = ■ [/_„(*) - /„«]. 

2 sen vk v v 


.O PROBLEMAS DE STURM-LIOUVILLE. ORTOGONALIDAD 

Sturm y Liouville 16 demostraron que las ecuaciones de Bessel, Legendre y otras 
ecuaciones importantes en la ingeniería pueden considerarse desde un punto de vista 
común, con el resultado de que se obtienen familias de soluciones que resultan muy 
convenientes para la representación en series de funciones dadas que se presentan en 
mecánica, conducción de calor, electricidad y otras aplicaciones físicas. Se empieza 
con dos ejemplos de motivación, las ecuaciones de Bessel y de Legendre. 

La ecuación de Bessel (con la variable independiente escrita como x y y = dyfdx , 
y = cPy/dx 2 ) 


x 2 y + xy + ( x 2 - n 2 )y = 0 


16 JACQUES CHARLES FRANQOIS STURM (1803-1855), nació y estudió en Suiza y después se mudó 
a París, donde más tarde fue el sucesor de Poisson en la cátedra de mecánica de la Sorbona. 

JOSEPH LIOUVILLE (1809-1882), matemático francés y profesor en París, realizó aportaciones a 
diferentes campos de las matemáticas y se le conoce en particular por sus importantes trabajos en 
análisis complejo (teorema de Liouville: sección 13.6), funciones especiales, geometría diferencial y 
teoría de números. 
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puede transformarse haciendo x = kx; entonces y = yfk , y - yfk 2 y se obtiene (al 
cancelarse k 2 y k en los dos primeros términos) 

x 2 y” + xy' + (k 2 x 2 - n 2 )y - 0 


v al dividir entre jc, 

v 7 

[xy'Y + + tejy = 0 

De manera similar, la ecuación de Legendre (sección 5.3) 

(1 - x^y" — 2xy' + rt(n + l)y = 0 


(A = k 2 ). 


puede escribirse 


[(1 - *V]' + Ay = 0 


[A = n(n + 1)]. 


Ambas ecuaciones obtenidas son de la forma 


( 1 ) 


[rCx)/]' + [q{x) + A/?(jf)]y = 0, 


que se conoce como ecuación de Sturm-Liouville y hay otras ecuaciones que pue¬ 
den escribirse en la forma (1). La ecuación (1) más simple es 

y" + Ay = 0 


(conr=/?= 1 y<? = 0). 

La ecuación (1) se considera en un intervalo dado a < x < b y se supone continui¬ 
dad de p , q , r, r así como 


P(x) > 0 


en este intervalo. En los puntos extremos (puntos frontera) ay b se imponen las con¬ 
diciones en la frontera 


(b) 


con las constantes k {9 k 2 dadas, sin ser ambas cero, y las constantes 1,, 1 2 dadas, sin ser 
ambas cero. El problema con valores en la frontera compuesto por (1) y (2) se 
llama problema de Sturm-Liouville. 

Evidentemente, y ~ 0 es siempre una solución del problema, pero carece de uso 
práctico. Lo que quiere encontrarse son soluciones de (1) que satisfagan (2) sin ser 
una identidad con cero. A tal solución y(x ) -—si existe— se le llama eigenfunción y al 
número X para el que existe una eigenftinción se le llama eigenvalor del problema. 


kya) + k^y’iá) = 0 
Kyib) + l 2 y'{b) = 0 
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EJEMPL01 Cuerda elástica vibratoria 

Encontrar los eigenvalores y las eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville 

(3) (a) y" + Ay = 0 (b) y(0) = 0, y{ir) = 0. 

Este problema surge, por ejemplo, si una cuerda elástica (una cuerda de violín, por ejemplo) se estira un 
poco y luego se fija en sus extremosa - 0 yx = ny se la hace vibrar. Entonces y(x) es la “función espaciar 
de la desviación u(x, /) de la cuerda, la cual se supone de la forma u(x, t ) =y{x)w(t), donde / es el tiempo. 
(Este modelo se discutirá en las secciones 11.2-11.4.) 

Solución. Para A = -v 2 negativo una solución general de la ecuación es 

ytx) - c 1 e* c + c 2 e~ vx . 

Por (3b) se obtiene c, - c % = 0, y y ■ 0, de dondey a 0, que no es una eigenfunción. Para A = 0 la situación 
es similar. Para A - v 2 positivo Una solución general es 

y(Jt) = A eos px + B sen vx 

De la primera condición en la frontera se obtiene y(0) = A = 0. Entonces de la segunda condición en la 
frontera se obtiene 

y(w) - B sen v'ir - 0, por tanto, p = 0, ± I, ±2, • * • . 

Para v = 0 se tiene y = 0. Para A = v 2 = 1,4,9,16, * * , al tomar B = 1, se obtiene 

y(jc) = sen vx (v = 1, 2, • • •). 

En consecuencia, los eigenvalores del problema son A = v 2 , donde v = 1, 2, • ■ •; y las eigenfunciones 
correspondientes son y(x) = sen vx, donde v = I, 2, • ■ | 


Existencia de eigenvalores 

Eigenvalores de un problema de Sturm-Liouville (1), (2), incluso en número indefinido, 
existen bajo condiciones bastante generales sobre p, q, r en (1). (Condiciones suficien¬ 
tes son las del teorema 1 siguiente, junto con p(x) > 0 y /(*) > 0 en a < x < b. Las 
demostraciones son complicadas; ver las referencias [Al] o [A6]en el apéndice 1.) 


Naturaleza real de los eigenvalores 

Además, si p, q, r y r en (1) son funciones con valores reales y continuas en el inter¬ 
valo a<x<bypes positiva en ese intervalo (o negativa en ese intervalo), entonces 
todos los eigenvalores del problema dé Stíirm-Liouville (1), (2) son reales. (En el 
apéndice 4 se incluye una demostración.) 

Esto es lo que esperaría un ingeniero ya que los eigenvalores muchas veces se 
relacionan con frecuencias, energías u otras cantidades físicas que deben ser reales. 


Ortogonalidad 

Las eigenfunciones de los problemas de Sturm-Liouville poseen notables propieda¬ 
des generales —ante todo, la ortogonalidad, que se define como sigue. 
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Definición de ortogonalidad 

Las funciones y, y v • ■ • definidas en un intervalo a ú x á b se llaman ortogonales en 
a<x<b con respecto a una función peso p(x) > 0 si 


(4) 


f P(x)y m (x)y n (x) dx = 0 


para m * n. 


La norma \\y m \\ de y m se define por 



/ r b 

(5) 

= JJ pMylw dx - 


Las funciones se llaman ortonormales en aSje£b si son ortogonales ena<x<by 
todas tienen norma 1. 

En lugar de “ortogonal con respecto ap(jt) = 1” se dice simplemente “ortogonal”. 
Así, las funciones y r y 9 * * * son ortogonales en un intervalo a < x < b si 


(4') 


I / y m Wy »w ^ = o 


para m * rt. 


La norma \\yj\ d ey m se define entonces por 


(5') 



Y las funciones se llaman ortonormales en a < x < b si todas son ortogonales ahí y 
todas tienen norma (5*) igual al. ■ 

EJEMPLO 2 Conjunto ortogonal, conjunto ortonormal 

Las funciones y m {x) = sen mx, m = 1,2, • * forman un conjunto ortogonal en el intervalo -n<x<iz, porque 
para m * n se obtiene [ver (11) en el apéndice 3] 

í w í” 1 C* 1 f 

J y m (x)y n ( x ) ^ ~ J sen mx sen nx dx - " J cos - n)xdx - - J eos (m + n)x dx = 0. 

— ir —ir —ir — it 

La norma |[yj| es igual a V* , ya que 

RyJ 2 = J sen 2 mx dx = v 


(m = 1, 2, • ■ •). 
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Por tanto, el conjunto ortonormal correspondiente, obtenido al dividir entre la norma, es 


sen x sen 2x sen 3 jc 

Vi ’ Vi ’ “Vi 


R 


Ortogonalidad de las eigenfunciones 

Teorema 1 (Ortogonalidad de las eigenfunciones) 

Suponer que las funciones p, q, r y r en la ecuación de Sturm-Liouville (1) tienen 
valores reales y son continuas y que p(x) > 0 en el intervalo a <x<b. Sean y (x) y 
y/x) eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville (1), (2) que corresponderá los 
eigenvalores diferentes X m y X n , respectivamente. Entonces y m ,y n son ortogonales en 
ese intervalo con respecto a la función peso p. 

Si r(a) - 0, entonces (2a) puede eliminarse del problema. Si r(b) = 0, entonces 
(2b) puede eliminarse. [Entonces se requiere que y y y permanezcan acotadas en tal 
punto y el problema se llama singular, por oposición a un problema regular en el 
que se usa (2).] 

Si r(a) = r(b), entonces (2) puede sustituirse por las 44 condiciones periódicas en 
la frontera” 

( 6 ) Ha) = y(b), y'(a) = y'(b). 

Nota. El problema con valores en la frontera compuesto por la ecuación de Sturm- 
Liouville (1) y las condiciones periódicas en la frontera (6) se conoce como proble¬ 
ma periódico de Sturm-Liouville. 

Demostración del teorema L Por hipótesis, y m satisface 
(iy' m Y + (<7 + A m p)y m = 0, 

y y satisface 

(O >' n )' + (9 + KP^n = °- 

Al multiplicar la primera ecuación por y n , la segunda por —y n y sumando, se obtiene 
(A m - K r)py m y n = yjry'n)' - y n (ry' m )' 

= - (ry' m )y n ]' 

donde es inmediata la comprobación de la última igualdad al efectuar la derivación 
indicada de la última expresión entre corchetes. Esta expresión es continua en a < x < b 
ya que por hipótesis ryr son continuas y y m , y n son soluciones de (1). Al integrar con 
respecto a x de a a b se obtiene así 
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La expresión del segundo miembro es igual a 

(g) r(b)[y' n (b)y m (b) - y'Jb)y n (b)] 

-r(a)[y' n (a)y m (a) - y' m {a)y n (a)\. 


Será necesario ahora considerar varios casos, dependiendo de si r se cancela o no en 
a o en b. 

Caso I. Si r{á) = 0 y ríjb) = 0, entonces la expresión en (8) es cero. En consecuen¬ 
cia, la expresión del primer miembro de (7) debe ser cero, ya quey ii ,y )ii ',y„,y, I ' en el 
segundo miembro siguen siendo continuas en a y ó (por hipótesis) y y son 
diferentes. Se obtiene así la ortogonalidad deseada 

c *> 

(9) J p(*)y m (*)y n W dx = 0 (m rt) 

a 

sin usar las condiciones en la frontera (2). 

Caso 2, Sea r{b) = 0, pero r{a) * 0. Entonces el primer renglón de (8) es cero. Se 
considera la expresión que queda en (8). Por (2a) se tiene 

*1 y n (a) + * 2 ^) = °> 

^yja) + k 2 y'ja) = 0 . 

Sea k 2 * 0. Entonces al multiplicar la primera ecuación por y m (á) y la última por -y„(a) 
y sumar, se tiene 


k 2 ly' n (a)y m (a) - y^(a)y„(a)] = 0. 

Puesto que k 2 * 0, la expresión entre corchetes debe ser cero. Esta expresión es idén¬ 
tica a la del último renglón de (8). Por tanto, (8) es cero y por (7) se obtiene (9), como 
antes. Si k 2 = 0, entonces por hipótesis A, * 0 y el razonamiento de la demostración es 
similar. 

Caso 3. Si r(a) = 0, pero r(b) * 0, la demostración es similar a la del caso 2, pero 
en vez de (2a) tiene que usarse ahora (2b). 

Caso 4. Si r{a) * 0 y r{b) * 0, es necesario usar ambas condiciones en la frontera 
(2) y proceder como en los casos 2 y 3. 

Caso 5. Sea ria) = r(b). Entonces (8) asume la forma 

r(b)[y' n {b)yjb) - y'jb)y n (b) - y' n (a)y m (a) + y'ja)y n (a)]. 

Puede usarse (2) como antes y concluir que la expresión entre corchetes es cero. Sin 
embargo, se ve de inmediato que esto también se sigue de (6), por lo que puede reem¬ 
plazarse (2) por (6). En consecuencia, de (7) se obtiene (9), como antes. Se termina 
así la demostración del teorema 1. i 
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EJEMPLO 3 Cuerda elástica vibratoria 

La ecuación diferencial del ejemplo 1 es de la forma (1) donde r- \, q = 0 y p = 1. Por el teorema 1 se 
sigue que las eigenfunciones son ortogonales en el intervalo 0 ^ x <, n. I 


EJEMPLO 4 Otra aplicación del teorema 1 

Para el problema periódico de Sturm-Liouville 

y" + Ay = 0 , y{ 7 T) = y(-7r), y '(77) = y'( -ir) 

a partir de la solución general y = A eos kx + B sen Ax, donde k = Va , y de las condiciones en la frontera 
se obtienen las dos ecuaciones 

A eos kir + B sen kir = A eos (- kir) + B sen (- kir) 

-kA sen kir + kB eos kir - - kA sen {-kir) + kB eos (-kir). 


Puesto que eos (-a) = eos a y sen (-a) = -sen oc, se obtiene 

sen kir = 0, a = k 2 = n 2 = 0, 1, 4, 9, • • . 

Por tanto, las eigenfunciones son 

1, cosx, senx, eos 2x, sen 2x, ■ ■ • . 

Por el teorema 1, cualesquiera dos de estas funciones que pertenezcan a eigenvalores diferentes son 
ortogonales en el intervalo ~n< x < n (obsérvese que p(x) = 1 para la ecuación presente), y la ortogonal idad 
de eos mx y sen mx para la misma m se sigue por integración. 



1 _ 

2 


/ 


,ir 

sen 2 mx dx = 0. 

■ 7T 


Para las normas se obtiene || 1¡|= Jlñ y Jñ para todas las demás, como el estudiante puede comprobar 
al integrar 1, eos 2 x, sen 2 x, etc., de -n a n. Por consiguiente, un conjunto ortonormal de eigen funciones 
del problema presente es 

1 eos x sen x eos 2x sen 2x I 

V^r “N/tt \fir Vi Vtt 


EJEMPLO 5 Ortogonalidad de los polinomios de Legendre 

La ecuación de Legendre es una ecuación de Sturm-Liouville (ver el principio de esta sección) 

[(1 - x 2 )y']' + Ay = 0, A = n(n + 1), 

con r= 1— x 2 , <7“0yp = 1. Puesto que r(-l) = r(l) = 0, no se necesitan condiciones en la frontera, pero 
se tiene un problema singular de Sturm-Liouville en el intervalo-1 <x^_l. Se sabe que para n = 0,1 \ 

de donde A = 0, 1 • 2,2 • 3, • • *, los polinomios de Legendre PJx) son soluciones del problema. Por tanto 
éstas son las eigenfunciones. Por el teorema 1 se sigue que son ortogonales en ese intervalo, es decir, 

(10) J PJx)P„(x) dx = 0 (m # n). 


La norma es (ver el problema 9 de la sección 5.3) 
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EJEMPLO 6 Ortogonalidad de las funciones de Bessel J n (x) 

La función de Bessel J n {x ) con el entero n>0 fijo satisface la ecuación de Bessel (sección 5.5) 

x 2 J n (x) + x) n {x) + (x 2 - n 2 )J n (x) = 0, 

donde j = dJJc/x , J m = (PJJdx 1 . Al principio de esta sección esta ecuación se transformó, al hacer x - 
kx, en una ecuación de Sturm-Liouville 

[xJ' n (kx)V + y + JJkx) = 0 

cion />(x) = x, q(x) = —n 2 /x, r(x) — x y parámetro X, = A 2 . Puesto que r(0) - 0, el teorema 1 implica la 
ortogonalidad en un intervalo 0 ^ x < R de las soluciones Jjikx) que son cero cnx- R, es decir, 

J n {kR) = 0 <n fija ). 

[Obsérvese que q(x) = -tt 2 lx es discontinua en 0, pero esto no afecta la demostración del teorema 1.] 
Puede demostrarse (ver la referencia [A9]) que */„(*) tiene una infinidad de ceros reales, por ejemplo, 
x ~ o ln < a 2n < ■ ■ • ( ver ,a fí§ ura 84 de la sección 5.5 para n = 0 y 1). Por tanto debe tenerse 

(12) kR = a mn , por tanto k = k mn = a mn IR {m - 1, 2, • * •)• 

Con esto se demuestra 


Teorema 2 (Ortogonalidad de las funciones de Bessel) 

Para cada entero no negativo fijo n y las funciones de Bessel JJk^x), JJk^x), JJk^x), 
■ * *, con k mn como en (1 2\ forman un conjunto ortogonal en el intervalo 0 <x<R con 
respecto al peso p(x) = x, esto es , 


(13) 



Ü * m). 


Por consiguiente, se ha obtenido una infinidad de conjuntos ortogonales, cada 
uno de tos cuales corresponde a uno de los valores fijos de n. I 


Problemas de la sección 5.8 

1. Llevar a cabo los detalles de la demostración del teorema 1 en los casos 3 y 4. 

2. (Normalización de eigenfunciones) Demostrar que si y =y 0 es una eigenñinción de (1), 
(2) correspondiente a algún eigenvalor X = X () , entonces y = ay 0 (a * 0, arbitraria) es una 
eigenfunción de (1), (2) correspondiente a X 0 . (Obsérvese que esta propiedad puede usar¬ 
se para "normalizar” eigenfunciones, es decir, para obtener eigenfunciones de norma 1.) 


Encontrar los eigenvalores y las eigenfunciones de los siguientes problemas de Sturm-Liouville. 
En los problemas 3 al 9, verificar asimismo la ortogonalidad por cálculo directo. 


+ Ay = 0, 
+ Ay = 0, 


3. y" 

4. y" 

5. y" + Ay = 0, 

6. y" + Ay = 0, 


y(0) = o, 
y(0) = 0, 
y(0) = 0, 
y'(0) = o, 


y'(l) = 0 
y(L) = o 
y'(L) = o 
y(L) = 0 
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7. /' + Xy = 0, /(O) = 0, /(ir) = 0 

8. y" + Ay - 0, y( 0) = y( 2tt), y'( 0) = /(2tt) 

9. y" + Ay = 0, y’( 0) - 0, y'(L) = 0 

10 . (xy ) + Áx V = 0, 3^(1) — 0, y(e) = 0. Sugerencia. Hacer x-é. 

11. (xy r ) r + AjtV - 0, y( 1) = 0, y(e) = 0 

12. ( e 2x y ) + e 2x (\ + \)y = 0, y(0) = 0, y(7r) — 0 Sugerencia. Hacer y-e x u. 

13. (x~yy + (A + 1 )x~ 3 y = 0, y(l) = 0, y(e) = 0 

14. Demostrar que los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville y + Xy = 0, ><0) = 0, 

A 1) + y\ 1) = 0 se obtienen como soluciones de la ecuación tan k = -L donde k = . 

Demostrar gráficamente que esta ecuación tiene una infinidad de soluciones k = k y que 
las eigenfunciones son = sen kx (k * 0). Demostrar que las k n positivas son de teforma 
K = ~ ( 2n + 1 ) n+ , donde 5 es positiva y pequeña y <5 0 cuando n -> «>. Calcular 

K >i (P or método de Newton, sección 18.2). 

15. Comprobar por cálculo directo que P 0 (x)< /*,(*), P 2 (x) forman un conjunto ortogonal en 
-1 <x< 1 (con p(x) - 1) y encontrar el conjunto ortonormal correspondiente, también 
por cálculo directo. 

16. Determinar las constantes a 0 , b (t , - • *, c 2 tales quey () - a () , y, = b 0 + ó,jc, y 2 = c 0 + c,* + cyc 2 
formen un conjunto ortonormal en-1 <*< 1 (conp(jc) = 1). Comparar el resultado con el 
del problema 15 y comentar. 

17. Demostrar que si las funciones *'' forman un conjunto ortogonal en un inter¬ 

valo a<x<b (con p(x) = 1), entonces las funciones yj(ct + k),y¿ct + á),* * \ c > 0, forman 
un conjunto ortogonal en el intervalo (a - k)í(c <t<(b- k)/(c. 

18. Usando el problema 17, deducir la ortogonalidad de 1, eos kx , sen Kx , eos 2/cc, sen 2^c, 

* • en -1 < x < 1 (/?(*) = 1) a partir de la del ejemplo 4 del texto. 

Comprobar que las funciones dadas son ortogonales en el intervalo dado con respecto a las 
p(x) dadas y que tienen la norma indicada. 

19. Lq(x) ~ 1, Z^t*) — 1 — x, L 2 (x) = 1 — 2x + f* 2 , 0 = x < < x>, p(x) = e~ x , 
norma 1 

20. T 0 (x) = 1, T^x) = x , T 2 (x) — 2x 2 - 1, -1 ^ x ^ 1, p(x) = (1 — x 2 )~ m , 
ll r oll ~ HT'jll = ||r 2 || = V tt/ 2. Sugerencia. Hacer x = eos 6. 

5-9 DESARROLLO DE EIGENFUNCIONES 

¿Por qué son importantes los conjuntos ortogonales de eigenfunciones? ¿Para qué 
sirvén? La respuesta es que producen desarrollos en series de funciones dadas en una 
forma simple. Esto incluye la famosa “serie de Fourier” y otros “desarrollos de 
eigenfunciones que surgen de problemas de Sturm-Liouville, el pan de cada día para 
el físico y el ingeniero en la conducción de calor, dinámica de fluidos, mecánica de 
sólidos, trabajo numérico, etcétera. 

Para explicar lo anterior se empieza introduciendo alguna notación práctica. Se 
denota por (y m , yj la integral (4), sección 5.8, de la definición de ortogonalidad y 
ortonormal i dad. Se trata de una convención; por tanto, para un conjunto ortonormal 
con respecto al peso p(x) > 0 en a < x < ó, 

/ b fO si 

Pix)y m (x)y n (x) dx = j 

o Ll si m = n 


(1) 
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donde m = 0, 1,2, * y n = 0, 1, 2, * • *. En forma aún más abreviada, 

{ 0 si m # n 
1 sí m = n 

se conoce como la delta de Kronecker. 17 Para la norma \\yj\ d ty m puede escribirse 
ahora 


( 2 ) 


y m* ^m) 



dx. 


Series ortogonales, desarrollo de eigenffunciones 


Seany^y,, * un conjunto ortogonal con respecto al peso/?(x) en un intervalo a<x<b. 
Sea J(x) una función dada que puede presentarse en términos d ey m por una serie conver¬ 
gente 


(3) 


f(x) = 2 « m y m M = «W*) + + • • • • 

m =0 


Esta expresión recibe el nombre de desarrollo ortogonal, serie de Fourier genera¬ 
lizada o, si las^ son eigenfimciones de un problema de Sturm-Liouville, desarrollo 
de eigenfunciones. [Se usa m en (3) porque más adelante se necesitará n como un 
índice fijo de funciones de Bessel.] 

El punto es que debido a la ortogonalidad se obtienen los coeficientes desconoci¬ 
dos a 0 , a r • • • en una manera simple; éstos se llaman las constantes de Fourier defix) 
con respecto a y 0 , y v * * -. De hecho, si ambos miembros de (3) se multiplican por 
p(x)y n (x) (n fijo) y después se integra sobre a < jc < ó, se obtiene, suponiendo que la 
integración término a término sea posible, 18 


r° 

(/. y„) = J pfy„ dx = 



y n dx = 2 ajy m ,y n ). 

m -0 


Ahora resulta crucial el hecho de que debido a la ortogonalidad, todas las integrales 
(y m , y n ) del segundo miembro son cero, excepto cuando m = n\ entonces (y n , y H ) = |[yj| 2 , 
por lo que la fórmula completa se reduce a 

(3*) (/,?„) = aJyJ 2 • 


17 LEOPOLD KRONECKER (1823-1891), matemático alemán, quien realizó en Berlín importantes apor¬ 
taciones al álgebra, teoría de grupos y teoría de números. 

18 Esto se justifica, por ejemplo, en caso de convergencia uniforme (teorema 3, sección 14.6). 
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Escribiendo m en vez n, para ser consecuentes con la notación de (3), se llega a la 
fórmula deseada para las constantes de Fourier 


(4) 


a 


m 


iLjm> 

IM 2 



f P(x)f(x)y m (x) dx 


EJEMPL01 Serie de Fourier 


(m = 0 , 1 , * * •)• 


En el problema de Sturm-Liouville del ejemplo 4 de la sección 5.8 se obtuvo un conjunto ortogonal 1, eos 
x, sen x, eos 2x, sen 2x, * ■ ■ en el intervalo -k <x<it con p(x) — 1. Por tanto el desarrollo de eigenfunción 
correspondiente puede escribirse 

00 

(5) f(x) = a 0 + 2 (o m eos mx + b m sen na). 

m = l 

Esta expresión se conoce como la serie de Fourier de/x). Las series de Fourier son por mucho los 
desarrollos de eigenfunción más importantes (de tal importancia para el ingeniero que se dedicarán dos 
capítulos, el 10 y el 11, al estudio de las mismas y de sus aplicaciones). Los coeficientes de (5) se llaman 
los coeficientes de Fourier de/x). A partir de (4) y de las normas fin y fi (ejemplo 4, sección 5.8) 
se obtienen para estos coeficientes de Fourier las llamadas fórmulas de Euler 


1 
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J f(x) dx 




— ir 



- 




"J 

/(x) eos mx dx 

(m = 1, 2, • 

• *) 


-ir 



l i 




= ñl 

/(x) sen mx dx 

(m = 1,2,*- 

). 


Por ejemplo, para la “onda cuadrada periódica” de la figura 86, dada por 

f-1 SÍ 7T < x < 0 

fix) = ] , n V /t* + 2 tt) = /« 

1 1 SI 0 < X < Tt 

a partir de (6) se obtienen los valores a 0 = 0 y 

a m = ~ (- O eos mx dx + J 1 • eos mx dx J = 0, 

= ir I / seamxdx + f 1 ■ senmriór] 

L -ir -» 


_ \_ " 
77 


eos mx 


m 


eos mx 


m 


1 

o J 


1 rí f4/7rm si m - 1,3, 

-[1—2 eos mir +!] = -( 


Trm 


si m - 2, 4, * 



Figura 86. Onda cuadrada periódica del ejemplo 1. 
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Por tanto, la serie de Fourier de la onda cuadrada periódica es 



1 1 

sen x + - sen 3 jc +- - sen 5x + 




En el capítulo 10 se discutirán muchas más series de Fourier. 


I 


EJEMPLO 2 Serle de Fourtor-Legendre 

Este es un desarrollo de eigenfunción 

f(x) = 2 a m P m (x) = a 0 P Q + a x P ,(*) + • • • = a„ + a¡x + a 2 x 2 - ^ + ■ • • 

m=0 V ' 

en términos de polinomios de Legendre (sección 5.3), las eigenfimciones del problema de Sturm-Liouville 
del ejemplo 5 de la sección 5.8 en el intervalo -1 ú x á L Se tiene p{x) ~ 1 para la ecuación de Legendre 
y por (4) se obtiene, debido a (11) de la sección 5.8, 


(7) 


2 m + 1 

a m ~~ 9 

f f(x)PJx) dx. 


-1 


m = 0, 1, ■ * - S 


EJEMPLO 3 Serle de Fourler-Bessel 

En el ejemplo 6 de la sección 5.8 se obtuvo una infinidad de conjuntos ortogonales de funciones de 
Bessel, uno para cada J r J r La ortogonalidad ocurre en un intervalo 0 < x < R con cualquier R 
positiva fija y con respecto al peso jc. El conjunto para J n es J n (k ]m x), Jjík^x), J„(k^x), • ■ *, donde n es fija, 
y k mn se da en (12), sección 5.8. La serie de Fourier-Bessel correspondiente es 
00 

fw = 2 a m J n (k mn x) = a^k^x) + a 2 J n (k 2n x) + a 3 J n (k 3n x ) + • • • . 

m = l 

Se afirma que 

f R d2 

(8) ll^mn^l 2 = I = Y J ” + likmnR) ’ 

0 

de donde por (4) los coeficientes son (con <x mn = k mn R) 


(9) 


* 2 'Ll<“m»> J 0 


/ xS(x)J n (k ma x)dx, 


m = 1,2,**. 


Demostración de (8). La ecuación de Bessel en la forma Sturm-Liouville es (ver el ejemplo 6 de la 
sección 5.8) 


[xf n {kx)]' + + ■*»(**) = °* 


Al multiplicar por 2xJ n (kx) se obtiene una ecuación que puede escribirse 
{[xf n {kx)] 2 Y + ( k 2 x 2 - n 2 ){J 2 {kx)Y = 0, 
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como puede comprobarse efectuando las derivaciones indicadas (■ t en h * i a. 

respecto a * de 0 a * se obtiene -ñateadas { } en el resultado. Al mtegrar con 


(10) 


ixj'^kx)] 2 = - [ (k 2 x* - n 2 ){J 2 (kx)}' dx. 


Por (2) de la sección 5.6, escribiendo * y « en lugar de * y v, y jjx ) = dJJdx, se obtiene 


nx J n (x) + x n j n (x) = -x n J n + l (x). 


ÍobÍene PfÍmer térmÍ "° ^ SegUnd ° mÍembr °’ multi P |ieando '■ nación por í- y haciendo 5 = kx, 

I 


kxf n (kx) - = nJ n (kx) - kxJ n + 1 (kx), 


donde la prima denota la derivada con respecto a * Por tanto, el primer miembro de (10) es igual a 

i R 


í [nJ n {kx) - kxJ n + l (kx)] 

L Jjc = 0 


ÍÍctón^i 1* = ■" ' aJR i e " t0nCeS JJÍR) = J ’ (a ^ = 0 y como J M = 0 [n = 1, 2, • • • ver (11) 
sección 5.5], ese primer miembro se reduce a ’ 1 

<M) k mn R2 Jl^(k mn R). 

Si se integra por partes el segundo miembro de (10) queda como 


T(*V - n*)J n Hk *)1 +2k* fxJ n Hkx)dx. 

J 0 J o 


=TÍ y fe,'t p o^T;Tv r T- n iT ro *7 = * T r bién es cero en *= 0 porque - o si „=, 

, AJ 0y ’ 2 ’ ' A partir de lo anterior y de (II) se llega de inmediato a ÍS) 

terminándose así la demostración. -nmeaiato a (»L 

Completitud de los conjuntos ortonormales 

fufídente^fi 8010 X 115311 l<>S C ° njunt0S ortonormales que constan de un “número 
suficiente de funciones, para que sea posible representar clases grandes de funciones 

—desde luego, todas ellas funciones continuas en un intervalo a<x<b -mediante una 

íenel ^ Founer 8 enerall . zada ( 3 >- Estos conjuntos ortonormales se llaman “ completos ” 
(en el conjunto de fondones considerado; abajo se da la definición). Por ejemplo el 
conjunto ortonormal del ejemplo 1 es completo en el conjunto de funciones contLas 1 ’ 
el intervalo n<x<n,y también lo son los conjuntos de polinomios de Legendre y 
de funciones de Bessel de los ejemplos 2 y 3 en sus respectivos intervalos. * 


deu'cÍmÍetiZÍr C t ° mÍnUaS porseeciones * más generales, pero una discusión detallada 
de laxomp'ernud neces.tana prerrequ.s.tos na necesarios para este libro. Ver la referencia [9] “ 

término más mlr ,Ce ‘ “ C ° nJUnt0S C ° mP ' et0S ” " den ° minan “ c « totales” ® 
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En este contexto, convergencia es convergencia en la norma (también llamada 
convergencia eficaz o cuadrática mediá)\ esto es, se dice cjue una sucesión de funcio¬ 
nes/^ es convergente con el límite/si 

(12*) lím II f k - /II = 

k—x» 

desarrollada por (2) (donde puede omitirse la raíz cuadrada) 

r b 

(12) lím I p(*)[/ fc W ~ f(x)] 2 dx = 0. 
íc-m° J a 

Por consiguiente, (3) converge y representa a/si 

(13) lím í PÍ*)[»fcW “ /Wl 2 dx = 0 

k-*°° a 

donde s t es la Pésima suma parcial de (3), 

k 

(14) SfcW = 2 VmW- 

m = 0 

Por definición, un conjunto ortonormal y 0 , y t , • • • en un intervalo a< x< b es 
completo en un conjunto de funciones S definidas en o á x á b si es posible aproximar 
lo suficientemente cerca toda f que pertenezca a S por medio de una combinación 
lineal ay x +■ ■ ■ + a¡y iy es decir, en términos técnicos, si para todo e > 0 pueden 

encontrarse las constantes a 0 , ■ • •, ct k (con k suficientemente grande) tales que 

(15) 11/ - («o^o + ‘ • ' + <WII < e - 

Una interesante consecuencia básica de la integral de (13) se obtiene de la si¬ 
guiente manera. Efectuando la elevación al cuadrado y usando (14), se tiene primero 



La primera integral del segundo miembro es igual a a m 2 porque í pyj> t dx = 0 para 
m* le IpyJ dx = 1. En la segunda sumatoria de la derecha, la integral es igual a a m , 
por (4) con’llyj 2 = 1. Por lo tanto, el segundo miembro se reduce a 

- i «.* + jV *• 

m = 0 a 
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Esta expresión es no negativa debido a que en la fórmula anterior el integrando del 
primer miembro y en consecuencia la integral son no negativos. Con esto se demues¬ 
tra la importante desigualdad de Bessel 


(16) 


k 

2 

m = 0 


m 


ll/ll : 


= f p(x)f(x) 2 dx 


(k= 1 , 2 , • • •). 


Aquí puede hacerse k °°, ya que los primeros miembros forman una sucesión mo¬ 
nótona creciente que está acotada por la derecha, por lo que se tiene la convergencia 
por el conocido teorema 1 del apéndice 3 (ver A3.3). En consecuencia. 


(17) 


oo 


2 aj 

rn = 0 


|2 


Ademas, si y 0 , y v ■ ■ ■ es completo en un conjunto de funciones S, entonces (13) es 
válida para toda/que pertenezca a S. Por (15) esto implica la igualdad en (16) con 
k -> por tanto, en el caso de completitud la llamada igualdad de Parseval 


(18) 


oo 


2 a m 2 


- II/II 2 = J p(x)f(x) 2 dx 

a 


es válida para toda/de S. 

Como consecuencia de (18), se demuestra que en el caso de completitud no hay 
ninguna función que sea ortogonal a cada función del conjunto ortonormal, con la 
excepción trivial de una función con norma cero: 


Teorema 1 (Completitud) 

Sea y 0 , y r ■■■ un conjunto ortonormal completo en a < x < b en un conjunto de 
Melones S. Entonces si una función fpertenece aSy es ortogonal a cada y debe 
tener norma cero. En particular, si f es continua, debe formar una identidad con 


Demostrac tón . Por el supuesto de ortogonalidad se ve que el primer miembro de 
(18) debe ser cero. Con esto se demuestra el primer enunciado. Si/es continua 

entonces ||/|| - 0 implica que/*) = 0, como puede verse directamente por (2) con 
/en lugar de y m . m 


EJEMPLO 4 Series de Fourier 

El conjunto ortonormal del ejemplo I es completo en el conjunto de Amelones continuas en -TZSxin 

omprobar directamente que/*) = 0 es la única función continua ortogonal a todas las funciones de ese 
conjunto. 
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Solución. Sea/una función continua cualquiera. Por la ortogonal idad (pueden omitirse 

/ 1 • fW dx = 0 , J f{x) eos mx dx ~ 0 , J f(x) sen mx dx = 


y V*), 

0 


Por tanto, - 0 y - 0 en (6) para toda m, por lo que (3) se reduce a A*) = 0. I 

Aquí termina el capítulo 5 sobre series de potencias y métodos de Frobenius, que 
son indispensables en la resolución de ecuaciones diferenciales lineales con coefi¬ 
cientes variables, cuyos casos más importantes se han discutido y resuelto. Se ha visto 
asimismo que estas últimas son fuentes importantes de funciones especiales con pro¬ 
piedades de ortogonalidad que las hacen apropiadas para la representación en series 
ortogonales de funciones dadas. 


Problemas de la sección 5.9 


Polinomios de Legendre. Representar los siguientes polinomios en términos de polinomios de 
Legendre. 

1. 5* 3 + x 2. 10.r 3 - 3x 2 - 5x - 1 

3. 1, x, x 2 , x 3 4. 35jc 4 + 15jc 3 - 30jr 2 - 15 jc + 3 


En cada caso, obtener los primeros términos del desarrollo de/*) en términos de polinomios 
de Legendre y graficar las tres primeras sumas parciales. 


5. f(x) = 



7. f(x) = |x| 


si — 1 < x < 0 

si 0 < x < 1 
si - 1 < X < 1 


fO 

«. m - {, 

8. f(x) = c* 


si - 1 < x < 0 

si 0 < x < 1 
si -1 < x < 1 


9. Demostrar que las funciones P H ( eos fl), « = 0,' 1, * * \ forman un conjunto ortogonal en el 
intervalo 0 < 0 < n con respecto a la función peso sen 9. 


Polinomios de Chebyshev 20 Las funciones 


T n ( jc) = eos (n are eos x ), 


t/„w = 


sen [(n + 1) are eos x] 
Vi - JC 2 


(n = 0,1, ■ • •) 


se llaman los polinomios de Chebyshev de primera y segunda clase , respectivamente. 
10. Demostrar que 


T 0 = 1, T^x) = jc, r 2 (jc) = 2x 2 - 1, 

U 0 = 1, U x {x) = 2x, U 2 (x) = 4x 2 - 1, 


r 3 (jc) = 4jc 3 - 3jc, 
U 3 (x) = 8x 3 - 4x. 


20 PAFNUTI CHEBYSHEV (1821-1894), matemático ruso, conocido por sus trabajos en teoría de aproxi¬ 
maciones y teoría de números. Otra transliteración de su nombre es TCHEB1CHEF. 


j 
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11. Demostrar que los polinomios de Chebyshev r(jc) son ortogonales en el intervalo — 1 <jr 

< 1 con respecto a la función pesop(x) = 1/ /] _ x 2 . Sugerencia. Para evaluar la integral, 
hacer are eos x~ Q. * 

12. Demostrar que T n (x) es una solución de la ecuación diferencia! 


O - - xT' n + n*T n = 


Polinomios de Laguerre. 21 Las funciones 




d n ( x n e~ x ) 
dx n 


se llaman polinomios de Laguerre. 

13. Demostrar que 



LjM = 1 - x, L 2 (x) = 1 - 2x + x 2 /2, L 3 (x) = 1 - 3* + 3*2/2 - x 3 /6. 


14. Comprobar por integración directa que L a , L,(x), L¿x) son ortogonales en el eje positivo 
0 < x < °o con respecto a la función peso p(x ) ~e x . 

15. Demostrar que el conjunto de todos los polinomios de Laguerre es ortogonal en 0 < x < ®o 
con respecto a la función peso p{x) = e x . 

16. Demostrar que 


L JX) = 



+ 


n(n - 1) , 
- :—x 


+ 


+ 


(~l) w 

n! 


jt n . 


17. L n (x) satisface la ecuación diferencial de Laguerre^" + (1 ~x)y + ny= 0. Comprobar este 
hecho para n = 0, 1, 2, 3. 


Polinomios de Hermite. 22 . Las funciones 

He 0 = 1, He n (x) = ( - 1 )V* 2/2 (*"*’«), n = 1, 2, • ■ • 

se llaman polinomios de Hermite. 

Nota. Como ocurre con varias funciones especiales, en los textos se incluye más de una 
notación y en ocasiones los polinomios de Hermite se definen como las funciones 

H o* = >’ »,%r) = (-l)V * 2 . 

Esta notación difiere de la definición dada aquí, la cual se usará de preferencia en las aplicaciones. 

18. Demostrar que 

He^x) - He 2 (x) = x 2 - 1, He 3 (x ) = x 3 - 3jc, He¿x ) = jc 4 - 6jc 2 + 3. 


EDMOND LAGUERRE (1834-1886), matemático francés, quien realizó trabajos de investigación en 
geometría y teoría de series infinitas. 

CHARLES HERMITE (1822-1901), matemático francés, conocido por sus trabajos de álgebra y teoría 
de números. El gran HENRI POINCARÉ (1854-1912) fue uno de sus discípulos. 
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19. Demostrar que los polinomios de Hermite se relacionan con los coeficientes de la serie de 
Maclaurin 


tx—1 2 /2 = 2 a n (x)t n 

n = 0 


por la fórmula He n {x) ~ n\a n (x). Sugerencia. Obsérvese que tx — t 2 í2 - x 2 ¡2 — (x — (fí2. (A 
la expresión exponencial se le llama la función generadora de He fí .) 

20. Demostrar que los polinomios de Hermite satisfacen la relación 

He n+1 (x) = xHe n (x ) - He' n (x). 

21. Derivando con respecto a x la función generadora del problema 19, demostrar que 

He' n (x) = nHe n _ x (x). 

Usando esta expresión y la fórmula del problema 20 (con n- 1 en lugar de n\ demostrar 
que He n {x) satisface la ecuación diferencial 

y" - xy' + ny = 0 . 

22. Usando la ecuación diferencial del problema 21, demostrar que w = e~ r '*He n ( jc) es una 
solución de la ecuación de Weber 23 

w" + (« + \ - ix 2 )w = 0 (n = 0, 1, • • •). 

23. Demostrar que los polinomios de Hermite son ortogonales en el eje x -«» < x < ®o con 
respecto a la función peso p(x) = e~ x!1 . 


Funciones de Bessel 

24. Trazar X Ifl x), J ( ,(X 20 x), y R = 1 en el intervalo 0 < * < 1. (Usar la 

tabla Al del apéndice 5.) 


Desarrollar las siguientes funciones/(jc) (0 < x < R) en una serie de Fourier-Bessel 

f(x) = 10 ^ ^ 3 ^ 0 ^ 30 ^ + ’ * ’ 

y trazar las primeras sumas parciales. 

f 1 si 0 < x < RÍ2 

25. /( jc) - 1. Sugerencia. Usar (1),». 26. /(jc) = | 

sección 5.6. si < x < R 

k si 0 <x<a f0 si 0 < jc < R/2 

28. /(jc) = ] 

.0 si a < x < R U si RI2 < x < R 

29. /(*) = 1 - x 2 (R = 1). Sugerencia. Usar (1), sección 5.6, y la integración 

30. /(jc) - R 2 - x 2 31. /(jc) = x 2 por partes. 24 

32. /(jc) = jc 4 


27 . f(x) = {' 


23 HEINR1CH WEBER (1842-1913), matemático alemán. 

24 Este problema se necesitará en el ejemplo 1 de la sección 11.10. 


É 
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33. Demostrar que^(*) = x” (0 < x < 1, n - 0, I, ■ ■ *) puede representarse por la serie de 
Fourier-Bessel 

x n = + 2J n ( a 2n x '> + 

a l* J n+¿ a lt) a 2n J n + ¿ a 2r) 

34. Encontrar una representación á$j(x) = jc" (0 < x < /?, n = 0, 1, • • •) similar a la del 
problema 33. 

35. Representar f(x) = jc 3 (0<jc< 2) por una serie de Fourier-Bessel que incluya J r 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 5 

1. ¿Qué es una serie de potencias? ¿Puede contener potencias negativas? ¿Potencias 
fraccionarias? ¿Cómo se probaría la convergencia? 

2. Siempre se tomó x {) ~ 0 y se consideraron series de potencias en potencias de x. ¿Por qué 
no fue esta una restricción esencial del carácter general de las afirmaciones? 

3. ¿Puede reducirse una solución en series de potencias a un polinomio? ¿A una constante? 

4. ¿Por qué se generalizó el método de las series de potencias? Dar una ecuación en la que se 
aplique el método de Frobenius pero no el de las series de potencias. 

5. ¿Es posible reducir una solución en el método de Frobenius a una serie de potencias ? 

6. ¿Qué es la ecuación indicial? ¿Cómo surgió? ¿Para qué sirve? 

7. ¿Puede tener raíces complejas la ecuación indicial? 

8. ¿Qué quiere decir que una función es analítica en un punto? ¿Por qué surgió este concep¬ 
to en este capitulo? 

9. ¿Para cuál de las dos ecuaciones, la de Legendre y la de Bessel, se necesitó el método de 
Frobenius? 

10. En el método de Frobenius se tuvieron tres casos. ¿Cuáles fueron? ¿En cuales de ellos 
aparece la ecuación de Euler-Cauchy y en cuáles no? 

11. ¿Qué es un problema de Sturm-Liouville? Dar un ejemplo. 

12. ¿Qué es un desarrollo de eigenfunciones? ¿Cómo surgió en los problemas de Sturm- 
Liouville? 

13. ¿Por qué es importante la ortogonal idad de las eigenfunciones? 

14. ¿Qué recuerda el estudiante de las series de Fourier-Legendre? 

i 

15. ¿Qué sabe el estudiante acerca de la ortogonalidad de las funciones de Bessel? 


Utilizando uno de los dos métodos discutidos en este capítulo, encontrar una base de solucio¬ 
nes de las siguientes ecuaciones. Intentar identificar las series obtenidas como desarrollos de 
ftinciones conocidas. 

16. y" - 4y = 0 

17. jc(1 - x)y" + 2(1 - 2x)y' - 2y = 0 

18. (x - 1)/ - xy’ + y = 0 

19. xy" + (1 - 2x)y' + (x - l)y = 0 

20. (x - l) 2 /' + C* - 1)/ - y = 0 

21. 2x(x - 1)/' - (x + 1)/ + y = 0 

22. xy" + 2y' + xy = 0 
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23. x(x 4- l) 2 y" + (1 - x 2 )y f + (x - l)y = 0 

24. x 2 y” - 5xy' + 9y = 0 

25. X 2 (x + l) 2 y" - (5x 2 + 8x + 3 )xy f + (9x 2 + 1 Ijc + 4 )y = 0 
Usando las sustituciones indicadas, resolver en términos de funciones de Bessel: 

26. x 2 y" + (x 2 + |)y = 0 (y = í/Vjc) 

27. xy" + 3y' + xy = 0 (y = u/x) 

28. x 2 y" + xy' + 4<x 4 - v 2 )y = 0 (x 2 = z) 

29. xy* - y* + xy = 0 (y = xu) 

30. y" - xy = 0 (y = wVx, §*x 3/2 = z\ i = V—T; ecuación de Airy) 

Demostrar la ortogonalidad en el intervalo dado y determinar el conjunto ortonormal de fun¬ 
ciones correspondiente. 

31. 1, eos 7 tjc, cas 2 -ttx, eos 3 ttx, * * ■ , - 1 ^ x ^ 1 

32. 1, eos (ox, eos 2a>x, eos 3a>x , • • • , 0 ^ jc ^ 2irl<ú 

33. 1, eos 4/wx, sen 4mx, m — 1, 2, ■ ■ • , 0 ^ x ^ \ti 

34. 1, eos (7TJC/Í-), sen(7rx/L), eos {IttxíL), sen (27 tx/L), * * ■ , 0 ^ x S 2 L 

35. P 0 (^x), /^(^x), P 2 (\ jc), -2 ^ x ^ 2; ver la sección 5.3. 

Encontrar los eigenvalores y las eigenfunciones de los siguientes problemas. 

36. y" + Ay = 0, y(0) = 0. y(^Tr) = 0 

37. (jc y')' + Kylx = 0 (A > 0), y(1) = 0, y(< ,,r ) = 0. Sugerencia. Hacer x = é. 

38. y" + Ay = 0, y<0) = y(2 L), >-'(0) = y'(2L) 

39. (xy')' + Kylx = 0 (A > 0), y(e**) = 0, y(e = 0 

40. jc 2 y" + jcy' + (A 2 jc 2 - l)y = 0, y(0) = 0, y(l) = 0 

Hacer el desarrollo en términos de polinomios de Legendre: 

41. 5jc 3 — 3x 2 — x — 1 42. 1, x, x 2 , x* 

43. 70x* - 45 x 2 - 3 44. 231 (jc 6 + 1) 

45. (x - 3) 3 


Resumen del capítulo 5 

Soluciones en series. Funciones especiales 

El método de las series de potencias es un procedimiento general para resol¬ 
ver ecuaciones diferenciales lineales 

O) y" + p(x)y'- + q(x)y = r(x) 

con p(x\ q(x) y r(x) variables; también se aplica a ecuaciones de orden superior. 
Las soluciones se obtienen en forma de series de potencias; de ahí su nombre. 






RESUMEN DEL CAPÍTULO 5 


297 


En este método se sustituye en (1) una serie de potencias (con cualquier centro 
por ejemplo, x 0 = 0) 4 


( 2 ) 


y(x) = a 0 + a^x - x Q ) + a 2 (x - x 0 ) 2 + • • • 


así como y (x) a, + 2a 7 (x x 0 ) + - ■ • yy"(x). De este modo, se determinan los 
coeficientes indeterminados a m en (2), como se explicó en la sección 5.1 y otras 

ST w f 6 , 381,3S so,uciones y representadas por series de poten¬ 

cias. Si/*x) q(x) y r(x) son analíticas enx=x 0 (sección 5.2), entonces (1) tiene 
soluciones de esta forma. Lo mismo es válido si h(x), p(x), q(x) y f(x) de 

h(x)y" + p(x)y' + q( x )y = 7(jc) 
son analíticas en x = x 0 y h (x ) * 0. 

El método de Frobenius (sección 5.4) amplía el método de las series de 
potencias a ecuaciones 


(3) 


a(x) , 

y + 


b(x) 


X - X, 


(■* - V 2 


y = 0 


cuyos coeficientes son singulares (es decir, no analíticos) en * = x„, pero no 
muy malos , a saber, que son tales que a(x) y b(x) son analíticas enx = x 
Entonces (3) tiene al menos una solución de la forma °' 


(4) 


y(x) x r [a 0 + a x (x - Xq) + a 2 (x - x 0 ) 2 + •••], 


donde r puede ser un número real cualquiera o incluso un número complejo y se 
determina sustituyendo (4) en (3); se obtienen también las a . Una segunda 
solución independiente puede tener una forma similar (con diferentes rya)o 
puede incluir un término logarítmico. m 

ñor Zc; n , C í ne í 68 n0mbre común I® las ficciones superiores, 

por oposición a las fiinciones usuales del cálculo elemental. Surgen de (1) o (3) v 

adquieren un nombre y notación especiales si son importantes en las aplicaciones 

Ete esta clase, y de particular utilidad para el ingeniero y el físico, sonTa ecuación 

de Legendre y los polinomios de Legendre /> 0 (x), P,(x), P (x), • • • (sección 5 3) 

dó^54W¡ h,Perg ^ n !. ét Í! y 188fÜnciones hipeigeométricas F(a, b ,c;x)(sec- 
5 7) líhihrr Bt "ÍZ ,8S fÜnciones de Be “eiy v y Y (secciones 5.5- 
L Ho n í ’ eCUa ?'° neS dlferenciales ,íneal <* d e segundo orden son una de 
las dos frentes principales de estas “funciones superiores”. [Otras frnciones es- 

peciales surgen de integrales no elementales, como las que se enlistan en el apén¬ 
dice 3. La función gamma (sección 5.5) es de ese tipo.] 

En la mayoría de los casos, el modelado en el que intervienen ecuaciones 

frontera'‘ÍT pr ° ble ™ as con va,or inicial (capítulo 2) o con valores en la 

ontera. Muchos de estos últimos pueden escribirse en la forma de problemas 

de Sturm-Liouville (sección 5.8). Se trata de problemas de eigenvalores en 

los que interviene un parámetro k, que en las aplicaciones puede relacionarse 
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con frecuencias, energías u otras cantidades físicas. Las soluciones de estos 
problemas, llamadas eigenfunciones, tienen vanas propiedades generales en 
común, en particular la de suma importancia de ortogonalidad (sección 5.8). 
Esto lleva a los desarrollos de eigenfunciones (sección 5.9), como los que 
incluyen las funciones coseno y seno (“series de Fourier ”), polinomios de 
Legendre o funciones de Bessel. 





Capítulo 



Transformada de Laplace 


Con el método de la transformada de Laplace se resuelven ecuaciones diferen¬ 
ciales y problemas con valores inicial y en la frontera correspondientes. El pro- 
ceso de solución consta de tres pasos principales: 

Primer paso. El problema “difícil” dado se transforma en una ecuación “sim- 
pie (ecuación subsidiaria). 

Segundo paso. La ecuación subsidiaria se resuelve exclusivamente con mani- 
pulaciones algebraicas. 

Tercer paso. La solución de la ecuación subsidiaria se transforma de nuevo para 
obtener la solución del problema dado. 

Así, la transformada de Laplace reduce el problema de resolver una ecuación 
diferencial a un problema algebraico. El tercer paso se facilita mediante el uso 

miltf; SÍmÍ ' ar 31 de ' aS 131,135 de ¡"tegnde. en la integración. 

(Dichas tablas ambién son útiles en el primer paso.) Al final del capítulo se 

incluye una tabla de este tipo. p 

* eSte , C3mb¡ ° í operacione8 de cálcul ° a operaciones algebraicas con las 
fransformadas se le llama cálculo operacional, un área muy importante de las 
matemáticas aplicadas, y el método de la transfonnada de Laplace es práctica¬ 
mente el más importante a este fin. (Para otro método, el de la transformada de 
uner, ver la sección 10.11.) De hecho, la transfonnada de Laplace tiene nu¬ 
merosas aplicaciones en la ingeniería. Resulta particularmente útil en proble¬ 
mas en que la fuerza impulsora (mecánica o eléctrica) presenta discontinuidades 
es impulsiva o es periódica pero no una simple función seno o coseno Otra de 
sus ventajas es que con este método los problemas se resuelven de manera di¬ 
recta. De hecho, los problemas con valor inicial se resuelven sin necesidad de 
determinar primero una solución genéral. Asimismo, las ecuaciones no homo- 

core^ ^ * reS °' Ver primer ° ' 3 ecuación ho ™génea 

En este capítulo se considera la transformada de Laplace desde un punto de 
vista practico y su uso se ilustra por medio de importantes problemas de inge¬ 
niería, muchos de ellos relacionados con ecuaciones diferenciales ordinarias. 
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Las ecuaciones diferenciales parciales también pueden abordarse con la 
transformada de Laplace, como se verá en la sección 11.13. 

La sección 6.9 contiene una lista de fórmulas generales y la sección 6.10 
una lista de transformadas F(s) y las funciones f(t) correspondientes. 

Prerrequisitos para este capítulo: Capítulo 2. 

Secciones que pueden omitirse en un curso muy corto: 6. 5-6.7. 
Bibliografía: Apéndice 1 , parte A. L 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


6.1 TRANSFORMADA DE LAPLACE. TRANSFORMADA INVERSA. 
LINEALIDAD 

Sea//) una función dada que esté definida para toda t ^ 0. Se multiplica//) por e s * y 
se integra con respecto a / de cero a infinito. Entonces, si la integral resultante existe 
(es decir, si tiene un valor finito), será una función de s , por ejemplo, F(s): 

F(s) = í e~ st f(t) dt. 

J o 


Esta función F(s) de la variable 5 se llama la transformada de Laplace 1 de la función 
original//) y se denotará por X(f). Por tanto 


F(s) = £(f) = ( e“ st f(t) dt. 

J o 


Recuérdese: la función dada depende de / y la nueva función (su transformada) de¬ 
pende de s. 

La operación que acaba de describirse, mediante la cual se obtiene F(s) a partir 
de una//) dada, también se llama transformación de Laplace. 

Además, la función original//) de (1) se llama la transformada inversa o inver¬ 
sa de F(s) y se denotará por !£r'(F); es decir, se escribirá 

/(/) - %-HF). 


1 PIERRE SIMON MARQlilS DE LAPLACE (1749-1827), gran matemático francés, fue profesor en 
París. Desarrolló las bases de la teoría del potencial y realizó importantes aportaciones a la mecánica 
celeste, la astronomía en general, las funciones especiales y la teoría de la probabilidad. Napoleón 
Bonaparte fue su alumno durante un año. En cuanto a las interesantes actividades políticas de Laplace, 
ver la referencia [2], p. 623, en el apéndice 1. 

Las poderosas técnicas prácticas de la transformada de Laplace fueron desarrolladas más de un siglo 
después por el ingeniero eléctrico inglés OLIVER HEAV1SIDE (1850-1925) y con frecuencia se les 
conocía como "cálculo de Heaviside” 
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Notación 

Las funciones originales se denotan por minúsculas y sus transformadas por las 
mismas letras en mayúsculas , de tal modo que F{s) denota la transformada de//) y 
Y(s) denota la transformada de y(t), etcétera. 


EJEMPLO 1 Transformada de Laplace 

Sea//) = 1 cuando / > 0. Encontrar F(j). 

Solución. A partir de (1) se obtiene por integración 


w) = m) 


J e st dt 



oo 

0 


por tanto, cuando s > 0, 


2(d = - . 

s 

La notación usada al final de la primera expresión es conveniente, pero debe aclararse lo siguiente. El 
intervalo de integración de (1) es infinito. Esta integral se llama integral impropia y, por definición, se 
evalúa de acuerdo con la regla 


f e st f(0 dt = lím f e~ st f(t) dt. 

0 T->oo *q 

En consecuencia, la notación empleada significa 

00 J, 

f e~ st dt - lím \ ~ ~ e~ st ^\ = lím [ 

-5 T-+00 L S Jo T-+00 L 

Se usará esa notación en todo el capítulo. 

EJEMPLO 2 Transformada de Laplace 

Sea//) = e"' cuando / ^ 0, donde a es una constante. Encontrar ¿£(/). 
Solución. De nuevo por (1), 


_ i e ~sT + 


i,o] = I 

s J s 


(s > 0). 


00 

¿£<< ,ot ) = J e~ st e at dt 


1 


a - s 


(s — a)t 


00 


0 


l 


por tanto, cuando s-a> 0, 


ie(eoí) = —— . I 

s - a 

¿Es necesario continuar de esta manera y obtener la transformada de una función 
tras otra directamente a partir de la definición? La respuesta es no. Y la razón de ello 
es que la transformada de Laplace posee muchas propiedades generales que resultan 
convenientes a ese fin. Ante todo, la transformada de Laplace es una "‘operación li¬ 
neal”, como la derivación y la integración. Por esto se entiende lo siguiente. 
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Teorema 1 (Linealidad de la transformada de Laplace) 

La transformada de Laplace es una operación lineal; es decir, para cualesquiera 
funciones f(t) y g(t) cuyas transformadas de Laplace existan y cualesquiera constan¬ 
tes ay b, 

2{a/(Q + bg(t)} = qg{f(*)} + 

Demostración. Por definición, 

00 

£{af(t) + bg(t)} = f e~ st [afU) + bg(t)\ dt 
J 0 

00 00 

= a í e~ st f(t ) dt + b f e~ st g(t) dt 
J 0 J 0 

= amfit)} + b<£{g(t)}. ■ 


EJEMPLO 3 Una aplicación del teorema 1 

Sea_/(0 = cosh at = {e 0 ' + e at )/2. Encontrar ${f). 

Solución. Por el teorema 1 y el ejemplo 2 se obtiene 

2(cosh al) = \x(e at ) + ^ i£(e" at ) = ^ (—— + —— V, 

2 2 2 \s - a s + a; 


es decir, cuando s > a (> 0), 


3?(cosh at) 


EJEMPLO 4 Una reducción simple a fracciones parciales 

l 

Sea F(s) = ----— , a * b. Encontrar 

(S - úf )(5 - b) 

Solución. La inversa de una transformación lineal es lineal (ver el problema 40). Por reducción a fraccio¬ 
nes parciales, a partir del ejemplo 2 se obtiene 


X-HF) = $~ l 


a - b 


\—(- - -)} 

[a ~ b \s - a s - b; J 

¡ I- 1 Í7h) - - irh)] - í 


( c at - c bt ). 


Con esto se demuestra la fórmula 11 de la tabla de la sección 6.10 cerca del final del capítulo. 


EJEMPLO 5 Deducción de la fórmula 12 de la tabla de la sección 6.10 

s 

Sea F{s) =--- 77 , a * b. Encontrar ¿ 

(s - a)(s - b) 

Solución. Usando la idea del ejemplo 4 se obtiene 


(s - a)(s - b) 




a - b 


<ae al - be bt ). ■ 
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Tabla 6.1. Algunas funciones /(/) y sus transformadas de Laplace <£(f) 



Una breve lista de algunas funciones elementales importantes y sus transforma¬ 
das de Laplace se presenta en la tabla 6.1 y una lista más extensa en la sección 6.10. 
Ver asimismo las referencias en el apéndice 1, parte A. 

Una vez que se conocen las transformadas de la tabla 6.1, prácticamente todas las 
transformadas que se necesitarán pueden obtenerse mediante el uso de algunos teore¬ 
mas generales simples que se consideran en las secciones subsecuentes. 

Las fórmulas 1, 2 y 3 de la tabla 6.1 son casos especiales de la fórmula 4. La 
fórmula 4 se demuestra por inducción de la siguiente manera. Es verdadera para n = 0 
por el ejemplo 1 y debido a que 0! = 1. Se hace ahora la hipótesis de inducción de que es 
válida para cualquier entero positivo n. A partir de (1) se obtiene al integrar por partes 


00 

%(t n+1 ) = J e-^t 


—st^n+1 dt = -- e ~* t 

s 


OO S I 1 \ 

st,n + l + 12?-12 f e -st { n dL 


La parte donde no hay integrales es cero en / = 0 y para r —> El segundo miembro es 
igual a (n + 1 )!£{?)/s. A partir de esta expresión y de la hipótesis de inducción se obtiene 


£(t n+1 ) 


n + 1 


2(t n ) 


(n + l)n! (n + 1)! 


,n +1 


Se demuestra así la fórmula 4. 

F(a + 1) en la fórmula 5 es la llamada función gamma [(15) de la sección 5.5 o 
(24) del apéndice 3] y la fórmula 5 se obtiene de (1) haciendo st = x : 


c 

2 (t a ) = f 


e -st, a dt = 




J_ ( 
s a+1 JL 


e X x a dx = 


r(« + i) 


(j > 0) 





















304 


TRANSFORMADA DE LAPLACE 


ya que la última integral es justamente la que define T(a + 1). Nótese asimismo que 
F(« + 1) - n\ cuando n es un entero no negativo, por lo que la fórmula 4 también se 
sigue de la fórmula 5. 

La fórmula 6 se demostró en el ejemplo 2. Para demostrar las fórmulas 7 y 8 se 
hace a = ico en la fórmula 6. Entonces 


%(e iú)t ) = -- 

S — 1(0 


s + ico 

(s — i(o)(s 4- ico) 


s + ico S (O 

S 2 + (O 2 S 2 + (O 2 + 1 S 2 + (O 2 ’ 


Por otra parte, por el teorema 1 y = eos coi + i sen cor (sección 2.3), 

!£(e lwt ) — i£(cos (ot + i sen cot) = i£(cos <ot ) + /3?( sen cot). 


Al igual las partes real e imaginaria de estas dos ecuaciones se obtienen las fórmulas 
7 y 8. Evitando trabajar con los complejos, el lector puede probar las fórmulas 7 y 8 
utilizando las integrales (1) y la integración por partes. En la siguiente sección se 
presentará otra deducción de estas fórmulas para los reales. 

La fórmula 9 se demostró en el ejemplo 3 y la fórmula 10 puede probarse de mane¬ 
ra similar. I 


Existencia de la transformada de Laplace 

Para concluir esta sección de introducción se dirá algo acerca de la existencia de la 
transformada de Laplace. En términos generales e intuitivos, la situación es la si¬ 
guiente. Para una 5 fija la integral de (1) existirá si el integrando completo e '//) 
tiende a cero con la rapidez suficiente cuando /-»«>, por ejemplo, al menos como una 
función exponencial con un exponente negativo. Se motiva así la desigualdad (2) en 
el teorema de existencia subsecuente. No es necesario que la función//) sea continua. 
Esto es de importancia práctica ya que las entradas discontinuas (fuerzas impulsoras) 
son justamente aquellas para las que el método de la transformada de Laplace resulta 
de particular utilidad. Basta requerir que//) sea continua por secciones en cada inter¬ 
valo finito del rango / > 0. 

Por definición, una función//) es continua por secciones (o seccionalmente 
continua) en un intervalo finito a<t<b si//) está definida en ese intervalo y es tal 
que el intervalo puede subdividirse en un número finito de intervalos, en cada uno de 
los cuales//) es continua y tiene límites finitos cuando / tiende desde el interior a 
cualquiera de los puntos extremos del intervalo de subdivisión. 

De esta definición se sigue que un número finito de saltos son las únicas 
discontinuidades que puede tener una función continua por secciones; éstas se cono¬ 
cen como discontinuidades ordinarias. En la figura 87 se presenta un ejemplo. Evi¬ 
dentemente, la clase de las funciones continuas por secciones incluye a toda función 
continua. 


j 
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A 



Figura 87. Ejemplo de una función continua por secciones f(t ) 
(Los puntos marcan los valores de la función en los saltos.) 


Teorema 2 (Teorema de existencia de la transformada de Laplace) 


Seafif) unafunción que es continua por secciones en todo intervalo finito del semieje 
t>0y que satisface 


( 2 ) 


| /(í)| ^Me* 


para toda > 0 


y para las constantes y y M. Entonces la transformada de Laplace defit) existe para 
toda s > y. 


Demostración . Puesto que^O es continua por secciones, e st flj) es integrable en cual¬ 
quier intervalo finito sobre el eje t. A partir de (2), suponiendo que s > y, se obtiene 


mf)\ = 





M 

s - y 


donde la condición s > y fue necesaria para la existencia de la última integral Se 
termina así la demostración. I 


Las condiciones del teorema 2 son suficientes para la mayoría de las aplicaciones 
y es sencillo averiguar si una función dada satisface una desigualdad de la forma (2). 
Por ejemplo, 

(3) cosh t < e l , t n < ni e l {n = 0, 1, • • *) para toda f >0, 


y cualquier función que esté acotada en valor absoluto para toda t 0, como las 
funciones seno y coseno de una variable real, satisface esa condición. Un ejemplo de 
una función que no satisface una relación de la forma (2) es la función exponencial é~\ 
ya que sin importar lo grande que se elijan M y y en (2), 

e t2 > Mev* para toda t>t 0 

donde t 0 es un número suficientemente grande que depende de M y y. 

Debe observarse que las condiciones del teorema 2 son suficientes pero no necesa¬ 
rias. Por ejemplo, la función \/JJ es infinita en / = 0, pero su transformada existe; de 
hecho, a partir de la definición y de T( y) = [ver (30) en el apéndice 3] se obtiene 

= jf e-^r 112 dt = j[ e-*x~ 1/2 dx = r(4) = y/j . 
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Unicidad. Si la transformada de Laplace de una función dada existe, se encuentra 
determinada de manera única. Recíprocamente, puede demostrarse que si dos funcio¬ 
nes (ambas definidas en el eje real positivo) tienen la misma transformada, estas fun¬ 
ciones no pueden diferir en un intervalo de longitud positiva, aun cuando pueden 
hacerlo en varios puntos aislados (ver la referencia [A 10] en el apéndice 1). Puesto 
que esto no es de importancia en las aplicaciones, puede decirse que la inversa de una 
transformada dada es fundamentalmente única. En particular, si dos funciones conti¬ 
nuas tienen la misma transformada, son por completo idénticas. Desde luego, esto es 
de importancia práctica. ¿Por qué? (Recuérdese la introducción de este capítulo.) 


Problemas de la sección 6.1 


Encontrar la transformada de Laplace de las siguientes funciones, (a, b,T,(a,yd son constantes.) 


1. 3/ + 4 

5. eos (<ot + 0) 

9. eos 2 a>t 

13. e at+b 


2. at + b 

6. sen (<ot + 0) 

10. sen 2 <ot 

14. cosh 2 3/ 



3. t 2 + at + b 

7. sen (ImrtIT) 

11. eos 2 t 

15. senh 2 2 1 


4. (a + bt ) 2 

8. sen 2 t 

12. - 5 eos 0.4/ 

16. sen t eos / 

20. kf(t) 


21. Obtener la fórmula 6 de la tabla 6.1 a partir de las fórmulas 9 y 10. 

22. Obtener la fórmula 10 de la tabla 6.1 a partir de la fórmula 6. 

23. Deducir las fórmulas 7 y 8 de la tabla 6.1 por integración por partes. 

24. Obtener la respuesta del problema 20 a partir de las respuestas de los problemas 17 y 19. 

25. Usando eos x = cosh ¿x y sen x - -i senh ix , deducir las fórmulas 7 y 8 de la tabla 6.1 a 
partir de las fórmulas 9 y 10. 

26. Usando el problema 17, encontrar ¿£(/). donde fij) = 0 si / < 4 ,flj) =1 si / > 4. 
Encontrarlo si F(s) es como sigue, (a, 6, etc., son constantes.) 


31. 

s* 


5 

s + 3 

1 


s 2 + 3 s 


s - 9 
s 2 - 9 
s + 1 
s 2 + 1 
4(5 + 1 ) 
s 2 - 16 


5 2 + 25 


■ s(s + 1) 

_ 2 1 

37. - + -- 

S 5 + 2 


(5 + 1)(5 + 2) 
nirL 

L 2 s 2 + n 2 ir 2 
0.25 _ 0A 
5-5 5 3 


39. Demostrar (3). 

40. (Linealidad de la transformada inversa de Laplace) Demostrar que i£~'es lineal. Suge¬ 
rencia. Usar el hecho de que es lineal. 


6.2 TRANSFORMADAS DE DERIVADAS E INTEGRALES 


En esta sección se discuten y aplican las propiedades más importantes de la transfor¬ 
mada de Laplace, a saber, que, en términos generales, la derivación de funciones 
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corresponde a la multiplicación de transformadas por s y que la integración de funcio¬ 
nes corresponde a la división de transformadas entre s . Por tanto, la transformada de 
Laplace reemplaza las operaciones del cálculo con operaciones de álgebra con 
transformadas . Esta, en resumidas cuentas, es la idea básica de Laplace, por la cual 
merece admiración. 

El programa para la presente sección es el siguiente. El teorema 1 se refiere a la 
derivación de//), el teorema 2 a la ampliación a derivadas superiores y el teorema 3 
a la integración de//). Se incluyen asimismo ejemplos, así como una primera aplica¬ 
ción a una ecuación diferencial. 


Teorema 1 [Transformada de Laplace de la derivada de /(OI 

Suponer que fif) es continua para toda t 0, que satisface (2), sección 6.1, para 
alguna y y M, y que tiene una derivada f{t) que es continua por secciones en todo 
intervalo finito del semieje t't 0. Entonces la transformada de Laplace de la derivada 
/(/) existe cuando s> y, y 


( 1 ) 


W) = s£{f) - /(O) 


(i > y). 


Demostración. considera primero el caso en que/(í) es continua para toda t ¡i 0. 
Entonces, por la definición y al integrar por partes, 



e st /'(í) dt = [e st /(í)l 


oo 


0 


+ 



dt. 


Puesto que/satisface (2), sección 6.1, la porción integrada del segundo miembro es 
cero en el límite superior cuando s > y y en el límite inferior es -/0). La última 
integral es ,S£(/), siendo la existencia para s > y una consecuencia del teorema 2 de la 
sección 6.1. Se demuestra así que la expresión del segundo miembro existe cuando 
s > y, y es igual a -/0) + sSL{f). Por consiguiente, existe cuando s > y y la 
igualdad (1) es válida. 

Cuando la derivada/(/) sólo es continua por secciones, la demostración es muy 
similar; en este caso, el rango de integración en la integral original debe descompo¬ 
nerse en partes tales que / sea continua en cada una de ellas. I 

NOTA Este teorema puede extenderse a funciones//) continuas por partes, pero el lugar 
de (1) se obtiene entonces la fórmula (1 *) del problema 40 del final de esta sección. 

Al aplicar (1) a la segunda derivada/'(/) se obtiene 

m") = s2(/') - /'(O) 

= s[s¿£(/) - /(0)] - /'(0); 

es decir. 


r w") = s 2 m) - sñ o) - /'(o). 


(2) 
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De manera similar, 

(3) - s 2 /(0) - sfi 0) - /"(O), 

etc. Por inducción se llega a la siguiente extensión del teorema 1. 


Teorema 2 (Transformada de Lapleoé de fá derivada de cualquier orden n ) 

Sean f(t) y sus derivadas f'(t),f"(t), • • -f {n n (/) Junciones continuas para toda t > 
0 que satisfacen (2), sección 6.1, para alguna y y M, y sea ¡a derivada f {n \t) conti¬ 
nua por secciones en todo intervalo finito en el semieje t > 0. Entonces la transfor¬ 
mada de Laplace de f {n) existe cuando s>y y está dada por 


(4) 


m (n) ) = S n £{f) - s n ~ l f{ 0) - s n -*f{ 0) ~ - /<*-»(0). 


EJEMPLO 1 Sea f(t) = f 2 . Encontrar <&(f ). 

Solución . Puesto que/(0) = 0 ,/’( 0 ) = = 2y%JÍ(1) = 2 ^(1) = 2/s, por (2) se obtiene 

X(f") = 2(2) = - = s 2 X(f), por tanto i£(/ 2 ) = \ , 

s s ó 

resultado que concuerda con la tabla 6.1. El ejemplo es típico: ilustra que en general hay varias maneras 
de obtener las transformadas de funciones dadas. I 

EJEMPLO 2 Obtener la transformada de Laplace de eos cot y sen cot. 

Solución. Sea//) = eos coi. Entonces/'(/) = -cor eos cot = -o/ 2 //). Asimismo,/0) = l,/(0) = 0. A partir 
de lo anterior y de ( 2 ), 

-w 2 ¿£(/) = £(f’j = s 2 !£{f ) - s , por tanto £(f) = ¿£(cos (ot) = - 5—^—2 • 

s z + (O* 

! 

Se procede de igual manera para g(/) = sen cot. Entonces g(0) = 0, g'(0) = a>, y 

~a) 2 %(g) = ¿£(g") = s 2 ${g) - w, por tanto %(g) = ££(sen tot) - ~yT —2 * ■ 

EJEMPLO 3 Sea /(/) = sen 2 1 Encontrar ¥(/). 

Solución. Se tiene/0) = 0,/(/) = 2 sen / eos / = sen 2/, y por (1) se obtiene 

££(sen 2 /) = 2 2 = s<£(f) o i£(sen 2 /) = ——- . I 

s 2 + 4 S (s 2 + 4) 

EJEMPLO 4 Sea f(t) = /. sen (ot Encontrar #(/). 

Solución. Se tiene/0) = 0 y 


/'(/) = sen coi + ü>t eos cot, /'( 0 ) — 0 , 
/”(/) = 2u) eos <ot — <o 2 í sen coi 
= 2(o eos cot — (o 2 f(t) y 
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de donde por (2), 

-/'(/") = 2coX(co% <ot) - <o 2 X(f) = s 2 XXf). 
Usando la fórmula para la transformada de Laplace de eos cot se obtiene 

2 (os 


(.V 2 + <o 2 mf ) = 2íU.'¿(COS (Ot) - 


.V 2 + « 2 


Por lo tanto, el resultado es 


sen tu/) 


2 ios 

ü 2 + (O 2 ) 2 * 


Ecuaciones diferenciales, problemas con valor inicial 
Se considera un problema con valor inicial 


(5) y" + ay ' + by = r{t ), y(0) = K 0 , y'(0) = K x 


■ 


con ay b constantes. Aquír(/) es la entrada (fuerza impulsora) aplicada al sistema y 
y{i) es la salida (respuesta del sistema; ver también la sección 1.7). En el método de 
Laplace se siguen tres pasos: 

Primer paso. Se transforma (5) por medio de (1) y (2), escribiendo Y= lf(y) y R - <£(/*). 
Se obtiene así 


[j 2 K - A7(0) - /(O)] + a[sK - y(0)] + bY = R(s) 


y se le llama la ecuación subsidiaria. Agrupando los términos en Y se obtiene 
(s 2 + as + b)Y = (s + a)y(O) + y'(0) + R(s) 

Segundo paso . Al dividir entre s 2 + as + b y usar la llamada función de transferencia 2 


( 6 ) 


Q(s) = 


1 

s 2 + as + b 


se obtiene como solución de la ecuación subsidiaria 

(7) = [(5 + a)y( 0) + y'wigtJ) + *(j)g(») 

Si ><0) = jp'(0) = 0, esta expresión se reduce a Y = RQ\ por tanto, Q es el cociente 

q _ Y _ % (sali da) 

R £ (entrada) 

y esto explica el nombre de Q. Obsérvese que Q sólo depende de a y pero no de r(f) 
ni de las condiciones iniciales. 


2 Suele denotarse por M pero H se necesitará con mucha más frecuencia para otros fines. 
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Tercer paso . Se reduce (7) (generalmente por fracciones parciales, como en cálculo 
integral) a una suma de términos cuyos inversos pueden encontrarse en la tabla, de 
donde la solución que se obtiene de (5) esy(/) = Z£r l (Y). 

EJEMPLO 5 Problema con valor inicial 

Resolver 

y” - y = U y(0) = 1, y'(0) = I. 

Solución. Primer paso. Por (2) y la tabla 6.1 se obtiene la ecuación subsidiaria 

s 2 Y - jy(0) - ;/(0) — Y = 1 is 2 , por tanto, ( s 2 - 1)K = s + 1 + 1 ¡s 2 . 

Segundo paso. La función de transferencia es Q = l/{s 2 - 1) y (7) queda como 

1 s + 1 1 

T = (í + \)Q - 2 Q - ~2 i "*-27*2 

s ¿ s £ - 1 s £ {s £ - 1) 

Tercer paso. A partir de esta expresión de Y y por la tabla 6.1 se obtiene la solución 

- «-‘(O - + 

En el diagrama se resume el enfoque aplicado. 1 


espacio t espacio s 



Método de la transformada de Laplace 


En la práctica, en lugar de justificar el uso de las fórmulas y los teoremas en este 
método, tan sólo se comprueba al final si y{t) satisface la ecuación y las condiciones 
iniciales dadas. 

Las ventajas del método, en comparación con el del capítulo 2 e ilustradas por 
el ejemplo, son las siguientes: 

1. No es necesario determinar una solución general de la ecuación homogénea. 

2. No es necesario determinar los valores de las constantes arbitrarias de una 
solución general. 

Problemas con datos trasladados es una manera abreviada para nombrar los proble¬ 
mas con valor inicial en los que las condiciones iniciales se refieren a un instante 
posterior en lugar del tiempo t = 0. La idea se explica resolviendo un problema por la 
transformada de Laplace en términos de un ejemplo sencillo. 
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EJEMPLO 6 Problema con datos trasladados 

Resolver el problema con valor inicial 

y" + y = 2 1 , y($Tr) = \n, y'(\i r) = 2 - V5 

Solución. Por inspección se observa que y = A eos t + B sen / + 2t es una solución general y se sabe cómo 
debería procederse a partir de este hecho para hacerse cargo de las condiciones iniciales. Lo que quiere 
aprenderse es cómo puede aplicarse la transformada de Laplace aun cuando><0) yy'(0) no se conozcan. 

Primer paso. Establecimiento de la ecuación subsidiaria. Por (2) y la tabla 6 .1 se obtiene 

s 2 Y - sy(0) - /(O) + Y = 2 ls 2 . 

Segundo paso. Solución de la ecuación subsidiaria. Al resolverla algebraicamente y usando fracciones 
parciales se obtiene 


(,» + u.» + y(0) + /(0) ¡«TT 

2 (?’? J rí) + , " < "?V; + /< 0 l ?TT' 


Tercer paso. Solución del problema dado. Por la tabla 6.1 y = $t\Y) se obtiene en la forma 

y(t ) = 2/ + y( 0) eos / + [y'(0) - 2] sen t 
— 21 + A eos / + B seip /, 

(donde A =^(0) y B =>>'(0) - 2, pero esto no será de interés). Por la primera condición inicial se obtiene 

y(jTT) = |ir + AlV 2 + B/V2 = JTT, 

por tanto B = -A. Al derivar, 

y’{t) — 2 — A sen t + B eos t. 

Por la segunda condición inicial, 

/(?«•) = 2 - A/V 2 + B/V 2 = 2 - V2. 

Se obtiene así A - 1, B = -1 y la respuesta 

y(t) = eos / - sen / + 2 1. ^ 


Transformada de Laplace de la integral de una función 

Puesto que la derivación y la integración son procesos inversos y como, en términos gene¬ 
rales, la derivación de una función corresponde a la multiplicación de su transformada por 
5, sería de esperarse que la integración de una función correspondiera a la división de su 
transformada entre s , dado que la división es la operación inversa de la multiplicación. 


Teorema 3 [Integración de /(!)] 

Si fit) es continua por secciones y satisface una desigualdad de la forma (2), sección 
6. 1, entonces 


( 8 ) 



(s > 0, í > y). 
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Demostración, Suponer que//) es continua por secciones y que satisface (2), sección 
6.1, para alguna y y M. Evidentemente, si (2) es válida para alguna y negativa, también 
es válida para y positiva y puede suponerse que y es positiva. Entonces la integral 

g(t) = f /(T) dr 


es continua y aplicando (2), sección 6.1, se obtiene 

Í % r l M M 

|/(r)| dr ^ M \ dr = - (e* - l) * — e* (y > 0). 

J 0 y y 

Con esto se demuestra que g(t) también satisface una desigualdad de la forma (2), 
sección 6.1. Asimismo, g'(t) =//), salvo en los puntos en que//) es discontinua. Por 
tanto, g'(0 es continua por secciones en todo intervalo finito y, por el teorema 1, 

£{/(')} = = sX{g(t)j ~ g( 0) (5 > y). 


Aquí, desde luego, g(0) = 0, de donde X(f) = ¿£{g). Esta igualdad implica (8). I 


La ecuación (8) tiene un coirelato útil, que se obtiene al escribir X {//)} = F(s ), 
intercambiando ambos miembros y tomando la transformada inversa en los dos miem¬ 
bros. Entonces 


(9) 



EJEMPLO 7 Una aplicación del teorema 3 

Sea £{f) =--——. Encontrar A/)- 

s(s 2 + (O 2 ) 

Solución. Por la tabla 6.1 de la sección 6.1 se tiene 

i£ _1 (-5— —= - sen wt. 

\s 2 + Cü 2 / Cú 

A partir de esta expresión y del teorema 3 se obtiene la respuesta 

2-1 {; = i j *« *■ = ¿ <> - eos -»). 

Con esto se demuestra la fórmula 19 de la tabla de la sección 6.10. I 


EJEMPLO 8 Otra aplicación del teorema 3 

Sea £{/) - -¡-. Encontrar/*). 

í 2 (í 2 + o 2 ) 

Solución. Al aplicar el teorema 3 a la respuesta del ejemplo 7 se obtiene la fórmula deseada 


x 1 {í 2 (i 2 + o. 2 )} " o» 2 { (l °“ dT - m 2 (' „ )• 


Con esto se demuestra la fórmula 20 de la tabla de la sección 6.10. 


I 




TRANSFORMADAS DE DERIVADAS E INTEGRALES 


313 


Problemas de la sección 6.2 

Usando (I) o (2), encontrar la transformada %(/) de la función daday(/). 

1. eos 2 t 2. sen 2 o>t 3. te at 4. / eos t 

5. cosh 2 2 1 6. senh 2 2/ 7. eos 2 3 1 8. eos 2 ttí 


Transformadas adicionales. Usando los teoremas 1 y 2, derivar las siguientes transformadas 
que ocurren en aplicaciones (en relación con la resonancia, etc.). 


9. eos <ot) = - S u 

(s 2 + (tí 2 ) 2 

-i- q 2 

11. £(t cosh at) = — -— 

(s 2 - a 2 ) 2 



Usando las fórmulas de los problemas 9 y 10, demostrar que 


»• a - 1 


= (sentar - ai/ eos ai/) 


= ( sena;í + ai/ eos a)t) 


Aplicación del teorema 3. Encontrar^/) si ${j) es igual a 



Problemas con valor inicial. Usando transformadas de Laplace, resolver: 


27. y" + 4y = 0, y(0) = 2, y'(0) - -8 

28. 4y" + 7r 2 y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

29. y + o) 2 y = 0, y(0) = A, y'(0) = B , (ai diferente de cero) 

30. y" + 2 / - 8 y = 0 , y( 0 ) - 0 , /(O) - 6 

31. y" + 5y f + 6 y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

32. y" - 4/ + 3y = 2/ - y(0) = 0, y'(0) = 

33. y" + 25y = /, y(0) = 1, y'( 0 ) = 0.04 

34. /' + 4y = I - 2/, y(0) - 0, y'(0) = 0 

35. y" + ky* - 2 k 2 y = 0, y(0) = 2, /(0) - 2 k 

36. y” + 7 r 2 y = / 3 , y(0) = 6 / 7 r 4 , y'( 0 ) = 0 

La derivación por métodos diferentes es posible para varias fórmulas y es típico de las trans¬ 
formadas de Laplace. Los problemas 37-39 ilustran este punto. 

37. Usando (I). derivar ¿£(sen cot) a partir de if(cos 0)t). 

38. Encontrar ~£(cos~ 1) (a) usando el resultado del ejemplo 3, (b) por el método usado en el 
ejemplo 3, (c) expresando eos 2 / en términos de eos 2t. 
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39. Comprobar la respuesta del problema 5 escribiendo cosh 21 en términos de funciones 
exponenciales. 

40. (Extensión del teorema I) Demostrar que si/f) es continua, salvo por una discontinuidad 
ordinaria (salto finito) en t = a (> 0) y las condiciones restantes se mantienen iguales que 
en el teorema 1, entonces (ver la figura 88) 

(1*) W') = s2(f) - /(O) - lf(a + 0) - f(a - O)]*-* 5 . 

Usando (1 *), encontrar la transformada de Laplace d cfit) = t si 0 < t < 1 ,ft) = 1 si 1 < t < 2, 
j(t) - 0 en los demás casos. 



0 a t 

Figura 88. Fórmula (1*). 


6.3 traslación s, traslación t, función escalón unitario 

¿Hasta donde se ha llegado y cuál es el siguiente objetivo? Se sabe que la transforma¬ 
da de Laplace es lineal (teorema 1, sección 6.1), que la derivación deXO corresponde 
en un sentido amplio a la multiplicación de X(f) por s (teoremas 1 y 2, sección 6.2) y 
que esta propiedad es determinante para resolver ecuaciones diferenciales. Una pri¬ 
mera ilustración de la técnica se ofrece en el ejemplo 5, sección 6.2. Pero en ese caso 
la solución puede encontrarse fácilmente por los métodos comunes. 

Antes de presentar aplicaciones en las que la transformada de Laplace muestra su 
potencial real, es necesario deducir otras propiedades generales de la misma. Dos pro¬ 
piedades muy importantes se refieren a la traslación en el eje s y a la traslación en el eje /, 
según se expresa en los dos teoremas de traslación (teoremas 1 y 2 de esta sección). 

Traslación s: Se sustituye s por $ - a en F($) 

Teorema 1 (Primer teorema de traslación; traslación s) 

Sift) tiene la transformada F(s) donde s > y, entonces eFfif) tiene la transformada 
F(s - a) donde s- a>j, por tanto , si £{f{i)} = F(s\ entonces 

(1) 1 3?{g*/(f)} - F(s - a). 

En consecuencia , si se conoce la transformada F(s) defit), se obtiene la transforma- 
dade#fif) “haciendo una traslación sobre el ejes” [es decir, sustituyendo s por s - a, 
para obtener F{s - a)]. Ver la figura 89. 



Figura 89. Primer teorema de traslación, traslación sobre el eje s. 
(En esta figura, a > 0.) 
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Nota. Tomando la transformada inversa en ambos miembros e intercambiando el pri¬ 
mer miembro con el segundo, a partir de (1) se obtiene 

d*> [le-HFfr - a)} = 

Demostración del teorema 1. Por definición, F(s) = f ¿ "/(O dt y, por lo tanto, 


F(s - a) = f e < s a »f(t) dt = f e~ st le at f(t)] dt = <£{e at f(t)}. I 

0 J o 

EJEMPLO 1 Traslación s por medio del teorema 1 

Al aplicar el teorema 1 a las fórmulas 4, 7 y 8 de la tabla 6 .1 se obtienen los siguientes resultados. 



Con esto se demuestran las fórmulas 8,9, 17 y 18 de la tabla de la sección 6.10. 


EJEMPLO 2 Oscilaciones libres amortiguadas 

Una bola de hierro de masa m = 2 está sujeta al extremo inferior de un resorte elástico cuyo extremo 
superior está fijo; el módulo del resorte es k = 10 . Sea y(t) el desplazamiento de la bola desde la posición 
de equilibrio estático. Determinar las oscilaciones libres de la bola, a partir de la posición inicial v( 0 ) - 2 
con la velocidad inicial y'(0) = - 4 , suponiendo que hay un amortiguamiento proporcional a la velocidad 
siendo la constante de amortiguamiento c = 4 . 

Solución. El movimiento se describe por la solucionar) del problema con valor inicial 
y" + 2 / + 5y - 0 , y( 0 ) = 2 , y'( 0 ) = - 4 , 

ver (7), sección 2.5. Usando (1) y (2) de la sección 6.2 se obtiene la ecuación subsidiaria 
s 2 Y - 2s + 4 + 2 (sY - 2) + 5Y - 0. 

La solución es 

y( 5 ) = - 2y _ 2 s + 1 _ 2 

(s + l) 2 + 2 2 (s + l) 2 + 2 2 (s + I) 2 + 2 2 ' 


Ahora 


GrhO = C0S 2 '- ^ (^~i) = sen 2 ,. 

A partir de estas expresiones y del teorema 1 se llega al tipo de solución esperado 

y(0 = ST\Y) = e -‘(2 eos 21 - sen 2 t). 


I 
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Resolver el problema con valor inicial 
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y” ~ 2y + y = e x + /, y(0) = 1, /(O) - 

Solución. Por (I) y (2) de la sección 6.2 y las condiciones inciales se obtiene la 


(s 2 Y - s) - 2 (sY - 1) + Y 


1 

+ . 


Agrupando los términos en Y se obtiene 


0. 

ecuación subsidiaria 


(s 2 ~ 2 s + 1 )Y = (s - 1 ) 2 Y = s - 2 + —\ . 

V - 1 s ¿ 


Entonces al dividir. 


2 1 1 
l ) 2 + (s - I ) 3 + s 2 (s - l ) 3 * 

Se aplica ahora el primer teorema de traslación. El primer término es 

_s~ 2 s - 1 1 1 1 

(s - I) 2 “ (, - 1)2 - ^1? - 7~^~\ ■ (7^7)2 ; inversa; 

La inversa del segundo término es /V/2, por la tabla 6 .1 y por el primer teorema de traslación. En términos 
de fracciones parciales, el último término es 



1 A B C D 

.y 2 {s - l ) 2 (s - I ) 2 + í - 1 + s 2 + s ' 

Multiplicando por el común denominador se obtiene 

l = As 2 + Bs 2 (s - 1) + C(s - i ) 2 + Ds(s - l) 2 . 

Para s - 0 se obtiene C = 1. Para s - 1 se obtiene A = I. Al igualar a cero la suma de los términos en s 3 se 
obtiene D + B ~ 0, D- -B. Al igualar a cero la suma de los términos en s se obtiene -2C + D = 0, D = 2 
y B = -D = -2. La suma de las fracciones parciales es ahora 

1 ~ 2 1 2 

( S _ i)2 + s _ i + ^2 + s I inversa: te 1 - 2e x + t + 2. 


La inversa resulta de la tabla 6 .1 y del primer teorema de traslación. Al agrupar términos se obtiene 
y(r) = ¿£ _ 1 (K) = e l - te 1 + \t 2 e l + (/ - 2 )e l + / + 2 = ~e l + \t 2 e l + / + 2 . 

Este resultado concuerda con el ejemplo 3 de la sección 2.9. | 


Traslación t Se sustituye t por t - a en f(f) 

El primer teorema de traslación (teorema I) se refiere a la traslación sobre el eje s : la 
sustitución de s en F(s) por s — a corresponde a la multiplicación de la función original 
X0 por e"'. Se establecerá ahora el segundo teorema de traslación (teorema 2), el cual 
se refiere a la traslación sobre el eje /: la sustitución de / en fit) por t - a corresponde 
en términos generales a la multiplicación de la transformada F{s) por e la formulación 
precisa es la siguiente. 


i 
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Teorema 2 (Segundo teorema de traalación; traslación f) 

S'At) tiene la transformada F(s), entonces la función 


( 2 ) /(,) = ! S1 t<a 

'•fU — a) si t > a 

con a>0 arbitraria tiene la transformada e^F(s). Por tanto, si se conoce la trans¬ 
formada F(s) defit), se obtiene la transformada de la función (2), cuya variable ha 
sido trasladada “( traslación sobre el eje t”), al multiplicar F(s) por e (La demos¬ 
tración y aplicaciones se presentan más adelante.) 


Función escalón unitario u(t— a) 

Por definición, u(t - a) es 0 para t < a, tiene un salto de tamaño I en t=a (donde puede 
dejarse sin definir) y es 1 para t> a: 


(3) 


u(t - a) 



si t < a 
si t > a 


(a ^ 0). 


En ia figura 90 se muestra el caso especial w(/), que tiene el salto en cero, y en la figura 
91 el caso general u(t - a) para una a positiva arbitraria. La función escalón unitario 
también se conoce como la función de Heaviside 3 

La función escalón unitario u(t-a ) es elemento fundamental de varias funciones 
como se verá, y aumenta de manera considerable la utilidad de los métodos que usan 
la transformada de Laplace. Podemos usarla ahora para escribir/(/) en (2) en la for¬ 
ma// - a)u(t - a), es decir. 


( 2 *) 


f(t - a)u{t - a) 


{ 


0 

/(* - a) 


si t < a 
si í > a . 


Esta es la gráfica de/r) para t > 0, pero trasladada a unidades a la derecha. 


u(t) 


1 


0 


t 


Figura 90. Función 
escalón unitario u{t). 


u(t-a) 


1 


0 


I 

I 

I 


a 


t 


Figura 91. Función 
escalón unitario u(t- a). 


1 Ver la nota de pie de la página 300 de la sección 6.1. 
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Figura 92. f(f) = eos t y f(t-2)u(t-2) = eos (t-2)u(t-2). 


En la figura 92 se muestra un ejemplo. Se trata de la curva coseno j{t) = eos t para 
/ > 0 (figura 92a) y la curvad - 2)u(t - 2) = eos (t - 2)u(t - 2) obtenida al desplazarla 
2 unidades a la derecha. Para t<a = 2 esta función es cero porque u(t - 2) posee esta 
propiedad. 

Usando (2*) ahora es posible reformular el 


Teorema 2 (Segundo teorema de traslación; traslación f) 

Si ^ (/(/)} = F(s), entonces 


(4) 


£{f(t - a)u(t - ¿0} = 


Nota. Tomando la transformada inversa en ambos miembros de (4) e intercambiando 
los miembros se obtiene la fórmula asociada 


(4*) 


SE-He-^Fis)} = f(t - a)u(t - a). 


Demostración del teorema 2. A partir de la definición se tiene 






í>- s(T+ a)/( r ) dr. 


Sustituyendo r + a en la integral se obtiene 


00 

e~ as F(s) = J e~ st f(t - a) dt. 

a 

Esta expresión puede escribirse como una integral de 0 a <» si se asegura que el inte¬ 
grando es cero para toda t de 0 a a. Esto puede conseguirse fácilmente multiplicando 
el integrando actual por la función escalón u{t - a ), con lo cual se obtiene (4) y se 
termina la demostración: 

00 

e~ as F(s) = f e~ st f(t - a)u(t - a) dt = r £{f(t - a)u(t - a)}. i 
J o 
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Cabe mencionar que está próxima la etapa en que será posible abordar problemas 
para los que el método de la transformada de Laplace es preferible al método usual, 
como lo ilustrarán los ejemplos de la siguiente Sección. A este respecto, se necesita la 
transformada de la función escalón unitario u{t - a). 


( 5 ) 


£{u(t - a)} = -— 

s 


(j > 0). 


Esta fórmula se sigue directamente de la definición ya que 


£{u(t - a)} = 



00 


O 


Se considerarán dos ejemplos sencillos. En los problemas de la sección y en seccio¬ 
nes subsecuentes se presentan más aplicaciones. 


EJEMPLO 4 Aplicación del teorema 2 

Encontrar la transformada inversa de e ~ v ' sy 

Solución. Puesto que <t'( 1/s 1 ) - 1 2 ¡2 (ver la tabla 6.1 de la sección 6.1). por el teorema 2 se obtiene (figura 93) 

si t < 3 

si t > 3. I 



Figura 93. Ejemplo 4. 


Z-He-^/s 3 ) = iU - 3) 2 «(f - 3) = 


0 

hv - 3) 2 


EJEMPLO 5 Uso de funciones escalón unitario 

Encontrar la transformada de la función (figura 94) 

(2 SÍ 0 < / < 7T 

0 


f(t) = 


sen t 


SÍ 7T < / < 2tt 
si / > 2 tt. 
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Solución. Primer paso. Se escribe//) en términos de funciones escalón. Para 0 < / < n se toma 2«(/). Para 
/ > k se quiere el valor cero, por lo que debe restarse la función escalón 2u(t - Jt) con escalón en n. Se tiene 
entonces 2u(t) - 2u{( - n) = 0 cuando t>n. Esta expresión está bien hasta llegar a 2n donde se quiere que 
entre sen t\ así es que se suma u(t — 2;t)sen t. En conjunto, 

/(/) = 2 «(/) - 2 u{t - ir) + «(/ - 27 t) sen t. 

Segundo paso. El último término es igual a «(/ - 27t)sen (/ - 2 it) debido a la periodicidad, por lo que (5), 
(4) y la tabla 6 .1 (sección 6 .1) dan 


2(f) = - 

s 


2e 


s 


+ 


vs 

S 2 + 1 


I 



EJEMPLO 6 Encontrar la transformada inversa de Laplace /(/) de 


„ , 2 2e- 2s 4e' « 5<> 

~~ 7 2 4" 2 i 

S ¿ S ¿ S S ¿ + 1 


>-2s 


Solución. Por la tabla 6.1 (sección 6.1) y el teorema 2, 

/(/) = 21 - 2(/ - 2 )u{t - 2) - 4 u{t - 2) + eos (/ - ir) «(/ - ir) 

' 2 / si 0 < / < 2 

= 2 / - 2 /w(/ - 2 ) - eos /«(/ - ir) = < 0 si 2 < / < 7 r 

.-eos/ si / > ir. 


Problemas de la sección 6.3 

Aplicaciones del primer teorema de traslación 

Encontrar las transformadas de Laplace de las siguientes funciones. 


1. 4.5/e 35í 2. t 2 e’ n 

5. sen (col 4- 0) 

7. Ifie- 112 

9. e~ at {A eos pt + B sen fit) 
Encontrar//) si <£(/) es igual a 

U t - — - 12 _!_ 

(s + 7T) 2 * ( 5 + |) 3 

ic 5 a * + - 

(s + 3) 2 + 1 I0 * (s + c) 2 + <u 2 


3. e l sen / 4. e~ l eos t 

6. e~ at sen <ot 

8. e“ 2t (2 eos 3/ - sen 3/) 

10. e~ t (a Q 4- a x t 4- • • • + a n t n ) 


13. 

s - 2 

14. 

1 

s 2 - 4s 4- 5 

s 2 + 2 í + 5 

17. 

6 

18. 

2 

5 2 - 45 - 5 

s 2 + s + i 
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Representando las funciones hiperbólicas en términos de funciones exponenciales y aplicando el 
primer teorema de traslación, demostrar que 


^3 

19. i£(cosh at eos at) = — A - - 

+ 4a 4 


20 . ^(cosh at sen at) — 


a(s 2 + 2a 2 ) 
s 4 + 4a 4 


■ a(s 2 - la 2 ) 

21 . senh at eos at) - —r-—— 

s 4 + 4 ü 4 


22 . i£( senh at sen at) — 


2a 2 s 

s 4 + 4a 4 


Función escalón unitario. Representar las siguientes funciones en términos de funciones es¬ 
calón unitario y encontrar sus transformadas de Laplace. 


23. k 


0 


r 

I 

..i. 

a 


i 

i 

-L. 


b 


24. 



t 


25. 



0 1 


t.i 

i i 
j L 


1 r 
j_^ 


2 3 4 5 6 




26. 



-1—i—i—i—i— 

! JUJ 3 Lil 5 L 


t 


Aplicaciones del segundo teorema de traslación 

Trazar las siguientes funciones y encontrar sus transformadas de Laplace 

27. (t - 1 )u(t - 1) 28. tu(t - 1) 29. (í - \) 2 u(t - 1) 30. t z u(t- I) 

31. e*u{t - 3 ) 32. «(/ - 1) cosh t 33. u(t - ir) eos t 34. u(l - |ir) senf 


En cada caso, trazar la función dada, la cual se supone es cero fuera del intervalo dado, y 
encontrar su transformada de Laplace. 


35. / (0 < t < 1) 

37. e l (0 < t < 1) 

39. t (0 < t < a) 

41. 2 eos irt (I < / < 2) 


36. t (0 < t < 2) 

38. t 2 (0 < / < 3) 

40. sen t (2 tt < t < 4ir) 
42. I - e~* (0 < t < ir) 


Encontrar y trazar las transformadas inversas de Laplace de las siguientes funciones. 


43. e tys 2 
45. 3(e -4s — e~ s )/s 
47. se~”/(s 2 + 4) 
49. e~ s ls* 


44. e~"*/(s 2 + 2s + 2) 
46. ( e- e-**)Hs - 2) 
48. e~‘l(s 2 + 10 2 ) 

50. (1 - e-«)/(í 2 + 4) 


Problemas con valor inicial. Usando transformadas de Laplace, resolver: 

51. y" + 2y' + 2y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

52. y" - 4y' + 5y = 0. y(0) = 1, y'(0) = 2 

53. 4y" - 4y' + 37y = 0, y(0) = 3, y'(0) = 1.5 

54. 9y" - 6y' + y = 0, y(0) = 3, y'(0) = 1 

55. y" + 4y' + 13y = 145 eos 2f, y(0) = 9, y'(0) = 19 

56. y" + 2y' - 8y = -256/ 3 , y(0) = 15, y'(0) = 36 
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57. y" + 6 / + 8 y = -e~ 3t + le' 51 , y(0) = 4, y'(0) = -14 

58. y" + 2y' + 5y = 9 cosh 2t + 4 senh 21, y(0) = 1, y'(0) = 2 

59 . y” + y = r(t). r (0 = ' si 0 < / < 1 y 0 si f > 1 , y( 0 ) = y’( 0 ) = 0 

60. y" - 5y' + 6 y = r(t), r(í) = 4e* si 0 < í < 2 y 0 si í > 2, y(0) = 1, 

y'(0) = -2 

61. y" + 9y = r(t), r(t) = 8 senísi 0 <f< 7 r y 0 si / > ir, y(0) = 0, 
y'(0) = 4 

62. y" + 3y' + 2y = r(í), r(í) = 4í si 0 < t < 1 y 8 si t > 1, 
y( 0 ) = y'( 0 ) = 0 

63. y" + 4 y = r(t), r(t) = 3 sen t si 0 < t < ir y -3 sen / si / > n, 
y(0) = 0, /(O) = 3 

64. y" + 2y' + 2y = r(i), r(í) = / si 0 < t < 1 y 2t 2 si t > 1, y(0) = 

/(O) = 

65. y " + y f - 2y = r(t) y r(t ) = 3 sen t — eos í si 0 < / < 277 y 
3 sen2r - eos 2/ si t > 2v y y(0) = 1, ;/(0) = 0 


Modelos de circuitos eléctricos 

66. Un capacitor de capacitancia C se carga de tal modo que su potencial es K u . En t = 0 el 
interruptor de la figura 95 se cierra y el capacitor empieza a descargarse a través del 
resistor de resistencia R. Usando transformadas de Laplace, encontrar la carga q(t) en el 
capacitor. 

67. Encontrar la corriente /(/) en el circuito de la figura 96, suponiendo que no fluye corriente 
cuando t < 0 y que el interruptor está cerrado en t = 0. 


R 



Interruptor 


Figura 95. Problema 66 . Figura 96. Problema 67. 


Encontrar la corriente /(/) en el circuito LC ilustrado en la figura 97, suponiendo L - 1 henry, 
C = 1 faradio, corriente y carga iniciales cero en el capacitor y v(/) de la siguiente manera. 

68. v=lsi0<f<ay0en caso contrario. 

69. v = ísiO</<lyv=lsit>l. 

70. v = 1 - e ' si 0 < t < 7ty 0 en caso contrario. 


I l 

°T I : 1 

L Js 

v(t) 

Figura 97. Problemas 68-70. 
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es decir, / = 0 si / < a, y 


si a < 

le*! - si t > 


si a < t < b 


donde K ] - Vf <*1R y K 2 = V^ÍR. I 

EJEMPLO 2 Respuesta de un sistema no amortiguado a una onda cuadrada sencilla 

Resolver el problema con valor inicial 

y" + 2y = r(/), y(0) = 0, /(O) - 0, 

donde r(t) - 1 si 0 < / < 1 y 0 en caso contrario (figura 100 ). 

Solución. Por el teorema 2 de la sección 6.2, las condiciones iniciales y (3) y (5) de la sección 6.3 se 
obtiene la ecuación subsidiaria 

s 2 Y + 2Y = - - — . 


La solución es 


Y(s ) = 


j(s 2 + 2) í(s 2 + 2) 


Se usan fracciones parciales en el segundo miembro: 


!— = -(- 
+ 2 ) 2 


+ 2 . 


En consecuencia, por la tabla 6 .1 (sección 6 .1) y el teorema 2 de la sección 6.3, 
y<?) = i[l - eos Vil] - l[l - eos Vi (t - !)]«(/ - 1 ), 


es decir. 


^ J eos V 2 / si 0 % t < 1 

^ eos y/l (/ - 1) - \ eos y/l t si t > 1 


Se observa que y{t) representa una composición de oscilaciones armónicas. I 

EJEMPLO 3 Respuesta de un sistema oscilatorio amortiguado a una onda cuadrada sencilla 

Determinar la respuesta del sistema oscilatorio amortiguado que corresponde a 
y" + 3y' + 2y = r(/), y( 0 ) = 0, y"(0) - 0 

con r(t) como en el ejemplo 2 (figura 100 ). 



Figura 100. Entrada en los ejemplos 2 y 3. 
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Solución. Por el mismo método aplicado en el ejemplo anterior se obtiene la ecuación subsidiaria 

s 2 Y + 3íT + 2Y = -(1 - e~‘). 


Resolviéndola para Y se tiene 

y(s) = F(s)( 1 - e~ s ) donde F(s) ~ 

En términos de fracciones parciales, 

, 1/2 1 1/2 

F(í) = T “ 7TT + m ■ 

En consecuencia, por la tabla 6.1 (sección 6.1), 

/( i) = 2 _1 (n = £ - e-‘ + 
Por lo tanto, por el teorema 2 de la sección 6.3 se tiene 


s(s + l)(s + 2) 


'£- 1 {e- s F(s)} _ /(, - 1)«(, 


- 1 = í 0 

l) ~ |i - + 




(0 S / < 1) 
(/ > 1 ). 


Se llega así a la solución (figura 101) 

y(t) - ¡£~HY) = /(/) - fU - 1 Mí - 1) = 


i-*" 


+ 21 

K 1 e~ t - K n e~ 2t 
1 z 


(0 s t < i) 

(r > 1) 


donde £,=<?-! y K 2 = (<? 2 - l)/2. 



Figura 101. Salida en el ejemplo 3. 

Impulsos cortos. Función delta de Dirac 

Los fenómenos de naturaleza impulsiva, tale,s como la acción de fuerzas (o voltajes) 
muy grandes en intervalos de tiempo muy cortos, son de gran interés práctico, ya que 
ocurren en varias aplicaciones. Esta situación ocurre, por ejemplo, cuando se golpea 
una pelota de tenis, cuando un sistema recibe el impacto de un martillo, cuando un 
avión realiza un aterrizaje “difícil”, cuando un barco es golpeado por una ola de gran 
tamaño, etc. El objetivo presente es indicar la manera de resolver problemas en los 
que intervienen impulsos cortos utilizando transformadas de Laplace. 

En mecánica, el impulso de una fuerza X0 durante un intervalo de tiempo, por 
ejemplo, a <t < a + Je se define como la integral defit) de a a a + L El análogo para 
un circuito eléctrico es la integral de la fuerza electromotriz aplicada al circuito, inte- 
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grada de a a a + k. De particular interés práctico es el caso de una k muy breve (y su 
límite k -» 0), es decir, el impulso de una fuerza que actúa sólo por un instante. Para 
manejar el caso, se considera la función 

r \/k si a ^ t ^ a + k 

(1) f k (t) - \ (Figura 102). 

LO en caso contrario 

Su impulso I k es l, ya que la integral evidentemente da el área del rectángulo de la 
figura 102 

a + k * 

7 dt - 1. 
k 

Se puede representar^(r) en términos de dos funciones escalón unitario (sección 6.3), 
a saber, 



f k (t ) = |[«(/ - a) - u(t - (a + *))]. 


Por (5) de la sección 6.3 se obtiene la transformada de Laplace 
(3) 2{f k (t)} = ¿ [e-“ - e- (B+k *] = «T 05 1 ■ - 


El límite de^(í) cuando k —> 0 se denota por 

8(t - a) 

y se llama la función delta de Dirac 4 (en ocasiones también función de impulso 
unitario). El cociente de (3) tiene el límite 1 cuando k — »0, como se sigue por la regla 
de THópital (se deriva tanto el numerador como el denominador con respecto a k). 
Por tanto. 


(4) 


<£{8(t - a)} = 


t 

i/k 

i 


Area = 1 


a a + k t 

Figura 102. La función f (t) de (1). 


4 PAUL DIRAC (1902-1984), físico inglés, galardonado con el premio Nobel [conjuntamente con ERW1N 
SCHRÓDINGER (1887-1961)] en 1933 por su trabajo en mecánica cuántica. 
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Se observa que S(t - a) no es una función en el sentido ordinario usado en cálculo, 
sino que se trata de una llamada “función generalizada”, 5 ya que (1) y (2) con k -> 0 
implican 

{ °° si t = a v.® 

y s« - á)dt = i, 

0 en caso contrario J o 

pero una función ordinaria que es 0 excepto en un solo punto debe tener la integral 0. 
Sin embargo, en problemas de impulsos resulta conveniente operar sobre 5(/ - a) 
como si se tratara de una función ordinaria. 


EJEMPLO 4 Respuesta de un sistema oscilatorio amortiguado a un impulso unitario 

Determinar la respuesta del sistema amortiguado masa-resorte (ver la sección 2. II) gobernado por 

y" + 3y' + 2 y = su - o), y( 0 ) = o, /«» = o. 

Por tanto, el sistema se encuentra inicialmente en reposo y en el tiempo t = a recibe un súbito impacto. 
Solución, Por (4) se obtiene la ecuación subsidiaria 

s 2 Y + 3 sY +2 Y = e-™. 

AI resolverla para Y se tiene 

Y(s) = F(s)e~ as , donde F(s) = - ! - = L— _ 1 

(s + 1 )(s + 2) s + 1 s + 2' 

Tomando la transformada inversa se obtiene 


f(t) = = «r< - e - 2t . 

En consecuencia, por el segundo teorema de traslación (sección 6.3) se tiene 


y(0 = Z-He-^FXs)} = f(t - a)u(t - a) 


-(í-o) 


0 


e -W-a ) 


si 0 ^ / < a 
si t > a. 


En la figura 103 se ilustra esta solución para a - 1. El lector puede comparar este resultado con la salida 
del ejemplo 3 (figura 101) y comentar. ■ 



Figura 103. Salida en el ejemplo 4 con a = 1. 


5 O “distribución En 1936 el matemático ruso SERGEI L’VOVICH SOBOLEV (1908-1989) creó una 
teoría sistemática de las funciones generalizadas, la cual fue ampliada en 1945 por él matemático fran¬ 
cés LAURENT SCHWARTZ (1915-). 
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Problemas de la sección 6.4 

Circuito RC. Encontrar la corriente en el circuito RC de la figura 104 con R - 100 ohms, C — 
0.1 faradios y fuerza electromotriz v{t) [volts] según se indica. Suponer que el circuito está 
inactivo antes de que se aplique v(r). 

1. v(/) = 100 si 1 < t < 2 y 0 en caso contrario. 

2. v(/) = 10 000 si 1 < / < 1.01 y 0 en caso contrario. 

3. v(í) - e ' si t > 2 y 0 en caso contrario. 

4. v(f) = 50 (t - 3)sif>3y0en caso contrario. 

5. v(í) = 200fsi0</< 1 y0sif> 1. 



Figura 104. Circuito RC en los problemas 1-5. 

Efecto de la función delta en sistemas oscilatorios y en otros problemas con valor inicial. 

Resolver: 

6 . y" + 4y - 5(t - tt), y(0) = 2, y'(0) = 0 

7 . y ft + 9y = 8(t - 1 ), y( 0 ) - 0 , y'( 0 ) = 0 

8 . y" - y = sen / + 8 (/ - £ir), y(0) = 3.0, /(0) = -3.5 

9. y" + y = 8 (/ - ir) - «(/ - 2ir), y(0) = 0, /(0) = 1 

10. y" - y = -2 sen/ + 5(/ - 1 ), y( 0 ) = 0 , /( 0 ) = 2 

11 . y” + 2y' + 2y = 8 (/ - 2 ir), y( 0 ) = 1 . y'( 0 ) = -1 

12. y" + 3/ + 2y = 8(t - 4), y(0) = /(0) = 0 

13. y" + 4y' + 5y = 8(t - 1), y(0) = 0, y'(0) = 3 

14. y" + 2y' - 3y = «(/ - 2) + 8(t - 3), y(0) = 1 , /(0) = 0 

15. y" + 2y' - 3y = - 8 e-« - 8(1 - i), y(0) = 3, y'( 0 ) = -5 

16. y" + 4y' + 4y = 1 + / + 8(t - 1), y(0) = 0, y'(0) = 2.25 

17. y" + 2y' + 5y = 8 é-‘ + 8(1 - 1), y(0) = 2, y'(0) = 0 

18. y" + 5y' + 6 y = u(t - 1) + 8(1 - 2), y(0) = 0, y'(0) = 1 

19. y" + 2y' + 5y = 25/ - «(/ - ir), y(0) = -2, y'(0) = 5 

20. y" - y' - 2y = -4 / 2 + 8 (/ - 2), y(0) = 5, y'(0) = -1 

6.5 DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN DE TRANSFORMADAS 

El número de métodos para obtener transformadas o transformadas inversas y su apli¬ 
cación en la resolución de ecuaciones diferenciales es sorprendentemente grande. 
Incluyen la integración directa (sección 6.1), el uso de la linealidad (sección 6.1), la 
traslación (sección 6.3) y la derivación o integración de las funciones originales fif) 
(sección 6.2). Pero hay más: en esta sección se considera la derivación e integración 
de transformadas F(s) y se llega a las operaciones correspondientes para las funcio¬ 
nes originales fij). 
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Derivación de transformadas 

Puede demostrarse que sift) satisface las condiciones del teorema de existencia de la 
sección 6.1, entonces la derivada de su transformada 

00 

F(s) = 2(f) = f e -*fU) dt 
J o 

con respecto a s puede obtenerse derivando la expresión afectada por el signo de 
integral con respecto a 5 (la demostración se da en la referencia [5] del apéndice 1); 
por tanto, 


F'(s) = - f e~ st [tf(0] dt. 
J o 


Por consiguiente, si '£{/) = F(s), entonces 


( 1 ) 


W«)} = -F'(sy, 


la derivación de la transformada de una función corresponde a la multiplicación de 
la función por -t. Expresado de otra forma, 


(1*) 


ÍC-MF'íí)} = -tf(t). 


Esta propiedad permite obtener nuevas transformadas a partir de transformadas 
dadas, como se verá a continuación. 

EJEMPLO 1 Derivación de transformadas 

Se deducirán las tres fórmulas siguientes (fórmulas 21-23 en la tabla de la sección 6.10): 


¡Uf) 

/(/) 

1 

(í 2 + p 2 ) 2 

2^5 (sen/3r - pt eos fit) 

s 

l 

( s 2 4* P 2 ) 2 

— sen pt 

2p H 

s 2 

1 , 

(í 2 H- P 2 ) 2 

— {senpt + pt eos pt) 

¿p 


Solución. Por (1) y la fórmula 8 (con co = p) de la tabla 6.1, sección 6.1, se obtiene 


£(t sen fit) 


2 ps 

t s 2 + P 2 ) 2 ‘ 
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Al dividir entre 2p se obtiene (3). Por (1) y la fórmula 7 (con cu = j3) de la tabla 6.1 se encuentra 
(5) 


(s 2 + p 2 ) — 2 S 2 í 2 — p 2 

<£(t COS pt) = (s a + ^2)2 * ( S 2 + ■ 


A partir de esta expresión y de la fórmula 8 (con cu = p) de la tabla 6 .1 se tiene 

\ s 2 _ o2 j 

£{t eos pt ± - sen pt ) = 7-5-- 9-9 ± -«- -9 . 

K p H (s 2 + p 2 ) 2 s 2 + p 2 

Se saca ahora el común denominador en el segundo miembro. Entonces para el signo positivo, el numera¬ 
dor es s 2 - pP + s 2 + p 1 = 2 s 2 , de donde se sigue (4). Para el signo negativo, el numerador asume la forma 
5 2 -j 3 2 ~ 5 2 -j 3 ? = - 2 /?, y se obtiene ( 2 ). I 


Integración de transformadas 


De manera similar, si J[i) satisface las condiciones del teorema de existencia de la 
sección 6.1 y el límite dcuando t tiende a 0 por la derecha, existe, entonces 


( 6 ) 


2 {^ 7 } = / F(J) di 


(s > y); 


de este modo, la integración de la transformada de una función ft) corresponde a la 
división defif) entre t. Expresado de otra forma, 


(6*) 


ir 1 ! f°°F(l) ds] 

. = M 

t 

1*4 J 

i 


De hecho, a partir de la definición se sigue que 


00 aor 00 _ 

J F(!) di = J J e'^fO) dt di, 

s s *- 0 


y puede demostrarse (ver la referencia [5] en el apéndice 1) que bajo los supuestos 
anteriores puede invertirse el orden de la integración, es decir. 



001— 00 -| 00 I- oo 

/ / e ~ St fW ds dt = J f(t ) J e~ H di 

n L o _i n L o - 


dt . 


La integral con respecto a s en el segundo miembro es igual a e s, it cuando s > y y, 
por lo tanto. 


J F(s) ds 
s 



(s > y). ■ 
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EJEMPLO 2 Integración de transformadas 

( 2 ^ 

Encontrar la transformada inversa de la función |n I + 

Soluciórv Al derivar, ^ * 

~—\n(\ + —'i = 2< ° 2 _ 2 _ j 

ds \ s 2 ) s(s 2 + <tf 2 ) s s 2 + <i > 2 ’ 

donde la última igualdad puede comprobarse con facilidad por cálculo directo. Esta es la F{s) presente. Es 
la derivada de la función dada (multiplicada por -I), de modo que la última es la integral de F(s) de s a ~. 
Por la tabla 6.1 de la sección 6.1 se obtiene 

/(/) = X-HF) = 2-1 - 2 -y-í—=) = 2 - 2 eos o,/. 

U S 2 + ít) 2 J 

Esta función satisface las condiciones bajo las cuales (6) es válida. Por lo tanto, 

El resultado es 

1 jln ^1 + ^2^1 = 7 0 ~ cos wt )• 

Con esto se demuestra la fórmula 42 de la tabla de la sección 6.10. | 

EJEMPLO 3 Integración de transformadas 

Siguiendo el razonamiento del ejemplo 2, se obtiene (ver la fórmula 43 en la tabla de la sección 6.10) 

2-1 í ln (' - í 2 )} = ~t {l ~ cosh a,) ' 1 

Ecuaciones diferenciales con coeficientes variables 

A partir de (1) y de (1), (2) de la sección 6.2 y al derivar se tiene 

(7) <£(ty') = ~^-[ s Y - y (0)J = -y - S Y', 

(8) %(ty") = - ^-[s 2 Y - íy(0) - >>'(0)] = -2 sY - s 2 Y' + y(0). 

Por tanto, si una ecuación diferencial tiene coeficientes tales como at + b, se obtiene 
una ecuación diferencial de primer orden para Y, que en ocasiones es más simple que 
la ecuación dada. Pero si esta última tiene coeficientes afi + bt + c, se obtiene, aplican¬ 
do dos veces (1), una ecuación diferencial de segundo orden para Y, y con esto se 
encuentra que el método de la transformada de Laplace sólo funciona correctamente 
para ecuaciones muy especiales con coeficientes variables. En el ejemplo siguiente se 
ilustra lo anterior para una importante ecuación. 
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EJEMPLO 4 Ecuación diferencial de Laguerre, polinomios de Laguerre 

La ecuación diferencial de Laguerre es (ver también los problemas de la sección 5.9) 

(9) ty* + (l - t)y' + ny = 0. 

Se determina una solución de (9) con n - 0, 1, 2, ■ * •. Por (7M9) se obtiene 

-2 sY - s 2 Y ' + y(0) + sY - y(0) - (- Y - sY ') + nY = 0. 

Al simplificar se obtiene 

(s - s 2 )Y* + (n + 1 - s)Y = 0. 

Por separación de variables, usando fracciones parciales e integrando (tomando como cero la constante de 
integración), se obtiene 

«" f -(^7-^)* 

Se escribe l n = !£r x {Y) y se demuestra que 

00) 'o = 1. '»« = ^ « = 1, 2, • • • . 

Estos son polinomios porque los términos exponenciales se cancelan si se llevan a cabo las derivaciones 
indicadas. Se conocen como polinomios de Laguerre y se acostumbra denotarlos por L n (pero aquí se 
sigue la convención de reservar las mayúsculas para las transformadas). Se demuestra ahora (10). Por la 
tabla 6.1 y el primer teorema de traslación 


d n 


(s - l) n 

P n + 1 


Y = 


X(t n e~*) = 


Por (4) de la sección 6.2, 




(í + l ) n+1 ' 
n\s n 


(j + l) n+1 * 

Se hace ahora otra traslación y se divide entre n\ para obtener [ver (10) y (10*)] 

W«> = = Y 


I 


Problemas de la sección 6.5 


Usando (1), encontrar la transformada de Laplace de 


1 . 2 1 eos 2 1 
5. t senh 3 1 
9. t 2 eos / 


2 . 4 te 2t 

6 . t 2 senh 2 1 

10 . t 2 eos wt 


3. t 2 e x 

7. t sen wt 

11. \te~ 2t sen / 


4. t cosh t 

8 . t 2 sen wt 

12 . te~ 2t sen wt 


Usando ( 6 ) o ( 1 ), encontrarlo si $(J) es igual a 
4 85 


13. 


17. 


(s 4 - 1 ) : 
s 


14. 


( 5 2 + 4) 2 
s + a 


15. 


45 


(5 2 + l) 2 

21. are cot (slw) 


18. ln , 

5 + 0 

22. are cot (5 + 1) 


19. ln 


( 5 2 - 4) 2 
5 


16. 


(5 - ay 


20. ln 


+ 1 


(s - l) 2 


23. Resolver los problemas 2 y 3 aplicando el primer teorema de traslación. 

24. Encontrar ^/V") aplicando varias veces (1), con 7(0 ~ e". 

25. Efectuar la derivación en el ejemplo 3. 
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6.6 CONVOLUCIÓN. ECUACIONES INTEGRALES 

Otra propiedad general importante de la transformada de Laplace se relaciona con 
productos de transformadas. Es frecuente contar con dos transformadas F(s) y G(s) 
cuyas inversas//) y g(Ú se conocen, y se querría calcular la inversa del producto H(s) 
~ F(s)G(s) a partir de las inversas conocidas//) y g(/). Esta inversa h(t) se escribe (f 
* g)0\ que es una notación común, y se llama la convolución de /y g. ¿Cómo puede 
encontrarse h a partir de fy gl Esto se establece en el siguiente teorema. Debido a que 
la situación y la tarea que acaba de describirse surgen con mucha frecuencia en la 
práctica, este teorema es de considerable importancia práctica. 

Teorema 1 (Teorema de convoluclón) 

Sea quefit)y g{t) que satisfacen las hipótesis del teorema de existencia (sección 6.1). 
Entonces el producto de sus transformadas F(s) = X(j) y G(s) = i£(g) es la transfor¬ 
mada H(s) = %Xh) de la convolución h(t) defif) y gff), que se escribe iíff* g){t) y se 
define por 


( 1 ) 


h{t) = (/ * g){t) = í f(r)g(t - r) dr. 
J 0 


(La demostración se presenta después del ejemplo 3.) 

EJEMPLO 1 Convolución 

Usando la convolución, encontrar la inversa h{t) de 

H(s) _ 1 __!_L_ 

w ~ (i 2 + i ) 2 " í 2 + i í 2 + r 

Solución. Se sabe que cada uno de los factores del segundo miembro tiene la inversa sen t. Por tanto, por 
el teorema de convolución y por ( 11 ), apéndice 3 . 1 , se obtiene 

h{t) ~ ¿£ _ 1 (H) = sen / * sen t 

= J sen r sen (/ - r) dr 
o 

1 f* * f* 

~ 2 J cos 1 + 2 i C0S ~ ^ 

= -£/ cos t + \ sen/. | 


EJEMPLO 2 Convolución 

l/s 2 tiene la inversa / y \!s tiene la inversa 1, y el teorema de convolución confirma que 1 Is- = (l/j 2 )( 1 is) 
tiene la inversa 


/* 1 


í-* 


2 ' 


I 
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EJEMPLO 3 Convolución 


Sea 1 /[ 1 — a)]. Encontrar h(t). 

Solución, Por la tabla 6.1 (sección 6.1) se sabe que 


2 



- /, 



€ 


at 


Usando el teorema de convolución e integrando por partes, se llega a la respuesta 

.t J 


h(t) = t * e at - J re** 1 r) dr = e 01 J re~ aT dr 


= ^(e 0 * - at - 1). 
a 1 


Demostración del teorema 1. Por la definición de G(s) y el segundo teorema de 
traslación, para cada fija 0) se tiene 

<T ST G(i) = mgU ~ T)u(t - t)} 

= í e~ st g(t - r )u(t - t) dt 
J o 

= f e~ st g(t - t) dt 


donde s > y. A partir de esta expresión y de la definición de F(s) se obtiene 

oo oo oo 

e- S7 f(r)G{s) dr - 


donde s > y. En este caso se integra respecto a / de Ta °oy después con respecto rde 
0 a oo; esto corresponde a la región triangular coloreada que se extiende al infinito en 
el plano ir ilustrado en la figura 105. Los supuestos de/ y g son tales que el orden de 
la integración puede invertirse. (En la referencia [A3] del apéndice 1 se incluye una 
demostración que requiere del conocimiento de la convergencia uniforme.) Entonces 
se integra primero con respecto a rde 0 a/(ver la figura 105) y luego con respecto a/ 
de 0 a oo; por tanto 


I /(T) I 


e st g(t — t) dt dr 


F(s)G(s ) = J 


F(í)G(s) = 


oo t 

f ^ _st f f(r)g(t 
J o J o 


t) dr dt 


= f e~ st h(t) dt = %(h) 


donde h está dada por (1). Con esto se termina la demostración. 


■ 
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t 


Figura 105. Región de integración en el plano t 
en la demostración del teorema 1. 


Usando la definición, el lector puede demostrar que la convolución/* g posee 
las propiedades 

f * g = g * f (ley conmutativa) 

/ * (#i + g 2 ) = f * £i + / * g 2 (ley distributiva) 

(f * g) * v = f * (g * v) (leyasociativa) 

/* 0 = 0 */ = 0 , 

como para los números. Pero en general f*\*f como lo indica el ejemplo 2. Otra 
propiedad inusual es que la desigualdad á 0 puede no ser válida, como puede 

verse por el ejemplo 1. 

Aplicaciones muy útiles de la convolución se presentan de manera natural en la 
solución de ecuaciones diferenciales, como se discutirá a continuación. 


Ecuaciones diferenciales 

Por la sección 6.2 se recuerda que la ecuación subsidiaria de la ecuación diferencial 
(2) y" + ay r + by = r(t) 

tiene la solución 

O) y(s) = [(.v + a)y(O) + y'(0)]Q(í) + R(s)Q(s) 

Con R(s) = ( f'(r ) y Q(s) = l/(s 2 + as + b) la función de transferencia. Por tanto, para la 
solución y{t) de (2) que satisface j{0) = /(O) = 0 se tiene Y = RQ en (3) y por el 
teorema de convolución se obtiene la representación con integral 


y(t) = f qU - r)r(r) dr, 
J o 


( 4 ) 


q(t) = 2-HQ). 
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EJEMPLO 4 Respuesta de un sistema no amortiguado a una sola onda cuadrada. 


Se considera de nueva cuenta et modelo del ejemplo 2 de la sección 6.2, 
y " + 2 y = r(f), r(t ) = 1 si 0 < f < 1 y Oen caso contrario, y(0) = y f (0) = 0. 


Se resuelve por la técnica de convolución a fin de ver cómo funciona para entradas que actúan única¬ 
mente durante algún tiempo. 

Solución. Se tiene 0(s) = 1 (s* + 2), por tanto q{t) =(sen ypJ)/ J2 . Ahora debe tenerse cuidado y recordarse 
que r{t) - 1 si 0 < t < 1 pero r(t) - 0 si t > 1. En consecuencia, en (4) se integra de 0 a t cuando / < I pero 
de 0 a 1 sólo cuando / > 1. Por tanto, para / < 1 (se integra con respecto x , de donde por la regla de la 
cadena se obtiene -1), 


y(t) 


= ±f S enV2(, 


t) dr 


eos 


V2 U 


- (1 - eos V2í) 


y para t > 1, 


y(t) = 



r) dr ~ ^ [eos Vl{t - 1) 


eos V2/]. 


■ 


Ecuaciones integrales 

La convolución también ayuda a resolver ciertas ecuaciones integrales, es decir, ecuaciones 
en las que la función desconocida XO aparece afectada por el signo de integral (y quizás 
también fuera del mismo). Esto se refiere tan sólo a ecuaciones muy especiales (aquéllas 
cuya integral es de la forma de una convolución), por lo que basta considerar un ejemplo 
típico y algunos problemas, pero se procede de este modo porque las ecuaciones integra¬ 
les tienen importancia práctica y suelen ser difíciles de resolver. 

EJEMPLO 5 Ecuación integral 

Resolver la ecuación integral 


y(/) ~ t + I y(r) sen (/ - t) dr. 

*0 

Solución. Primer paso. Ecuación en términos de convolución. Se observa que la ecuación dada puede 
escribirse 

y = t + y * sen t. 


Segundo paso. Aplicación del teorema de convolución. Se escribe Y= 'fiy). Por el teorema de convolución. 


Y(s) = ~2 + Y(S) 


+ 1 


Al resolver esta expresión para y(s) se obtiene 


Y(s) = 


+ 1 


2 4 ■ 


Tercer paso. Se toma la transformada inversa. De esta expresión se obtiene la solución 

yU) = l + ¿/ 3 . 

El lector puede comprobarla por sustitución y evaluando la integral por integración por partes repetida (la 
cual requerirá de paciencia). I 


i 
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Problemas de la sección 6.6 

Encontrar las siguientes convoluciones. [Sugerencia. En los problemas 7-10 usar (11) del auén- 
dice 3.1 ^ 


1. 1 * 1 

4. e kt * e~ kt 
7. sen <út * eos mt 
10. COS iút * COS (út 


2. t * t 2 
5. t 2 * t 2 
8. sen iút * sen iút 
11. u(t —.i r) * eos t 


3. e* * 

6 . / * e at 
9. sen / * sen 2t 
12. u(t - 1) * / 


Aplicación del teorema de convolución. Encontrar h(t) por el teorema de convolución si H(s) 
= X{h(t)} es igual a 


(s ~ l ) 2 

1 

- 2) 2 


(s 2 + Oí 2 ) 2 

s 2 + a 2 
(s 2 - a 2 ) 2 


s(s - 1) 

1 

s(j 2 + iú 2 ) 


(j 2 + 4) 2 


{s + 1)(¿ + 2) 


s 2 (s - 3) 

1 

s 2 (s 2 + iú 2 ) 

J 2 - 0> 2 
(í 2 + iú 2 ) 2 


(í 2 + iú 2 ) 


Propiedades generales de la convolución 


25. Demostrar la ley conmutativa/* g = g*f 

26. Demostrar la ley asociativa íf* g) * v =/* (g + v). 

27. Demostrar la ley distributiva/* (g t + g 2 )=f* g x +f* g 

28. (Función delta de Dirac) Usando el teorema de convolución y tratando la función delta 
de Dirac (sección 6.4) como si fuera una función ordinaria, demostrar que 

(5 */)(/) = /(/). 

29. Deducir la fórmula del problema 28 usando f t con a = 0 (sección 6.4) y aplicando el 

teorema del valor medió para integrales. 

30. Usando el teorema de convolución, demostrar por inducción que 


. { — ! — ] , 

l(í ~ «)"J 


(n - D! 




Aplicación de la convolución a problemas con valor inicial. Usando el teorema de convolución 
resolver: 


31 . y" + y = sen3r, y(0) = 0, y'(0) = 0 

32 . y" + y = sen/, y(0) = 0, y'(0) = 0 

33 . y" + y = /, y(0) = 0, y'(Q) = 0 

34 . y" + 3 y' +2 y = e~\ y(0) = 0, y'(0) = 0 

35 ’ y "„ + 25y = 5 ' 2e ~‘’ >(0) = 1 -2, y'(0) = -10.2 

36. y" + 2y = r(t), */) = 1 si 0 < / < 1 y 0 si / > 1; y(0) = 0, y'(0) = 0 

37 . El problema del tubo cañón (problema 22, sección 2. 11 ). 
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38. y" + 3/ + 2y = r(í), r(t) = 1 si 0 < / < í 0 y 0 si í > t„; y(0) = 0, 

y'(0) = 0 

39. y" + Ay = u(t - 1), y(0) = 0, /(O) = 0 

40. y" + 3/ + 2y = 1 - u(t - 1), y(0) = 0, y'(0) = 1 

41. y" + 9y — r(t), r(t) = 8 sen t si 0 < / < ir y 0 si / > ir; y(0) = 0, 
/(O) = 4 

42. y" - 5y' + 6y = r(t), r(t ) = 4e* si 0 < / < 2 y i 0 si t > 2; y(0) = 1, 

y'(0) = -2 

43. y" + 4y = r(0. r(t) = 3 sen t si 0 < í < ir y - 3 sen / si t > ir, 
y(0) = O, y'(0) = 3 

44. y" + 3y' + 2y = r(f), r(/) = 4í si O < t < 1 y 8 sií > 1; 
y(0) = y'(0) = O 


Ecuaciones integrales 

Usando transformadas de Laplace, resolver: 


45. y(í) = 1 + f y(r)dT 
*0 

46. y(t) = senlt + j y(r) sen 2(/ 
y ) 

47. y(t) - 1 - í (t - T)y(r)dr 

48. y(t) = sen t + í y(r) sen (r - 

0 

A 

J o 

49. y{t) - te 1 - 2e l \ e“ r y(r) dr 

J o 


50. y(f) = t + e x - f y(f) cosh ( t 

- r) dr 


o 


6.7 FRACCIONES PARCIALES. 

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Se ha visto que las fracciones parciales son necesarias para obtener la solución^/) - Í£r\Y) 
de un problema a partir de la solución Y(s) de la ecuación subsidiaria, ya que Y por lo general 
resulta como un cociente de dos polinomios 


Y(s) - 


F(s) 
G(s) ’ 


y para una fracción parcial P, la inversa es fácil dé obtener usando una tabla y 
el primer teorema de traslación. 

El lector puede omitir esta sección. Use el método de fracciones parciales del 
cálculo elemental que mejor le acomode y cualesquiera recursos que faciliten la 
tarea. Consulte la presente sección en caso de que se encuentre atorado. Se procede 
de manera sistemática en el siguiente orden: 

(Caso 1) Factor s-a no repetido. 

(Caso 2) Factor (s - áy” repetido. 

(Caso 3) Factores complejos (5 - a)(s - á). 

(Caso 4) Factores complejos [(s - a)(s - a ] 2 repetidos. 
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No se consideran las potencias superiores [($ - a)(s - a)Y porque son de escaso 
interés práctico. Cada caso se discute con un ejemplo y al final se presentan las de¬ 
mostraciones para los cuatro casos. Las fórmulas de esta sección suelen conocerse 
como fórmulas de expansión de Heaviside. 

Supuesto general 

F(s) y G(s) tienen coeficientes reales y no tienen factores comunes . El grado de F(s) 
es menor que el de G(s). 
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Caso 2. Factor (s-a) m repetido 

En y= F/G, a este factor le corresponde una suma de m fracciones 

A. 

(2a) 


■» + - Am - 1 — + • • • + Al 


(s - a) m (s - a)” 1 - 1 


s — a 


Por la tabla 6.1 y el primer teorema de traslación (sección 6.3) se sigue que su trans¬ 
formada inversa es 


(2b) e. 


/ t m ~ 1 

a* ( A —- - 

V m (m - 1)! 


jm-2 

+ + ' " + 142 


Más adelante se demuestra que la constante A m está dada por 

(s - a) m F(s) 


(2c) 


A m = lím 

m 

s-+a 


G(s) 


Ti + y4l )‘ 


y que las otras constantes están dadas por 


(2d) Au = 


1 


k (m - k)\ 


lím 

S-+CL 


d m ~ k f (5 - fl) W F(5) 1 

L G{s) J’ 


ds 


m-k 


k = 1 , 


, m — 1 . 


EJEMPLO 2 factor repetido. Un problema con valor Inicial 

Resolver el problema con valor inicial 

/ - 3/ + 2y = 4/ y(0) = 1, y'(0)=-l. 

Seluekh t Por la tabla 6 .1, sección 6 . 1 , y ( 1 ) y (2) de la sección 6.2 se obtiene la ecuación subsidiaria 

s 2 Y - s + 1 - 3(jK - 1) + 2Y = 4 . 


Agrupando los términos en Y en el primer miembro y los restantes en el segundo se tiene 

„ 4 4 + s 3 - 4s 2 

(í 2 - is + 2)Y = -5 + s - 4 = -;-. 

Puesto que s 2 - 3s + 2 = 0 tiene las soluciones 2 y I, se obtiene así la representación en fracciones parciales 




3 - 4s 2 + 4 A 2 

+ — + 


B 


G(s ) s 2 (s - 2){s - I) 5 s - 2 s - 1 

Se determinan primero las constantes A t y A 1 en las fracciones parciales correspondientes a la raíz a = 0. 
Por (2c) con m = 2, 


s 2 {s 3 - 4 s 2 + 4)" i 3 - 4í 2 + 4 


¿o s 2 (-s 2 “ 3s + 2) s 2 - 3s + 2 


= 2 . 


s=Q 


A. = lím 
* s—»0 ^ 


d ís z - 4j 2 + 4\ 

\s 2 - 3. + 2 ) “ * 


J 


Por (2d) conm = 2y*=l. 
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Se determinan B y C. Por la primera fórmula de (1 c), 

n m _ , 

- O s = 2 

De las expresiones anteriores se llega a la respuesta 
y{t) = <e~HY) = <g-i té + - - — 


* 

^ ~ 2 ) 


í* r s - 2 s 


2t + 3 - e 2 * - e ». 


Caso 3. Factores complejos (s — a)(s — a) no repetidos 

Aquí a = a + /)3, por ejemplo, y ü = a - ¿0 es el conjugado complejo de a. Podría 
trabajarse en los números complejos, pero es preferible permanecer en los reales. 
Entonces a 


(s - a)(s - á) = s 2 - (a + a)s + áa 
= s 2 — 2 as + a 2 + 13 2 
= (s - a) 2 + fi 2 

le corresponde la tracción parcial 


i"» \ As + B 

^ _ ^2 + p2 ’ <l ue puede escribirse 


Afo — a) + otA + B 
(s - a) 2 A- p 2 


Por la tabla 6.1 y el primer teorema de traslación se obtiene la transformada inversa 


e al I A eos pt + 


aA + ,H 


sen pt 


Más adelante se demuestra que A es la parte imaginaria y que (aA + B)/p es la parte 
real de 

» e . 


EJEMPLO 3A 

Factores complejo* y realas no repetido*. Solución por inspección 

Resolver el problema con valor inicial 

y' V - k*y = 0, y(0) = y'(0) * y"(0) = 0, >'"(0) - 1 

Solución, Por el teorema 2 de la sección 6.2, la ecuación subsidiaria es 
s*Y - 1 - k*Y = 0, Así, 


(L * 0). 


(i 4 - k*)Y = 1. 
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Por inspección, 


T(í) = 


(s 2 + k 2 )(s 2 - k 2 ) 


2k 2 w - 


Por esta expresión y la tabla 6 .1, 


y(t) - £- 


1 {i 4 - * 4 } 


(senh kt - sen ki). 


Con esto se demuestra también la fórmula 27 de la tabla de la sección 6 .10. 

El ejemplo anterior ilustra un punto importante. Si no se observa la manera de acortar la tarea, aún 

puede obtenerse ayuda de una reducción sistemática a fracciones parciales: 

> L ■ L . í 

Y( , _ 1 ¿ 1 * + ¿2 * C 

( s 2 + ¿ 2 )(j - ¿)(j + k) s 2 + k 2 + s - k + s + k' 

En (3c) se tiene a = ik. En consecuencia, a ~ 0 y p - k. Por tanto, 

Q =1_!_ ._!_ = _ J_ 

a k (s - k)(s + k) sx=ik k(s 2 - k 2 ) 2/t 3 ' 

Esta expresión es real. Por tanto (aA + B)/{3= Q y A = 0. Por (3b) se obtiene ahora la transformada inversa 


“ ¡p sen *'* 


Además, por (le). 


(s 2 + k 2 )(s + k) 


(s 2 + ~ *) .= _] 


En conjunto, se obtiene como respuesta una expresión que concuerda con la anterior: 


¿ senkt + ¿ (ekt - e -~ kt > = 


¿3 sen¿r + ¿ senhkt - 


EJEMPLO 3B 

Oscilaciones forzadas, sin resonancia. Factores complejos no repetidos 


Resolver el problema con valor inicial 

my” + ky = K q sen pt, y(0) = 0, y'(0) = 0 


(ktm* p 2 ). 


Solución. Por la sección 2.11 se sabe que esta ecuación es el modelo matemático de las oscilaciones 
forzadas de un cuerpo de masa m sujeto al extremo inferior de un resorte elástico cuyo extremo superior 
e stá fijo (figura 106). k es el módulo del resorte y K () sen pt es la fuerza impulsora o entrada. Haciendo có = 
V k/m , la ecuación puede escribirse en la forma 


y" + ü> 0 2 y = K sen pt 


*-*). 

m) 


y = 0 (Posición de 
equilibrio) 


\ Kq sen pf 

Figura 106. Sistema oscilatorio. Oscilaciones forzadas. 
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La ecuación subsidiaria es 


La solución es 


s 2 Y + <o 2 Y = K 2 v 2 . 
0 s 2 + p 2 


Yis) = 


Kp 


(s 2 . + (Oq 2 )(s 2 + p 2 ) 


(<ti 0 2 ^ p 2 ). 


Por (3a) la forma de Y(s) en fracciones parciales es 


Y(s) = 


Kp 

( s 2 + O) 0 2 )(s 2 + p 2 ) 


As + B Ms + N 
s 2 + OJ 0 2 + s 2 + p 2 


Se determinan primero ^ y B en la fracción correspondiente a a x - a, + //?, = i(ú 0 . Asi, en (3c) se tiene 
a = a, = 0, p * 0, = ú) () y F(s) ~ Kp, de donde 


w o s-»aj 




= fl! 


p 2 - <U 0 2 


Puesto que Q 0 es real, A =0 en (3b) y Q a es el coeficiente, (cl 4 + /?)/p en (3b), con p = o) 0 . Por consi¬ 
guiente, de (3b) se obtiene la inversa 


Kp 

o 2\ ®Cn 

"0 (P - <V> 

Se determinan M y N en la última fracción, que corresponde a a 2 = a, + ip 2 = ip. En (3c) se tiene ahora 


Kp 


02 í 2 + ío 2 


Kp 


s = a2 


w n - P‘ 


y por (3b) se obtiene la inversa 


Kp 

— - = -5T sen P‘- 

P(o>a ~ P ) 


Al sumar estas dos inversas se obtiene la solución buscada 


y(t) = Z£~ l (Y) = ~2 -2 l ~ sen " scn 

n ~ ' V V w o 


P~ —-oí 

El caso con resonancia se aborda en el ejemplo 4. 


(P *\ 

\ÓT sen ~ scn pt ) 


i 


Caso 4. Factores complejos [(s - a)(s - a )] 2 repetidos 

En Y- F/G, a estos factores les corresponden las fracciones parciales 

Aj + B Cs + D 

48 [(5 - a) 2 + p 2 } 2 + (, - a) 2 + (i 2 ' 

La segunda fracción es cómo en (3a). Para la primera fracción puede usarse (3) y (2) 
de la sección 6.5 y el primer teorema de traslación. Puesto que puede escribirse As + 
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B = A(s - á) + (ocA + B ), se obtiene así como la transformada inversa de ambas 
fracciones 


at 


(4b) 


[A aA + B , I 

L2Í8 1 + 2)S 3 (sen ^ “ cos W | 

+ <? aí [C cos /fo + P S en/3/j. 


Más adelante se demuestra que las constantes de (4b) están dadas por las fórmulas 


(4c) 


A = Im RJl3, 


aA + B = Re R n , 


C = (A - Re S )/2j8 2 , aC + D = Im S/2/3 


donde Re denota la parte real e Im la parte imaginaria. 


y 


i 


I 


R a = lím R(s), 

s~+a 


S a = lím/?'(í) 

S—Kl 


R(s) = 


[(s - a) 2 + j8 2 ] 2 F(j) 
G(s) 


EJEMPLO 4 Oscilaciones forzadas, con resonancia. Factores complejos repetidos 


En el ejemplo 3B se tenía que co () 2 = klm * p 2 y no había resonancia. Se supone ahora que ©J .= p\ lo cual 
dará lugar a la resonancia. Entonces K(s) es (ver el ejemplo 3B) 


Y{s) = 


K<Og 

(s 2 + iü 2 ) 2 ' 


El denominador tiene las raíces dobles a - a + ip - ico 0 ya- -ia ) 0 , es decir, a - 0 y J3 = G) 0 . Este 
denominador se cancela en /?(s) en (4c) y se tiene tan sólo 


R(s) ~ R a = Kú) q , S a - 0. 


Por tanto, en (4c) se obtiene aA + B = K(o () , mientras que las otras expresiones de (4c) son cero. En 
consecuencia, de (4b) se obtiene la solución 

K 

yU) - %-HY) = ^^(senw 0 í - w 0 fcosw 0 /). 


El último término crece sin restricción, indicando la resonancia, como en la sección 2.11. I 


Demostraciones de las fórmulas (1c), (2c), (2d), (3c), (4c) 

En estas demostraciones, Jf^s) denota siempre la suma de las otras fracciones parcia- 
lesd $Y(s) = F(s)/G(s). 


:í 






FRACCIONES PARCIALES. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Demostración de (1c) en el caso 1 

En este caso, 


Y(s) = 


m 

Gis) 


s - a 


+ W(s). 


Al multiplicar por s - a se obtiene 

(s ~ a)F(s) . . 

- ^j - = A + (s - a)W(s). 


La primera fórmula de (le) se establece haciendo que ^ fl y observando que (s - 
a) W(s) > 0, ya que IV(s) no tiene ningún factor que pueda cancelar s-a. La segunda 

fórmula de (le) se obtiene escribiendo B 


(J - a)F{s) _ Fjs) 
Gis) G(s)/(s - a) 


y ciendo que s-+a. Entonces F(j) -> F(a) en el numerador* mientras que el deno¬ 
minador aparece como una indeterminación de la forma 0/0; al evaluar esta última de 
la manera usual, se obtiene el denominador de la segunda fórmula de (le): 


m _ 1(m _2 >l 

8-*a S Q s—*a is n) 


G'ia). 


I 


Demostración de (2c) y (2d) en el caso 2 

En este caso. 


Y(s) = 


F(s) 


m 


r + 


L m-1 


Gis) is - d) m is - a) m ~ 1 
Al multiplicar por (s - áf se obtiene 
is - a) m Fis) 


+ 


s-a 


+ W(j). 


Gis) 


+ (í + (í - a) 2 A m _ 2 + • • • + (j - a ) m Wis). 


Haciendo que s -4 a se obtiene (2c). Al derivar, 

± [ (J - fl) m F(4 l ' 

ds L Gis) J ~ A m -1 + términos adicionales que contienen factores s - a. 


Al hacer que s a se obtiene A m , según está dada por (2d) con k = m - 1. Al derivar 
otra vez se obtiene A m 2 y así sucesivamente. Con esto se demuestra (2d). I 
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Demostración de (3c) en el caso 3 

En esta demostración basta escribiros) = (s - a)(s - a ) = (s-aY + f¥. Entonces por (3a) 

Y(s) = = —rr— + W(s) (A, B reales), 

G(s) p(s) 

Se multiplica esta expresión por p(s), 

P{S ™ = As + B + p(s)W(s). 


Ahora se hace que s a. Puesto que p{a) = 0 y W(s) no tiene ningún factor que pueda 
cancelar s-a, y como a = o + 1 )3, se obtiene 


Qa = lím 

s—►a 


p(s)F(s) 

G(s) 


Áú + B — \<xA + B ) + ijSA. 


Al dividir entre fi y separando las partes reales e imaginarias en ambos miembros se 
obtiene la expresión de (3c). ■ 


Demostración de (4c) en el caso 4 

Al escribir/?^) como antes, por (4a) se obtiene 


Y(s) = 


F(s ) 
G(s) 


Aí + B Cs + D 
pHs) + p{s) 


+ W(s). 


Al multiplicar esta expresión por /^(s) se obtiene 

fl(s) = p2< ^~^ = As + B + p(s)(Cs + D) + p 2 (s)W(s). 
G(s) 

Se hace que s -> a. Entonces se obtiene, ya que p(a ) = 0, 


R a — lím/?(j) = Aa + B = (aA + B) + i$A. 

s-^a 


Al separar las partes real e imaginaría se obtienen las dos primeras fórmulas de (4c). 
Al derivar, 

R f (s) = A + p r (s)(Cs 4- D) + términos que contienen p(s). 

Aquí, de p(s) = (s - á) 2 + se obtiene p\s) = 2{s - a). Ahora se hace que s a. 
Puesto que p\s) = 2{a - a) = 2/j3, se obtiene 

S a = lím R'(s) - A + 2 ip[C(a + fj3) + £>] 

s-*a 

= (A - 2p 2 C) + 2i/B(aC + D). 

Al separar las partes real e imaginaria se obtienen las otras dos fórmulas de (4c). I 


i 
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Sistemas de ecuaciones diferenciales 


La transformada de Laplace también puede usarse para resolver sistemas de ecuaciones 
diferenciales, tarea en la que también se necesitan fracciones parciales. El método se 
explica en términos de un ejemplo típico. 

EJEMPLO 5 Modelo de dos masas en resortes 

El sistema mecánico de la figura 107 consta de dos masas en tres resortes y está gobernado por las ecua¬ 
ciones diferenciales 

( 5) y¡ = -fri + «y 2 - y\) 

y% = ~*(y 2 - >>i) - ky 2 , 

donde k es el módulo de cada uno de los tres resortes, y, y y, son los desplazamientos de las masas desde 
sus respectivas posiciones de equilibrio estático; se desprecian las masas de los resortes y el 
amortiguamiento. La derivación de (5) es similar a la de las ecuaciones diferenciales de la sección 4.1. 

Se determinará la solución correspondiente a las condiciones iniciales ^,(0) = l,j^Q)* '( 0 ) = JTk , 

y i ,(0) = ■ Sean Y > = Wy y ) y y 2 = $<y 2 ). Entonces por (2) de la sección 6.2 y las condiciones iniciales se 

obtienen tas ecuaciones subsidiarias 

í 2 K¡ - j - VJk = -¿Kj + k{Y 2 - yj) 

s 2 Y 2 - s + VJk = — k(Y 2 - Y t ) - kY 2 . 

Este sistema de ecuaciones algebraicas lineales en las incógnitas Y , y y, puede escribirse 

(s 2 + 2k)Y í - kY 2 = s + V3* 

-kY t + (f2 + 2 k)Y 2 = j - V3 k: 


Por la regla de Cramer (sección 7.9) o por eliminación se obtiene la solución 

v _ ^ + V3 *)(í 2 4- 2 k) + k{s - VJk) 

1 (í 2 + 2k) 2 - k 2 

y _ (J 2 + 2k)(s - V3*) + k(s + VJk) 

2 ~ (** + 2 k) 2 - k 2 “ • 



Figura 107. Ejemplo 5. 
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Las representaciones en términos de fracciones parciales son 

* V3t , s VÜ 

~ i 2 + * + s 2 + 3* ’ Y2 “ s 2 + k s 2 +. 3 k ' 


Por tanto, la solución del problema con valor inicial planteado es 

yi (t) = 2 _1 () , 1 ) = Cos Vkl + sen V3i/ 
y 2 (t) '= iÉ _1 (y 2 ) = eos Vkt - sen y/Jkt. 


Se observa que el movimiento de cada masa es armónico (¡el sistema es no amortiguado!), siendo la 
superposición de una oscilación “lenta” y una “rápida”. 1 


Problemas de la sección 6.7 


Usando fracciones parciales, encontrarlo si ££(/)'es igual a 


1. 

1 

2. 

5-3 

3. 

3 s 

oT 

1 

£ 

i 

5* - 1 

s 2 + 2s — 8 

4. 

5+12 

5. 

5 + 13 

6. 

-5 + 4.5 

5 2 + 4í 

5 2 + 25 + 10 

s 2 + 2.25 

7. 

s 2 - 65 + 4 

8. 

5 

9. 

3 

1 

0 

í 3 - 3j 2 + 2 s 

(s - 2) 3 

(5 - 2) 2 

10. 

s 

11. 

s 2 + s — 2 

12. 

S 2 + 25 

s 2 + 2s. +. 2 

(5 + 1) 3 

(5 2 + 25 + 2) 2 

13. 

-25 3 + 265 

14. 

5+1 

15. 

5 3 + 35 2 — 5 — 3 

5 4 - IO 5 2 + 9 

5 2 + 4s + 13 

(5 2 + 25 + 5) 2 

16. 

Ó5 2 - 265 + 26 

17. 

s 3 + 6 j 2 + \4s 

18. 

S* + 3(5 + l) 3 

5 3 - 65* + 115 - 6 

(5 + 2) 4 

s 4 (j + l) 3 

19. 

25* - 35 

20. 

5 3 - 75 2 + 145 -9 



1 

1 

(5 - D 2 (5 - 2) 3 




21. Resolver el problema 1 por convolución. 

22. Comprobar el resultado del ejemplo 1 (i) resolviéndolo en el sentido inverso, (ii) usando 
el teorema 3 de la sección 6.2, (iii) por métodos de convolución. 


Algunas inversas en términos de funciones hiperbólicas. Demostrar que 

23. —-—il = (cosh at sena/ - senh at eos at) 

[j 4 + 4a 4 J 4 a ó 

- f í 2 1 1 

25. g - 1 - 7-7} = — (cosh at sen at + senh ai eos at) 

1s 4 + 4a 4 J 2a 

25 <£-i í-—- 

* U 4 + 4a 4 


I = posh at eos at f 


E 
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Sistemas de ecuaciones diferenciales. Resol ver .los siguientes problemas con valor inicial por 
medio de transformadas de Laplace. 

27. y[ = -y 2 , y 2 = y v y^O) = 1, y 2 (0) = 0 

28. yj + y 2 = 2 eos t, + y' ^ 0, yjíO) = 0, y 2 (0) = 1 

29. yj = -y, + y 2 , y 2 = -y 2 - y 2 , y^O) = 1, y 2 <0) = 0 

30. y[ = 6yj + 9y 2 , y 2 = y x + 6y 2 , y,(0) = -3, y 2 (0) = -3 

31. y¡ = 2y t + 4y 2 , y 2 = yj + 2y 2 , y,(0) = -4, y 2 (<0) = -4 

32. yj = -y, + 4y 2 , y 2 = 3y, - 2y 2 , y^O) = 3, y 2 (0) = 4 

33. y[ = 2yy - 4y 2 , ,y 2 = y x - 3y 2 , y^O) = 3, y 2 (0) = 0 

34. y[ = 5y t + y 2 , y' 2 = y t + 5y 2 , y^O) = -3, y 2 (0) = 7 

35. y[ = - 2yj + 3y 2 , y 2 = 4yj - y 2 , y^O) = 4, y 2 (0) = 3 

36. y" + y 2 = - 5 eos 2í, y 2 + y¡ = 5 eos 2t, 

y^O) = 1, y¡(0) = 1, y 2 (0) = -1, y'(0) = 1 

37. y" = y i + 3y 2 , y 2 = 4y, - 4c‘, 

yj(0) = 2, yí(0) = 3, y 2 (0) = 1, y'(0) = 2 

38. y'/ = -5yj + 2y 2 , y 2 = 2yj - 2y 2 . . , 

y,(0) = 3, y 2 (0) = 1, y¡(0) = y¿(0) = 0 

39. y' + y 2 = 2 senhí, y 2 + y 3 = e‘, y 3 + y| = 2e l + e~ *, 
y,(0) = 1, y 2 (0) = 1, y 3 (0) = 0 

40. 2yJ - y 2 - y 3 = 0, y[ + y 2 = 4/ + 2,. y 2 + y 3 = í 2 + 2, 
y,(0) = y 2 (0) = y 3 (0) = 0 ' 


6.8 FUNCIONES PERIÓDICAS. APLICACIONES ADICIONALES 

Las funciones periódicas aparecen en muchos problemas prácticos y en la mayoría de 
los casos son más complicadas que las funciones coseno y seno. Este hecho justifica 
el tema de la presente sección, que es un tratamiento sistemático de la transformación 
de funciones periódicas. El texto y los problemas de la sección también incluyen 
aplicaciones adicionales. 

Sea/(0 una función que está definida para toda t positiva y que tiene el perio¬ 
do p (>0), es decir, 


/(/ + p) — f(t) para toda t > 0. 

Si/0 es continua por secciones en un intervalo de longitud/?, entonces su transforma¬ 
da de Laplace existe y la integral de cero a infinito puede escribirse como la serie de 
integrales con respecto a periodos consecutivos: 

* p 2p 3p 

<£(/) = I e -*f(t)dt = I e’ st fdt + e~ st fdt + I e~ st f dt + • ■ • . 

J o J o p J 2p 



350 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Si se sustituye :/= r + /? en la segunda integral, / = r+ 2p en la tercera, ••*,/= t + (« 
- \)p en la w-ésima integral, * * *, entonces los nuevos límites en todas las integrales 
son 0 y p. Puesto que 


/(r + p) = /(r), /( t + 2 p) = /(r). 


etc., se obtiene así 
■p 

o 


/■P pP i~p 

£(f) = J e- ST f(r)dr + J e~^ + ^f(r)dr+ J e -*+2P>/ (r ) ¿r + 


Los factores que no dependen de rpueden sacarse de los signos de integral; se obtiene así 

r p 

= [l + e ~sp + + • * •] J e- S7 f(r}dr . 


La serie entre corchetes [* • •] es una serie geométrica cuya suma es 1/(1 - e ps ). Con 
esto se establece el siguiente resultado. 


Teorema 1 (Transformada de funciones periódicas) 


La transformada de Laplace de una función periódica y continua por secciones fij) 
con periodo p es 


( 1 ) 



(s > 0). 


EJEMPLO 1 Onda cuadrada periódica 

Encontrar la transformada de la onda cuadrada ilustrada en la figura 108. 

Solución. Se usa (1). Puesto que p = 2a , por integración directa y simplificación se obtiene 

2(f) = ke-^dt + [ {-Ve-**) 

1 e H a ' 

k 1 - 2g -as + e- 2 ™ k/ l- 
_ i (1 + ? _os )(I - i- -0 *) “ i \1 + i - ®*/ 

k e~ asl2 (e asl2 ~ e-™ 12 ) k 2 senh (ai/2) 

- 7 e -a./2 (e <H/2 + e-™ 12 ) ~ s 2 cosh (ai/2) ' 


\f(t) 




\ 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


1 

a 

— 1,1 r . 

2 a 

3a 

t 

1_ 

-1 

1- 



Figura 108. Ejemplo 1. 
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Por tanto el resultado es 


W) = - tanh — . 
s 2 


También puede obtenerse una forma elegante pero más útil del resultado si se describe 


m) = 


s\\+ e-<* 




EJEMPLO 2 Onda triangular periódica 

Encontrar la transformada de la función periódica ilustrada en la figura 109. 

Solución. Se observa que g(*) es la integral de la función/*) con k = 1 en el ejemplo 1. Por tanto, por el 
teorema 3 de la sección 6.2, 

2 (g) = -2(f) = 4; tanh ■ 



0 2 a 4 a t 

Figura 109. Ejemplo 2. 


EJEMPLO 3 Rectificador de media onda 

Encontrar la transformada de la siguiente función/*) con periodo p = ItíIw. 

rsentü* si 0 < * < irlo). 


0 si rríu> < t < 2irlü>. 


Obsérvese que esta función es la rectificación de media onda de sen cu* (fjgura 110). 
Solución. Por (1) se obtiene 


m> = 


| _ £>—2tts/w 


Itttú 

I 


sen tot dt. 


Usando I - e~ M “-(1 + 1 - e -«») e integrando por partes o bien observando que la integral es la 

parte imaginaria de la integral 


>(-s+úü)t 


S + Ííü)t 


s + ico 


— s — 1(JÚ 
í 2 + 0,2 ( ~ e ' 



3 nfco t 


Figura 110. Rectificación de media onda de sen 
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se obtiene el resultado 


W) - 


oKl + <?"**'“) 


(s 2 + o> 2 )(l - e ~ 2ml “) (í 2 + <u 2 )(l - 


EJEMPLO 4 Onda diente de sierra 

Encontrar la transformada de Laplace de la función (figura 111) 


/(/) = - t si 0 < / <i.p, f(t 4- p ) /(/). 

P 


Solución. Al iniegrar por partes se obtiene 

.P 

'o 


/■P * p i /*P 

I e” st / dt = — e~ st + - I e "* 1 dt 
J 0 * 0 * J 0 


= - - e-w - \ (r”*P - 1), 
s s £ 


y por (1) se llega al resultado 


k ke~v s 

2(f) = — - 


ps 2 í( 1 - e -ps ) 


(í > 0). ■ 



Figura 111. Onda diente de sierra. 


EJEMPLO 5 Función escalera 

Encontrar la transformada de Laplace de la función escalera (figura 112) 

g(l) - kn [np < t < (n + 1 )p, n ~ 0, 1, 2, ■ ■ *]. 

Solución. Puesto que git) es la diferencia de las funciones h{t) - kt/p (cuya transformada es kips 1 ) y j{t) 
del ejemplo 4, se obtiene 


*(*) - sm - m = — -T . 

j(l - e ***) 


(s > 0). ■ 



Figura 112. Función escalera. 
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Se llega así al final del capítulo 6 (excepto por las tablas de las secciones 6.9 y 
6.10). La aplicación de la transformada de Laplace a ecuaciones diferenciales par¬ 
ciales se explica en la sección 11.13. 

Asimismo, este es el final de la parte A sobre ecuaciones diferenciales ordinarias. 
A continuación se abordan las ecuaciones diferenciales parciales Junto con series de 
Fourier, en los capítulos 10 y 11 y los métodos numéricos para ecuaciones diferen¬ 
ciales tanto ordinarias como parciales en el capítulo 20. 


Problemas de la sección 6.8 

Transformadas de Laplace de funciones periódicas. Trazar las siguientes funciones, las cua¬ 
les se supone tienen el periodo 27T, y encontrar sus transformadas. 


1. 

su) = 

ir - t (0 < t < 2ir) 

2. 

SU) 

= t(0 

< / < 2ir) 

3. 

m = 

Air 2 - t 2 (0 < / < 2 ir) ' 

4. 

SU) 

= / 2 (0 

V 

-K. 

V 

5. 

m = 

e x (0 < t < 2 ir) 

6. 

SU) 

= sen \t 

(0 < / < 27t) 


/(o = 

físi0</<i7- 



í 1 

si 0 < t < 7T 

7. 

L 

8. 

SU) 

= \ 



lO si ir< t < 2ir 


l-l 

SÍ7T<r<2lT 


tu) - 

f t si 0 < / < ir 



f 0 

si 0 < / < i 

9. 

lir - t si ir < t <2ir 

10. 

SU) 

= \ 




U- 

7T SÍ 7T < t < ‘ 


11. ¿Cómo puede obtenerse la respuesta del problema 9 a partir de las respuestas de los 
problemas 7 y 10? 

12. Resolver el problema 10 aplicando el segundo teorema de traslación (sección 6.3) al 
problema 7. 

13. Aplicar el teorema 1 a la función^/) = 1, que es periódica con cualquier periodo p. 

Rectificadores de media onda y de onda completa 

14. Encontrar la transformada de Laplace de la rectificación de media onda de -sen (út 
(figura 113). 


T_, 

0 2iclo> Aitftís t 

Figura 113. Problema 14. 

15. Encontrar la transformada de Laplace de la rectificación de onda completa de sen (út 
(figura 114). 



0 2 nlfú Antas t 


Figura 114. Problema 15. 
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16. Encontrar la transformada de Laplace de la rectificación de onda completa |cos OM | de eos cal. 

17. Resolver el problema 14 aplicando el teoréma 2, sección 6.3, al resultado del ejemplo 3. 

18. Comprobar la respuesta del problema 15 usando los resultados del ejemplo 3 y el proble¬ 
ma 14. 


Modelos de circuitos eléctricos 

19. Usando transformadas de Laplace, demostrar que la corriente i(t) en el circuito RLC de la 
figura 115 (fuerza electromotriz V 0 constante, corriente y carga iniciales cero) es 

( (Ki<o*)e~ at sen a>*t si o t* 2 >0 

Kte~ ai si oí* 2 = 0 

(Kip)e~ at senh fit si w* 2 = - p 2 < 0; 

aquí K = Vju a = R/2L, fi^ 2 = (l/¿Q- a 2 . 

20. Encontrar la corriente en el circuito del problema 19, suponiendo que la fuerza electromotriz 
aplicada en / = 0 es V 0 sen pt y que la corriente y la carga en r = 0 son cero. 

21. Encontrar la corriente en el circuito RLC de la figura 115 si una batería de fuerza 
electromotriz V 0 se conecta al circuito en t - 0 y se pone en corto circuito en t — a. Suponer 
que la corriente y la carga iniciales son cero y que ttí* 2 , según se definió en el problema 19, 
es positiva. 


R 



Interruptor q 

Figura 115. Problema 19. 


22. Encontrar la corriente de estado estacionario en el circuito RL de la figura 116. 


hv(t) 




- 

0 c 

i 2 

a 3 

a 4 

V{ l) 

a t ^- \SíSLSU - 


Figura 116. Problema 22. 


23. Resolver el problema 22 sin usar transformadas de Laplace. 
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24. Encontrar la corriente /(/) en el circuito de la figura 117, suponiendo que /(O) = 0. 



Figura 117. Problema 24. 


25. Encontrar la corriente de estado estacionario en el circuito (je la figura 1176, si v(r) = / 
cuando 0</<lyv(/+l) = v(r) como se ilustra en la figura 118. 



Figura lia. Problema 25. 


26. Encontrar la respuesta a la onda rampa del circuito RC de la figura 119, suponiendo que el 
circuito está inactivo en / = 0. 


v(t) 



0_ 

0 1 


I 

v(t 

l 


C 

11 


R 

W\A 


Figura 119. Problema 26. 


27. Resolver el problema 26 sin usar transformadas de Laplace. Explicar la razón del salto de 

i{t) en t = I. 

28. Resolver el problema 26 por medio de transformadas de Laplacé, empezando con la 
ecuación de la forma Ri'+ (\/C)i = v'. . 

29. Encontrar la corriente /(/) en el circuito /?Cde la figura 119 cuando v(r) = sen tur (0 < / < 
7í/(oy v(t) = 0 (t > Ttico) e /(O) = 0. 
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30. Por el circuito de la figura 120 fluye corriente estacionaría con el interruptor cerrado. En 
/ = 0 el interruptor se abre. Encontrar la corriente i(0- 

31. Un capacitor (C - 1 faradio) se carga con el potencial V {) = 100 volts y se descarga empe¬ 
zando en t - 0 al cerrarse el interruptor de la figura 121. Encontrar la corriente en el 
circuito y la carga en el capacitor. 


¿e 5 henrys 


|— 


Vo == 4 volts C= 1 faradios: 


V\AA 


Interruptor 


R = 2 ohms 

Figura 120. Problema 30. 


L * 16 henrys 




r 

Lj 


dzz C» 1 faradio 


ü » 17 Ohms 

Figura 121. Problema 31. 


Modelos de sistemas mecánicos 

32. (Control automático de la presión) En la figura 122 se muestra un sistema de con¬ 
trol automático de la presión y(t) es el desplazamiento, donde y ~ 0 corresponde a la 
posición de equilibrio debida a una presión constante dada. Se hacen los siguientes 
supuestos. El amortiguamiento del sistema es proporcional a la velocidad y*. Para t < 0, 
el sistema se encuentra en reposo, fin- / * 0 la presión se aumenta de improviso en la 
forma de una función escalón unitario. Demostrar que la ecuación diferencial corres¬ 
pondiente es 

m y” + cy f + ky = Pu(t) 

(m = masa efectiva de las partes móviles, c = constante de amortiguamiento, k — módulo 
del resorte, P = fuerza debida al aumento de la presión en t = 0). Usando transformadas de 
Laplace, demostrar que si c < 4 mk, entonces (figura 123) 

y(í) = ~ [1 — e~ at Vi + (a/ü>*) 2 eos (<o*t + 0)] 

A 

donde a = c!2m, co* = J(klm) - a 2 (> 0), tan 0 = -oúaf. 




Figura 122. Problema 32. Figura 123. Desplazamiento y(f) 

en el problema 32. 


¡ 
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33. Resolver el problema 32 cuando c 2 > Amk y cuándo c* = 4mL 

34. (Volantes) Dos volantes (con momentos de inercia A/ ( y M 2 ) están conectados por una 
flecha elástica (con momento de inercia despreciable) y están girando con una velocidad 
angular constante <ú. En t = 0 se aplica un par retardador constante P al primer volante. 
Encontrar la velocidad angular subsecuente v(r) del otro volante. 

35. Con las mismas condiciones que en el problema 34, pero con el par retardador aplicado 
sólo durante el intervalo 0 < / < 1, encontrar v(r). 


Modelo de dos circuitos acoplados por inductancia. Los circuitos de la figura 124 están 
acoplados por inductancia mutua M y en t = 0 las corrientes /,(/) e i 2 (t) son cero. 

36. Aplicando la ley de las tensiones de Kirchhoff (sección 1.8), demostrar que las ecuaciones 
diferenciales de las corrientes son 

Lji’i + /fjíj - Mi 2 + V 0 u{t), L 2 ¿2 + R 2 i 2 = Mi[ 

donde u(t) es la función escalón unitario. Haciendo i£(/,) = I^s) y %(i 2 ) = / 3 (í), demostrar 
que las ecuaciones subsidiarias son 


y 

L x sl 1 + R 1 I 1 = MsI 2 + , L 2 sI 2 + R 2 I 2 = MsL. 

s 

Suponiendo que A s L X L 2 - KP > 0, demostrar que la expresión para / 2 , obtenida al resol¬ 
ver estas ecuaciones algebraicas, puede escribirse 


2 ($ + a ) 2 + oí * 2 


donde K=A ' a= (2A) l (R x ¿ 2 + /?/,), af 1 = A X R X R 2 - o 2 . Demostrar que /,(/) = ¡t\l 2 ) 

es de la misma forma que /(/) en el problema 19, donde las constantes K, ay (ü* son ahora 
las definidas en el presente problema. 

37. Demostrar que si A = 0 en el problema 36, entonces i 2 (t) = K Q e ", donde K = BVM a = 
BR x R r B = (R x L 2 + R 2 L x yK 

38. Suponer que en el primer circuito de la figura 124 el interruptor está cerrado y una 
corriente estacionaria VJR X está fluyendo en él. En / = 0 el interruptor se abre. Encon¬ 
trar la corriente secundaria í* 2 (/). Sugerencia. Obsérvese que /,(0) = VJR X y que 1 - 0 
cuando t > 0. 

39. Encontrar / ( (f) en el problema 38, suponiendo que ai* 2 > 0. 

40. Comprobar los detalles en los cálculos del ejemplo 3. 


Ri 



Figura 124 Problemas 36-39. 
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6.9 TRANSFORMADA DE LAPLACE: 
FÓRMULAS GENERALES 


Fórmula 


Nombre, comentarios 


oo 

F(s) = ¡£{f(t)} = j e-*f(t) dt Definición de transferíanla 


/(/) = 


Transformada inversa 


<£{«/(/) + **(*)} = a${fU)} + bX{g(t)} 


Linealidad 


m') = mí) - /(O) 

£?(/") = - sf(0) - /'(O) 

<£(/<") = s n %(f) - s"- 1 /(0) - • 


£\) /(t) dr > = - W) 


/(n-»(0) 


Derivación de 
una función 


Integración de una función 


%{e at f(t)} = F(s - a) 
2~ l {F(s - a)} = e at f(t) 


Traslación s 6.3 

(Primer teorema de traslación) 


2{/(f - - á)} = e-“F(í) 

= f(t - a)u(t - a) 


Traslación t 6.3 

(Segundo teorema de traslación) 


£{//(')} = —F'(s) 


- í 


F(s)ds 


(f * g)W = f f(r)g(t - t) dr 
*0 

= f fU ~ r)g(r) dr 
J o 

m * g) = mmg) 


Derivación de la transformada 


Integración de la transformada 


Convolución 


1 — e 


fe-«M dt 


f periódica con periodo /? 6.8 
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6.10 TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE 


En las referencias /AS/y /A8] del apéndice 1 se encuentran tablas más extensas. 


_ m = zm} 

1 1 ts 

2 l/s 2 

3 l/f n , (/i = 1, 2, • • •) 

4 Ws 

5 l/s 312 

6 Ms a (a > 0) 


/ n -V(a - 1)! 
1/Vwí 

iVthr 

/ a -VT(«) 


s - a 


(í - a) 2 



te* 

1 

(í - a) n 

1 

(j - a ) k 

(n = 1, 2, • • •) 

(* > 0) 

1 

(n - 1)! 

1 i*' 1 

m 

1 

(i - a)(s 

- b) 

(a ¥* b ) 

1 

(a - 6) ^ 

s' 

(s - a)(s 

~) 

(a ¥= b) 

(a - ¿>) ( ‘ 


fn-l € at 


(e°* - e bt ) 

( ae* - be bt ) 


í 2 + w 2 

■r 

í 2 + O) 2 


— seno)/ 

íl> 


eos ¿0/ 


í 2 - a 2 


- senhar 
a 


s 2 - « 2 


cosh a/ 


(í - a) 2 + o/ 2 

18 - s -~ a 

- a) 2 + a> 2 


— e at sen wt 


e at eos iút 


í(j 2 + o> 2 ) 

1 

s 2 (s 2 + a> 2 ) 

1 

(s 2 + (O 2 ) 2 


(1 — eos iút) 
ar . 

1 , 

^3 {<út - sen <út) 

r—3 (sen oj/ - eos atf) 
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Tabla de transformadas de Laplace (continuación) 


F(s) = 


m 


Secc. 


22 

23 

24 


(i 2 + a? 2 ) 2 
i 2 

(i 2 + ü> 2 ) 2 
i 


— sen a>f 

2ít> 


r— (sen <út + wt eos tot) 

2w 


) 6.5 


(i 2 + « 2 )(í 2 + b 2 ) 


(a 2 b 2 ) 


b 2 - a 2 


(eos at - eos bt) 


25 

26 

27 

28 


i 4 + 4k 4 


i 4 + 4¿ 4 
1 

i 4 - k 4 
s 


k 4 


77 ^ (sen kt cosh ki 
4 k á 


eos kt senh kt) 


lk 2 


sen kt senh kt 


j£¡($etihkt - sen kt) 


—2 ( cos h kt ~ eos kt) 


6.7 


29 

30 

31 


Ví - ¿2 - Vi - b 

\ 

_1_ 

Vi + a Vi + b 
1 


Vi 2 + a 2 


(e 


bt 


e at ) 


iVwt* 
e -<a + bm ¡0 (±Z± ^ 

J 0 (at) 


5.7 

5.5 


32 

33 


(i - á) m 

1 

(i 2 - a 2 ) k 


(k > 0) 


—P= e at (\ + 2a/) 
V 7TÍ 

Vi / / \ fc ~ 1/2 

rw VW 


5.7 


34 

35 


e*"/i 


,-as 


u{t - a) 
«(/ - a) 


6.3 

6.4 


36 

I e k/s 
i 

J 0 (2VJS) 

37 

-?... p -k/s 

Vs" 

,— eos 2 VÜf 

Vñí 

38 

i3/2 


39 

a > 0) 

* £ .—Ic2/4t 

2 


5.5 


40 


- In i 

i 


ln / — y (y*0'.5772) 


5.7 


(continúa) 
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Tabla de transformadas de Laplace (continuación) 



Cuestionario y problemas de repaso del capitulo 6 

1. ¿Qué se entiende al decir que la transformada de Laplace es una operación linean ¿Por 
qué este hecho tiene importancia práctica? 

2. ¿Todas las funciones continuas tienen transformada de Laplace? (Dar una razón o un 
contraejemplo.) 

s jsíjsst puede “” r u “ upi *“ ? «o-»»i»= 

4 - f P0 :. qué , eS de imp ° r rtancia el W d °s Unciones continuas que son diferentes 

también tienen transformadas de Laplace diferentes? 

5. ¿Cual es el objetivo del método de la transformada de Laplace? ¿Cuáles son sus ventajas 
en comparación con el método clásico? J 

6 ‘ clásico"* tip ° de pr0blemas se prefcriría la transformada de Laplace sobre el método 

7. ¿Qué se entiende por ecuación subsidiaria? 

8 - yna funcÍónX^ m ° rÍatranSf0rmada de La P lace de la derivada de 

9. ¿Qué sabe el lector acerca de la derivación y la integración de transformadas*’ 

10. Si se conoceyf/) “¿¿-'{Ffs)}, ¿cómo se encontraría ^‘{f^yj 2 }? 

^ n U d á ¿ ? eS la diferencia entre la translación por el primer teorema de traslación y el se- 

12. Demostrar que e + a)> (Usar uno de los teoremas de traslación ) 

13. ¿Es válida la igualdad m,)g(t)) = mWmW ¿O qué ocurre con ella? 

14 ‘ que ÍÍretp!.eá 8 a? dad Í /<T¥, “ ^ J/ ( '~ ^ ^ (Dar Una r3ZÓn que j ustifi - 

15. Obtener la transformada de Laplace de r a partir del teorema 2 de la sección 6.2. 
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Encontrar la transformada de Laplace de la función dada 


16. e _2t eos 3/ 
19. cosh 2 t 
22 . / * e~ 2t 
25. r 1 sen / 


17é e -f sen 2 - 77 / 
20 . senh 2, 2 1 
23. eos 2 / 


18. tu{t - 2 ) 

21 . sen / + t eos í 
24. í 3 w(/ - 1) 


Encontrar la transformada inversa de Laplace de la función dada. 


26. 


29. 


32. 


35. 


5 ^ + 3 

5 2 + 4 


27. 


30. 


ü) eos 0 + s sen 0 


5 2 + ü) 


33. 


í 4 - 75 3 + 135 2 + 45-12 
5 2 (5 - 3)(5 2 - 35 + 2) 


5 ~ 2 

5 2 + 25 + 10 

5 2 + 2 

5 3 + 45 

5 2 - 65 + 4 
5 3 - 35 2 + 25 


28. 


1 - 25 3 


31. 


34. 


8 


5 4 ~ 25 3 
35* - 25 - 1 
(5 - 3)(5 2 + 1) 


Usando transformadas de Laplace, encontrar y(/) que satisfaga la ecuación y las condiciones 
dadas. 

36. y" + y = 8(t - 2), y(0) = 2.5, /(O) = 0 

37 . / + 9y = 1.8w¡tf - 3), y(0) = y'(Ó) - 0 

38. y" + y = 0 siO < t < 1 y t - 1 si t > 1 ; y( 0 ) = y'( 0 ) = 0 

39 . y" + y = 0 siO < í < 2 tt y e~ {t ~ 2ir) si t > 2rr\ y(0) = y'(ó) = 0 

40. y" + 3y' + 2y = u{t - 2), y(0) - y'(0) = 0 

41. y" - 2y' + 2y = 2e t eos /, y(0) = 1.5, y'(0) =1.5 

42. y" + 2y' + 5y = / - 0.04 8(t - rr\ y(0) = -0.08, y'<0) = 0.2 

43. y" - 4y' + 4y = (3 / 2 + 2)e\ y(0) = 20, y'(0) = 34 

44 y« + 4 y' + 3y = t - 1 si 1 <t < 2 y 0 en caso contrario; y( 0 ) = 2. 

y'( 0 ) = -2 

45. y" + 4y = 5(/ - ir) — ${t - 2tt), y(0) = 0, y'(0) = 2 

46. y(/) = 1 - senh / + f (1 + r)y(í - r) dr 

J o 

r t 

47. y(/) = cosh 3 1 - 3e 2t J y(r)e~ 3T dr 

J o 

48. y(/) = / 2 + ^/ 6 - J y(r)(/ - r ) 3 dr 

*o 

Modelos de sistemas masa-resorte, circuitos, redes 

Resolver los siguientes problemas usando transformadas de Laplace. 

49. Demostrar que el modelo e la figura 125 (sin fricción , sin amortiguamiento) es 


= -Ajyj + k 2 (y 2 - y x ) 
m 2>2 = - k 2^2 ~ 
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Figura 125. Sistema do los problemas 49-52. 


50. En el problema.49, sean - m 2 = 10 kg, k l = k¿ = 20 kg/s 2 , k 2 ~ 40 kg/s 2 . Encontrar la 

solución que satisface las condiciones iniciales y,( 0 ) = y 2 ( 0 ) r. 0 ,y/( 0 )- 1 m/s,y 2 '( 0 ) -- 
1 m/s. 

* s ' . f • v\ 

51. Resolver el problema 50 suponiendo quey,(0) = y 2 (0) = 1 ni, y, '(0) - y 2 '(0) = 0, con los 

solución que satisface las condiciones iniciales y^O) =y 2 ( 0 ) *= Oí yi’( 0 ) ^ 1 m/s, y 2 '( 0 ) = 
-lm/s. 

52. Resolver el problema 50 por uno de los métodos clásicos. 

53. Encontrar la corriente /(/) en el circuito RC de la figura 126, donde R- 10 ohms, C ~ 0.1 fara¬ 
dios, e{t) - 10 1 volts si 0 < t < 4, e(t) ~ 40 volts si t > 4 y la carga inicial en el capacitor es 0. 



54. Encontrar la carga q(t) y la corriente i(t) en el circuito LC de la figura 127, suponiendo 
que L - 1 hemy, C = 1 faradio, e(t) = 1 — e / si 0 < í < te, e(t) = 0 si / > 7ry que la corriente 
y la carga iniciales son cero. 


C -T" 



Figura 127. Circuito LC. 


55. Encontrar la corriente í(í) en el circuito RLC de la figura 128, donde R = 160 ohms, L = 20 
henrys, C = 0.002 faradios, e(t) = 37 sen I Oí volts, suponiendo corriente y carga iniciales 
cero. >, . , 


C 



e(t) 

Figura 128. Circuito RLC. 
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56. Demostrar que, por la ley de las tensiones de Kirchhoff (sección 1,8), las corrientes en la 
red de la figura 129 se obtienen a partir del sistema 

> ; Li[ + R(i x - í 2 ) = e(t) 

- i[) + i i 2 = 0 

57. Resolver el sistema del problema 56, donde R = 1 0 ohms, L = 20 henrys, C = 0.05 faradios, 
e - 20 volts, i,(0)0, / 2 (0) - 2 amperes. 

58. Demostrar que en el problema 57 se tiene ¿i(0 -» 2, / 2 (0 -> 0 cuando t -» co. ¿Puede 
concluirse lo anterior directamente de la red? 

59. Resolver el sistema del problema 56, dónde /? = 0.8 ohms, L ~ 1 henry, C= 0.25 faradios, 
e(t) = j t + ■§£ volts, /(O) = 1 ampere, í 2 (0) = -3.8 amperes. 



60. Establecer el modelo de la red de la figura 130 y encontrar la solución, suponiendo que 
todos las caigas y corrientes son 0 cuando el interruptor está cerrado en t = 0. Encontrar los 
límites de ip) e ip) cuando t (i) a partir de la solución, (ii) directamente de la red 
dada. 


í 

e = 60 volts 

t 


L- 5 henrys 

-npn^- 

Interruptor 



R 1 = 20 ohms 


vw 


R 2 = 30 ohms 


Figura 130. Red en el problema 60. 


C = 0.05 faradios 


Resumen del capítulo 6 

Transformadas de Laplace 


La finalidad principal de las transformadas de Laplace es la solución de 
ecuaciones diferenciales y sistemad de estas ecuaciones, así como de los pro¬ 
blemas con valor inicial correspondientes. La transformada de Laplace F(s) 
= ££(/) de una función flj) está definida por (sección 6.1) 

( 1 ) - F(s) = ¡£(f) = f e~ st f(t) dt. 

J o 
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Esta definición se encuentra motivada por la propiedad de que la derivación de 
/con respecto a t corresponde a la multiplicación de la transformada F por s ; en 
términos precisos (sección 6.2): 

(2) W) = sWf) ~ /(O), 

m") = s 2 m> - s /(o - /'(o), 

etc. Por tanto, al tomar la transformada de una ecuación diferencial dada 

(3) y" + ay 9 + by = r(t) 

y escribiendo %Xy) = K(¿) se obtiene la ecuación subsidiaria 

(4) (,s 2 + as + b)Y = 2(r) + 5/(0) + /'(O) + a/(0). 


Aquí, para obtener la transformada £(r) puede obtenerse ayuda de la pequeña 
tabla de la sección 6.1 o de la tabla grande de la sección 6.10. En el segundo 
paso se resuelve algebraicamente la ecuación subsidiaria para f(5). En el tercer 
paso se determina la transformada inversa y(t) = ‘(f), es decir, la solución del 

problema. Por lo general este es el paso más difícil y en él puede usarse de 
nueva cuenta una de las dos tablas. Y(s) será con frecuencia una función racio¬ 
nal, por lo que la inversa 5t'(Y) puede obtenerse por reducción a fracciones 
parciales (sección 6.7) si no se observa una manera más simple. 

El método de Laplace evita la determinación de una solución general de la 
ecuación homogénea y tampoco es necesario determinar los valores de las cons¬ 
tantes arbitrarias en una solución general a partir de las condiciones iniciales; 
en vez de ello, éstas pueden insertarse directamente en (4). Dos hecho adiciona¬ 
les justifican la importancia práctica de la transformada de Laplace. Primero, 
posee algunas propiedades fundamentales de las que se derivan técnicas que 
simplifican la determinación de transformadas e inversas. En la sección 6.9 se 
enlistan algunas de las más importantes, acompañadas de referencias a las sec¬ 
ciones correspondientes. En las secciones 6.3 y 6.4 puede encontrarse más so¬ 
bre la discusión del uso de funciones escalón unitario así como de la función 
delta de Dirac y en la sección 6.6 se explica la convolución. Segundo, como 
consecuencia de dichas propiedades, el presente método se presta particular¬ 
mente para manejar el segundo miembro r(t) dado por diferentes expresiones 
en diferentes intervalos de tiempo, por ejemplo, cuando r{t) es una onda cua¬ 
drada, un impulso o una expresión de una forma como r(0 = eos / si 0 < t < Alt 
y 0 en caso contrario. 

La aplicación de las transformadas de Laplace en ecuaciones diferenciales 
parciales se aborda en la sección 11.13. 
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ÁLGEBRA LINEAL, 
CÁLCULO VECTORIAL 


Capítulo 7 
Capítulo 8 

Capítulo 9 


Álgebra lineal: matrices, vectores, determinantes 

Cálculo diferencial vectorial. Gradiente, divergencia, 
rotacional 

Cálculo integral vectorial. Teoremas de integrales 


Dos factores principales han incidido en el desarrollo de las matemáticas para la inge- 
niería en las dos últimas décadas, a saber, la aplicación generalizada de computadoras 
a los problemas de ingeniería y el uso creciente del álgebra lineal y del análisis lineal 
en el manejo, por ejemplo, de problemas a gran escala en análisis de sistemas. 

El primer capítulo de esta parte se dedica al álgebra lineal, siendo su contenido 
la teoría y aplicación de vectores y matrices en relación con la solución de sistemas 
lineales de ecuaciones, problemas de eigenvalores, etcétera. 

Los métodos numéricos del álgebra lineal se presentan en el capítulo 19, que es 
independiente de los demás capítulos de la parte E sobre métodos numéricos. En 
consecuencia, el capítulo 19 puede estudiarse inmediatamente después del capítulo 7, 
si así se desea. 

Los dos últimos capítulos de esta parte se dedican al análisis lineal, denominado 
comúnmente cálculo vectorial. El capítulo 8 trata el cálculo diferencial vectorial 
(campos vectoriales, curvas, velocidad, derivada direccional, gradiente, divergencia, 
rotacional) y el capítulo 9 se ocupa del cálculo integral vectorial (integrales de línea, 
de superficie y triples y su transformación por medio de los teoremas sobre de inte¬ 
grales de Green, Gauss y Stokes). 
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Capitulo 

7 

Álgebra lineal: matrices, 
vectores, determinantes 


El álgebra lineal incluye la teoría y la aplicación de sistemas lineales de 
ecuaciones (llamados simplemente sistemas lineales), las transformaciones li¬ 
neales y problemas de eigenvalores que surgen, por ejemplo, en redes eléctri¬ 
cas, estructuras en mecánica, ajuste de curvas y otros problemas de optimización, 
procesos estadísticos, sistemas de ecuaciones diferenciales, etcétera. 

El álgebra linéal hace un Uso sistemático de vectores y matrices (sección 
7.1) y, en menor grado, de determinantes (sección 7.8); y él estudio de las 
propiedades de las matrices es en sí mismo parte fundamental del álgebra li¬ 
neal. 

Una matriz es un arreglo rectangular de números. Las mátrices se presen¬ 
tan en varios problemas, por ejemplo, como arreglos de los coeficientes de 
ecuaciones (sección 7.4). Las matrices (y los vectores) son útiles porque permi¬ 
ten considerar un arreglo de muchos números como un solo objeto, denotarlo 
por un solo símbolo y efectuar cálculos con estos símbolos en una manera muy 
compacta. El “atajo matemático” que se obtiene de este modo es muy elegante 
y poderoso y se presta para diversos problemas prácticos. Ingresó en las mate¬ 
máticas aplicadas hace más de 60 años y es de importancia creciente en varios 
campos. 

Este capítulo tiene tres grandes partes; 

Cálculos con matrices, secciones 7.1 -7.3. 

Sistemas de ecuaciones lineales, secciones 7.4-7.9 

Problemas de eigenvalores, secciones 7.10-7.14 

y una sección opcional (la 7.15, de carácter más abstracto) sobre espacios con 
producto interior y vectoriales y transformaciones lineales. 

Así, se empieza introduciendo las matrices y los vectores y los conceptos 
relacionados (sección 7.1) y se definen las operaciones algebraicas con matri¬ 
ces (secciones 7.2, 7.3). En seguida se consideran los sistemas lineales —solu¬ 
ción por eliminación de Gauss en la sección 7.4, existencia de las soluciones en 
la sección 7.6, determinantes y la regla de Cramer en las secciones 7.8 y 7.9. Se 
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estudian después problemas de eigenvalores en general (secciones 'MSr y 
para importantes matrices reales especiales (sección 7.12) y matrices comple¬ 
jas (sección 7.13). Por último, se discute la diagonalización de matrices y la 
reducción de formas cuadráticas a ejes principales (sección 7.14). Otros con¬ 
ceptos importantes en este capítulo son el rango de una matriz (secciones f*5, 
7.9) y la inversa de una matriz (sección 7.7). Las aplicaciones de las matrices^ 
problemas prácticos se presentan a lo largo del capítulo. 

Los MÉTODOS NUMÉRICOS del capítulo 19 pueden estudiarse una 
vez terminado el material correspondiente del presente capítulo. 

Prerrequisitos para este capítulo: Ninguno. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: 7.12-7-15. 

* Bibliografía: Apéndice 1, parte B. 

Respuestas a los problemas: apéndice 2. 


7 . 1 CONCEPTOS BÁSICOS 

En las tres primeras secciones de este capítulo se introducen los conceptos y las reglas 
básicas del álgebra matrícial y vectorial. La importante aplicación a los sistemas de 
ecuaciones lineales empieza en la sección 7.4. 

Una matriz es un arreglo rectangular de números (o funciones) escritos entre 
corchetes. Estos números (o funciones) se llaman elementos o entradas de la matriz. 
Por ejemplo. 



"2 0.4 8 ~ 


6 


a b 


e x 3jc 

( 1 ) 


> 


> f^l Ü 2 ^ 3 ]’ 



9 


5 -32 0 


1 


c d_ 


€ ¿x x ¿ 


son matrices. La primera tiene dos “ renglones ” (líneas horizontales) y tres “colum¬ 
nas” (líneas verticales). La segunda se compone de una sola columna y se le llama 
vector columna . La tercera se compone de un solo renglón y se le llama vector ren¬ 
glón. Las dos últimas son matrices cuadradas, es decir, cada una de ellas tiene tantos 
renglones como columnas (dos en pste caso). 

Las matrices resultan prácticas en muchas aplicaciones. Por ejemplo, en un siste¬ 
ma de ecuaciones tal como 


5;t - 2y + z = 0 
3jc + 4 z = 0 


los coeficientes délas incógnitas x,y, z son los elementos de la matriz de coeficientes, 
denotada por A, 


A = 


5 

3 


-2 

0 


1 

4 
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en la cual estos coeficientes aparecen siguiendo el patrón de las ecuaciones. Las canti¬ 
dades de tres productos I, II, III vendidos en una tienda el lunes (L), martes (Ma), * ■ * 
correspondientes a cada semana pueden disponerse en una matriz 



L 

Ma 

Mi 

J . 

, V 

S 



40 

33 

81 

0 

21 

47’ 

I 

A = 

0 

12 

78 

50 

50 

96 

II 


10 

0 

0 

27 

43 

78 

III 


y si la compañía tiene diez tiendas, pueden hacerse diez matrices como ésta, una para 
cada tienda; así, al sumar los elementos correspondientes de estas matrices es posible 
obtener una matriz que indique las ventas diarias totales de cada producto. ¿El lector 
puede pensar en otros datos en los que se apliquen las matrices? Por ejemplo, ¿en 
problemas de transporte o almacenamiento? ¿O en el registro dé llamadas telefónicas 
o en el listado de distancias en una red carretera? 


Notación y conceptos generales 


La discusión sugiere lo siguiente. Las matrices se denotan por mayúsculas en negritas 
A, B, C, • * • o escribiendo el elemento general entre corchetes; así, A = [a ], etc. Por 
una matriz de m x n (léase “matriz de m por n”) se entiende una matriz con w renglo¬ 
nes, llamados también vectores renglón, y n columnas, llamadas también vectores 
columna de la matriz. De este modo, una matriz A de m x n es de la forma 


( 2 ) 


A = I**] = 


a 


n 


a 


12 


‘21 


a 


22 


a 


1 n 


a 


2 n 


[_ a ml a m2 ' * ‘ * a mn\ 

En consecuencia, las matrices de (1) son de 2 x 3„ 2 x 1, 1 x 3,2 x 2 y 2 x 2. 

En la notación del subíndice doble para los elementos, el primer subíndice denota 
siempre el renglón y el segundo la columna en la que se encuentra el elemento dado. 
Así, fljj es el elemento que se encuentra en el segundo renglón y la tercera columna. 

Si m = n, se dice que Á es una matriz cuadrada de nxn. Entonces la diagonal 
que contiene los elementos á u , a 2r a m se llama la diagonal principal de A. Por 
tanto, las dos últimas matrices de (1) son cuadradas. Las matrices cuadradas son de 
particular importancia, como se verá. 

Una submatriz de una matriz A de m x n es la que se obtiene al omitir algunos 
renglones o columnas (o ambos) de A. Per conveniencia, ésta incluye a A misma 
(como la matriz obtenida al no omitir ninguno de los renglones o columnas de A). 


a n 

a 22 


a 12 

a 23_ 


EJEMPLO 1 Submatrices de una matriz 

La matriz de 2 x 3 
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contiene tres submatrices de 2 x 2, a saber, 

pll pll fl 13~| pl2 

L a 21 ü 22j L"2Í a 23J \_ a 22 


Ü 13 

a 23 


dos submatrices de 1 x 3 (los dos vectores renglón), tres submatrices de 2 x 1 (los vectores columna), seis 
submatrices de 1 x 2, a saber, 


[ fl ll a i2 1» [**11 ^üjl» [ fl 12 a 13^* 

l fl 21 a 22^ t a 21 a 23^’ l fl 22 fl 23^’ 


y seis submatrices de 1 x 1, [a n ], [¿r l2 ], • • *, [a 23 ]. 


I 


Vectores 


Un vector es una matriz que tiene un solo renglón —se le llama entonces vector 
renglón— o una sola columna —se le llama entonces vector columna. En ambos 
casos, a sus elementos se le llama componentes y el vector se denota por una mi¬ 
núscula en negrita tal como a, b, * * *, o por su componente general entre corchetes, 
a = [aj], etc. Por tanto, 

- j- ■ ~ ■ 

a = [a y a 2 - • • a„] _ 


es un vector renglón y 



h 

P2 



es un vector columna. Dependerá del fin que se persiga cuál de los dos es más prácti¬ 
co, pero con frecuencia querrá hacerse el cambio de un tipo de vector al otro. Esto 
puede hacerse por “transposición”, la (mal se indica por T ; de este modo, si 


b 


Recíprocamente, si 



entonces b T = [4 


0 -7]; 


5 


a = [5 3 


£], entonces a T = 


3 


1 


2 


Transposición 

Resulta práctico definir la transposición de una matriz. La transpuesta A T de una 
matriz A = [oj d emxrt como se da en (2) es la matriz denxm que tiene el primer 
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renglón de A como; su primera columna, el segundo renglón de A como su segunda 
columna y así sucesivamente. Por tanto, la transpuesta de A en (2) es 


(3) 


AT = r% ] = 


a ll 

a 21 

a ml 

a 12 

#22 

' a m2 

• 

• 

* * * , 

¿ a lw 

a 2n 

* * * a 

tnn 


EJEMPLO 2 Transposición da una matriz 


Si 


A = 


_ 


5 4] 

5 -8 1 




, entonces A T = 

1 

OO 

O 

4 0 0 





L > °J 


ta es igual a la matriz o a menos la matriz, respectivamente. 


A A (matriz simétrica), A T -—A (matriz antisimétrica) 

Estas matrices son muy importantes y se usarán con frecuencia en este capítulo. 

Las reglas para el cálculo de matrices se tratan en la siguiente sección, la cual 
concluye con problemas. 


.2 ADICIÓN DE MATRICES, MULTIPLICACIÓN POR ESCALARES 

Lo que en realidad hace útiles a las matrices y los vectores es el hecho de que sea 
posible realizar cálculos con ellos casi con la misma facilidad que con números. En 
realidad, aplicaciones prácticas dieron lugar a las reglas de la adición y multiplicación 
por escalares (números), las cuáles se introducen a continuación. (La multiplicación 
de matrices por matrices se discute en la siguiente sección.) 

Abreviando, se dice que dos matrices son del mismo taínaio si ambas son de 
w x «; por ejemplo, si ambas son de 3 x 4. Se empieza definiendo la igualdad. 


Definición. Igualdad de matrices 

Dos matrices A = [aj y B = [¿g son iguales, denotado A = B, si y sólo si son del 

mismo tamaño y los elementos correspondientes son iguales, es decir, a =b a = 

b n , y así sucesivamente. 11 12 


EJEMPL01 Igualdad de matrices 


La definición implica que 


= " fl “ " 12 1 = B = T 4 

_ a 2l a 22_ —1 


si y sólo si 


«11 - 4 - «12 = 

«21 = 3, £*22 = ~ L 


A no puede ser igual a, por ejemplo, una matriz de 2 x 3. Un vector, columna no puede ser igual a un vector 
renglón, por la propia definición de igualdad. ■ 




374 


ÁLGEBRA LINEAL: MATRICES, VECTORES, DETERMINANTES 


Se definirán ahora dos operaciones algebraicas, llamadas adición de matrices y 
multiplicación por escalares , las cuales resultan ser prácticas y muy útiles en las apli¬ 
caciones, como se verá más adelante en este capítulo. 

Definición. Adición de matrices 

La adición se define únicamente para matrices A = [a jk ] y B = [b. k ] del mismo tamaño 
y su suma, denotada A + B, se obtiene sumando los elementos correspondientes. Las 
matrices de tamaños diferentes no pueden sumarse. 

Un caso especial, la suma de a * b de dos vectores renglón o dos vectores colum¬ 
na, que deben tener el mismo número de componentes, se obtiene sumando las com¬ 
ponentes correspondientes. 


EJEMPLO 2 Adición de matrices y vectores 


Si 




B 


" ■ j 

3 


-1 

1 


O I 

, entonces A + B = 

OJ |_3 


5 

2 


3 

2 




En este caso, A y A^ no pueden sumarse. La matriz B del ejemplo 1 y A del presente no pueden sumarse. 
Si * = [5 7 2] y b = [-6 2 0], entonces a+ b = [-1 9 2]. I 


Definición. Multiplicación por escalares 
(multiplicación por un número) 

El producto de cualquier matriz A = [a^] de m xny cualquier escalar c (número c), 
denotado cA, es la matriz cA = [ca Jk ] áemxn obtenida al multiplicar cada elemento 
de A por c. 

Aquí (-l)A se denota simplemente por -A y se llama la negativa die A. De mane¬ 
ra similar (~£)A se denota -*A. Asimismo, Á + (-B) se denota A - B y se llama la 
diferencia de Ay B (¡que debe ser del mismo tamaño!). 


EJEMPLO 3 Multiplicación por un escalar 


Si 


A = 


2.7 -1.8 

0 0.9 

9.0 -4.5 


entonces 



'-2.7 

1.8" 

í« A = 

’ 9 

"3 

- 2 " 


r o 

0 " 

A = 

0 

-0.9 

0 

1 

, 0A = 

0 

0 


-9.0 

4.5_ 


JO 

— 5_ 


0 

0_ 


Una matriz cero dé m x n es una matriz de mx n con todos los elementos iguales 
a cero. Se denota por 0. La última matriz del ejemplo 3es la matriz Cero de 3 x 2. 


i 
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Por la definición se observa que la adición de matrices posee propiedades muy 

similares a Jas de la adición de números reales; a saber, para matrices del mismo 
tamaño se tiene 

(a) A + B = B + A 

( 1 ) (b) (U 4- V) + W = U + (V + W) (denotado U + V + W) 

(c) A + 0 = A 

(d) A + (-A) =0. 

Además, por las definiciones de adición de matrices y multiplicación por un escalar 
se obtiene asimismo 



(a) 

c(A + B) = cA + cB 


(2) 

(b) 

(c + k )A = cA + kA 



(c) 

c(kA) = (ck) A 

(denotado ckX) 


(d) 

1A == A. 



Para la transpuesta (sección 7.1) de una suma de des matrices de m x n se tiene 

( 3 > (A + B) T = A T + B t , 

como el lector puede demostrar; asimismo, 

W (cA) T = cA T . 

Una operación algebraica más, la multiplicación de matrices por matrices, se 
discute en la siguiente sección. Entonces será posible abordar las aplicaciones. 


Problemas de las secciones 7.1 y 7.2 


Sean A = 




Encontrar las siguientes expresiones o dar las razones por las que no están definidas. 


1. A + B, B + A 

3. 2C + 2D, 2(C + D) 

5. A - C, A + 0C, C + 0A 
7. 4B + 8B T , 4(B + 2B T ) 


2. 4A, -3C, 3A - 3B, 3(A - B) 

4. A + B + C.C-D 

6. A + A t , (A + B) T , A t + B t , (A t ) t 

8. (2C) T , 2C T , C + C T , C T - 2D T 



~4 

1 

o" 


0 

2 

-8" 


“2" 


“9" 

Sean K = 

1 

3 

2 

. L = 

-2 

0 

6 

, a = 

1 

, b = 

0 


_0 

2 

5_ 


. 8 

-6 

0_ 


A_ 


5 


Encontrar las siguientes expresiones o dar las razones por las que no están definidas. 


9. K + L, K - L 
11. K - K T , L + L T , a T + b T 
13. K + K T + L - L t 


10. 3(a - 4b), 3a - 12b, K + a, a + a T 

12. 3K + 4L, 6K + 8L 

14. 6a T - 9b T , 3(2a - 3b) T , 3(3b T - 2a T ) 
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Matrices simétricas y antisimétricas 

!5. Demostrar que K es simétrica y que L es antisimétrica. 

16. Demostrar que para una matriz simétrica A = [o J se tiene a ¡k = a k¡ . 

17. Demostrar que si A = [a J es antisimétrica, entonces a jk = -a kr en particular, a = 0. 

18. Escribir A (de los problemas 1-8) como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica. 

19. Escribir B como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica. 

20. Demostrar que si A es cualquier matriz cuadrada, entonces S = j (A + A T ) es simétrica, T 
= y (A - A t ) es antisimétrica y A = S + T. 

21. Demostrar (3) y (4) de la sección 7.2, así como (A T ) T = A. 


Uso de matrices en el modelado de redes. Las matrices tienen varias aplicaciones en la inge¬ 
niería, como se verá. Por ejemplo, pueden usarse para caracterizar conexiones (en redes eléc¬ 
tricas, redes de carreteras que comunican ciudades, procesos de producción, etc.), de la si¬ 
guiente manera. 

22. (Matriz de incidencia nodal) En la figura 131 se muestra una red eléctrica que tiene 6 
ramas (conexiones) y 4 nodos (puntos dónde se unen dos o más ramas). Uno de los nodos 
es el nodo de referencia (nodo a tierra, cuyo voltaje es cero). Se numeran los nodos 
restantes así como las ramas, a las que se les asigna una dirección. Esto se hace de manera 
arbitraria. La red puede describirse ahora por medio de una matriz A = [a j, donde 


l 3k 




+ 1 si la rama k sale del nodo (7) 

1 si la rama k entra al nodo (7) 

0 si la rama k no toca el nodo (7) 


A recibe el nombre de matriz de incidencia nodal de la red. Demostrar que para la red de 
la figura 131, A tiene la forma dada. 



ñama 


Nodo (?) 

Nodo (5) 

Nodo @ 


0 

1 

-1 


Figura 131. Red y matriz de incidencia nodal del problema 22. 


23. 


Encontrar la matriz de incidencia nodal de la red eléctrica de la figura 132A. 


® 


® ® 




(B) Problema 24 


Figura 132. Red eléctrica y red de calles de un sentido. 
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24. Los métodos de análisis de redes eléctricas también tienen aplicaciones en otros campos. 
Determinar el análogo de la matriz de incidencia nodal en la red de calles de un sentido (el 
cual se indica por las flechas) ilustrada en la figura 132B. 


Trazar la red cuya matriz de incidencia nodal es 


0 0 


25. 1 


0 - 


0 0 


0 -1 


28. (Matriz de incidencia de mallas) Una red tambiéd puede caracterizarse por la matriz de 
incidencia de mallas M = [m J, donde 

! + 1 si la rama k está en la malla j y tiene la misma orientación 

- 1 si la rama k está en la malla j y tiene la orientación opuesta 

0 si la rama k no está en la malla | j | 

donde una malla es un circuito cerrado sin ramas en su interior (o en su exterior). Aquí, 
las mallas están numeradas y dirigidas (orientadas) de manera arbitraria. Demostrar que 
para la red de la figura 133, la matriz M tiene la forma dada. 




Figura 133. Red y matriz M del problema 28. 


0 0 


7.3 


MULTIPLICACION DE MATRICES 


Como última operación algebraica se definirá ahora la multiplicación de matrices por 
matrices. Al principio esta definición parecerá un tanto artificial, pero más adelante será 
motivada plenamente mediante el uso de matrices en las transformaciones lineales. 


Definición, multiplicación de una matriz por una matriz 

El producto C = AB (en este orden) de una matriz A = [a jk ] dsmxny una matriz B - 
[b jk ] derxp está definido si y sólo si r = es decir. 

Número de renglones del segundo factor B - Número de columnas del primer factor A, 
y entonces se define como la matriz C = [cj de m x p con elementos 


+ a jn b nk 


C }k = S a fl b lk = a jl b lk + a j2 b 2k + 





m renglones 


378 


ÁLGEBRA LINEAL: MATRICES, VECTORES, DETERMINANTES 


(donde /= 1, • * *, m y k- 1, * • *, p); es decir, se multiplica cada elementó dely-ésimo 
renglón de A por el elemento correspondiente de la ¿-ésiffia columna de B y después 
se suman estos n productos. Para abreviar, se dice que es una “multiplicación de 
renglones por columnas .” En la figura 134 se ilustra lo anterior. 


A 



“n 

«12 ■ • 

“ln 


a 21 

“22 ■ 

“2n 

j-é simo 

J renglón 

ajy 

<V2 * * 

• «/* 





“mi 

a m2 • • 

• a mn 


n columnas 


/c-ésima columna 


•J 


b U 

i» 12 ■ ■ • 

¿1* 

... ¿>1 P 


Ó 2 l 

Ó 2 2 ■ • 

b 2k 

■ ' * b 2p 






> 

b nl 

b n2 

b nk 

b np 



p columnas 


C 


p 



- 


Cll 

ci2 . • ■ 

CIA 

• ■ ■ cip 


C 21 

c 22 ■ ■ * 

C2A 

• ‘ • C 2p 


Cj\ 

c j2 • ■ 

c Jk 

... c Jp 

> 

c m\ 

c m2 ■ * ■ 

c mk 

... c mp 


_ 



- 



p columnas 


Figura 134. Multiplicación de matrices AB = C. 


Ejemplos. Propiedades de la multiplicación de matrices 

EJEMPLO 1 Multiplicación de matrices 



4 

3~ 

[2 

5*1 

"4 * 2 + 3 * 1 

4*5 + 3 • 6~ 


“ll 

38~ 

AB = 

_l 

2 

0_ 

L 

6 J 

7 • 2 + 2 • 1 

_9 • 2 + 0 • 1 

7 5 + 2 • 6 

9 • 5 + 0 • 6_ 


16 

18 

47 

45_ 


Aqui A es de 3 x 2 y B es de 2 x 2, por lo que AB resulta de 3 x 2, en tanto que BA no está definida. I 


EJEMPLO 2 Multiplicación de una matriz y un vector 


~4 2 

"3” 


12 + 10“ 


’22* 

1 8 - 

5 


3 + 40_ 


_43_ 


en tanto que 



2 

S_ 


no está definido. 


I 


EJEMPLO 3 Productos de vectores renglón y columna 



T 


’f 


"3 6 f 

[3 6 1] 

2 

= [19], 

2 

13 6 1] = 

6 12 2 


_4_ 


_4_ 


a 

_i 


m renglones 
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EJEMPLO 4 ¡ATENCIÓN! La multiplicación de matrices no es conmutativa, en general 
AB*BA 

Este hecho se ilustra en los ejemplos 2 y 3, pero también se cumple con matrices cuadradas; por ejemplo. 


9 3] rt -4 

-2 oj \J„ 5 


9 1+3*2 
2 1 + 0*2 


9 • ( — 4) + 3 ■ si T 15 -21 

(-2) * ( v -4) + 0 * 5j 1-2 8 


en tanto que 


1 -4] r 9 3 i n • 

2 5J L-2 OJ |_2 * 


9 + (-4) (-2) 1 * 3 + ( 


9 + 5 • (-2) 


2*3 + 5 


- 4 ) * oí n 

* ° J 


17 3 

8 6 


EJEMPLO 5 AB * 0 no necesariamente Implica que A 3 0 o B « 0 o BA * 0 

1 ¿l I”” 1 *T r° °l r - 1 nn n r i 

A 2 J L 1 -*J L 1 “UL 2 2 J 1 


Se han descubierto así las dos propiedades 


(2a) AB BA en general 

y 

(2b) AB = 0 no necesariamente implica que A = 0oB = 0 o BA = 0, 


por las que la multiplicación de matrices difiere de la multiplicación de números. Por 
tanto, ¡siempre es necesario observar con mucho cuidado el orden de los factores! 
Para enfatizar este hecho, se dice que en ÁB, ía matriz B está premultiplicada, o 
multiplicada por la izquierda, por A, y que A está postmultiplicada , o multiplicada 
por la derecha , por B. En la sección 7.7 se ampliará la discusión de (2b). Las demás 
propiedades de la multiplicación de matrices son similares a las de la multiplicación 
de números, a saber, 

(AA)B = ¿(AB) = A(¿B) denotado ¿AB o A¿B 
A(BC) = (AB)C denotado ABC 

(A + B)C - AC + BC 
C(A + B) = CA + CB 

siempre que A, B y C sean tales que las expresiones del primer miembro estén defini¬ 
das; aquí, k es cualquier escalar. 


(O 

( 2 ) (d) 

(e) 

(f) 


Matrices especiales 

Ciertos tipos de matrices se presentarán con mucha frecuencia más adelante, y se 
mencionan ahora las más importantes. 
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Matrices triangulares 

Una matriz cuadrada cuyos elementos arriba de la diagonal principal son todos cero 
se llama matriz triangular inferior. De manera similar, una matriz triangular superior 
es una matriz cuadrada cuyos elementos abajo de la diagonal principal son cero. Por 
ejemplo. 



1 

0 

o" 


’i 

6 

- f 

-2 

3 

0 

II 

H 

0 

2 

3 

5 

0 

2_ 


0 

0 

4 


son triangulares inferior y superior, respectivamente. Un elemento de la diagonal prin¬ 
cipal de una matriz triangular puede ser cero o no. 


Matrices diagonales 

Una matriz cuadrada A = [a fk ] cuyos elementos arriba >> abajo de la diagonal principal 
son todos cero, es decir, a - 0 para toda j ¿ k , se llama matriz diagonal. Por ejemplo, 


C*1 

1 _ 

0 

o" 


~2 

0 

o" 

0 

0 

0 

y 

0 

2 

0 

o ( 

0 

— 4_ 


0 

0 

2_ 


son matrices diagonales. 

Una matriz diagonál cuyos elementos de la diagonal principal son iguales se 
llama matriz escalar. Por tanto, una matriz escalar es de la forma 


c 0 * * ■ 0 
0 c .... 

0 0 • • c 


donde c es cualquier número. El nombre proviene del hecho de que una matriz escalar 
S de n x n conmuta con cualquier matriz A de n x n y la multiplicación por S tiene el 
mismo efecto que la multiplicación por un escala-, 


(3) 


AS = SA = cA. 


En particular, una matriz escala cuyos elementos de la diagonal principal son 
todos 1 se llama matriz unitaria y se denota por I n o simplemente por I. Para I, la 
fórmula (3) queda 


( 4 ) 


AI = IA = A. 
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Por ejemplo, la matriz unitaria de 3 x 3 es 


I 


[l 0 0 
0 1 o 
o o 1 


Transpuesta de un producto 

La transpuesta (ver la sección l.\)deun producto es igual al producto de los facto¬ 
res transpuestos, tomados en orden inverso, 


( 5 ) 


(AB) T = B t A t . 


La demostración de la útil fónmula (5) se sigue de la definición de multiplicación de 
matrices y se le deja al estudiante. 

EJEMPLO 6 Transposición de un producto 

La fórmula (5) se ilustra mediante 



Producto interior de vectores 

Se trata tan sólo de un caso especial de la definición de multiplicación de matrices el 
cual se presenta con frecuencia, por lo que vafe la pena darle un nombre y una nota- 
ción especiales, de la siguiente manera. 

Si a y b son vectores columna con n componentes, entonces a T es un vector 
renglón y de la multiplicación matricial de estos vectores se obtiene una matriz de 1 x 1, 
y por tanto un número real, al que se llama el producto interior o producto punto dé 
a y b y se denota por a • b; así, 


(6) a«b = a T b = [a t • ■ ■ a^\ 




2 ~ a i^i + ■ ■ • + a n b . 

l=i 


Los productos interiores tienen interesantes aplicaciones en mecánica y geome¬ 
tría, como se verá en la sección 8.2. Por el momento se usarán para expresar produc¬ 
tos de matrices en una forma condensada, lo cual suele resultar conveniente. 
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Producto en términos de vectores renglón y columna 

La multiplicación de matrices es una multiplicación de renglones por columnas, como 
ya se vio, y en consecuencia (1) puede escribirse en términos de productos interiores. 
De hecho, todo elemento de C = AB es un producto interior, 

c n = = (primer renglón de A) • (primera columna de B) 

c i 2 = a i * b 2 = (primer renglón dé A) • (segunda columna de B) 


y así sucesivamente, donde el término general es 


( 7 ) 


Cjk ~~ a j * bfc — (y-ésimo renglón de A) • (¿-ésima columna de B) 


Por consiguiente, si A se escribe en términos de sus vectores renglón. 



" a i 


a i = t«n 

°12 

a lJ 

A = 

«2 

, donde 

®2 = I fl 21 

ü 22 

ü 2r) 


»m 


s 

II 

V 

a m2 

a mn ] 


y B en términos de sus vectores columna, B = [b, b 2 • • ój, donde 



"*«" 


*12 


i 

s- 

¿y-t 

*XS ( 

b x = 

*21 

, b 2 - 

*22 

’ ’ bp 

*2p 


_*nl_ 


_*n2_ 




por (1) o (7) se observa que el producto C = AB puede escribirse 




a i* b i 

a l* b 2 

. . . 

a l* b p 

(8) 

C = AB - 

a 2* b l 

a 2* b 2 

* * . * 

V b P 



_ a nt * b l 

a m* b 2 

* * * 

a m * b p_ 


Esta idea en ocasiones ayuda a ver con mayor claridad k) que ocurre en las aplicaciones. 
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Además, Ab, es un vector columna 



y (8) indica que esta es la primera columna de AB. Lo mismo ocurre para las demás 
columnas de AB, por lo que puede escribirse 


AB = [Abj Ab 2 Ab p ], 


fórmula que suele ser de utilidad (por ejemplo, en la sección 7.14). 

EJEMPLO 7 Producto en términos do vectores renglón y columna 

Al escribir una matriz A de 2:: 2 en términos de vectores renglón, por ejemplo. 


“ll "12 

a 21 "22 


«t 

«2 


"l = f"ll "i 2 l 

donde 

*2 ~ í fl 21 «221 


y una matriz B de 2 x 2 en términos de vectores columna, por ejemplo, 



se observa que (8) asume la forma 



«11 ^11 + « 12 ¿ 21 « n ^2 + « 12^22 

“21*11 + "22*21 "21*12 + "22*22 


Motivación de la multiplfeacióh de matrices 

A primera vista, la multiplicación de matrices puede parecer un tanto extraña, pero 
hay una buena razón para esta definición “artificial”, la cual se deriva del uso de 
matrices en relación con las “transformaciones lineales”. Para ver este hecho, se con- 
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sideran tres sistemas de coordenadas en el plano, los cuales se denotan como el siste¬ 
ma el sistema JCjX 2 y el sistemay se supone que estos sistemas se relacionan 
por medio de las transformaciones 


3>i = a nXl + a n x 2 
= «21*1 + «22*2 


y 

di) 


*1 = *n w i 


X 2 = *21*1 


+ b 
+ b 


12^2 

22*2 


que son transformaciones lineales (especiales). Al sustituir (11) en (10) se observa 
que las coordenadas yy 2 pueden obtenerse directamente de las coordenadas w { w 2 
mediante una sola transformación lineal de la forma 


vi = c iiri + c i2 w 2 

y 2 = C 21 W 1 + C n W 2- 


Ahora de esta sustitución se obtiene 

>1 = <*11(^11^1 + *12*2^ «12^*21*1 *22*2^ 

y% = «2l(*ll*l + * 12 * 2 ) + «22<*21*1 + b 22 W 2>' 
Al comparar estas expresiones con (12) se observa que debe tenerse 


11 

i-H 

-O 

Q 

II 

+ 

^12^21 

C 12 

ü 11^12 

+ 

^12^22 

‘21 

= «21*11 

+ 

^22^21 

C 22 

~ ^21^12 

+ 

ü 22^22 


o en forma abreviada 

2 

< 13 > C jk = «jlV + a j 2 b 2 k = 2 «Ji* ifc ■ J. k= 1,2. 

i — 1 

Esta expresión es (1) con m = n - p = 2. 

¿Qué indican los cálculos anteriores? En esencia dos cosas. Primera, la multipli¬ 
cación de matrices se define de tal modo que las transformaciones lineales pueden 
escribirse en una forma compacta, usando matrices; en el caso presente, (10) queda 


(10*) y - Ax donde 

y = 

> 1 ' 

, A = 

"«11 

«12 

, X = 

V 



_> 2 _ 


«21 

«22_ 


_*2_ 
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y(11) queda 


(11*) x = Bw donde x = 

V 

, B = 


*»" 

• w = 

V 


*2_ 


J*21 

^22_ 


_ w 2_ 


Segunda, si cada transformación lineal se sustituye en la otra, puede obtenerse la 
matriz de coeficientes C de la transformación compuesta (la transformación obtenida 
por la sustitución) tan sólo multiplicando las matrices de coeficientes A y B de las 
transformaciones dadas, en el orden correcto sugerido por la sustitución; a partir de 
(10*), (11*) y (12) se obtiene 

y = Ax = A(Bw) = ABw =■ Cw, donde C = AB. 

Para dimensiones superiores la idea y el resultado son exactamente iguales; tan 
sólo cambia el número de variables. Se tienen entonces m variables y , ■ * * , y , n 
variables y p variables yv r • * *, w p . La matriz A es de m xn, lá matriz Bes 

de n x p y C es de m x p 9 como en la figura 134. Y el requisito de que C sea el 
producto de AB lleva a la fórmula (1) en su forma general. Esto motiva plenamente la 
definición de multiplicación de matrices. 

En la sección 7.15 se ampliará la discusión de las transformaciones lineales (ge¬ 
nerales) y las matrices relacionadas, después de obtener mayor experiencia con las 
matrices al considerar sistemas lineales de ecuaciones, a partir de la siguiente sección. 


Una aplicación de la multiplicación de matrices 

EJEMPLO 8 Matriz estocástica. Proceso de Markov 

Suponer que el estado del uso del suelo de una ciudad de 50 millas cuadradas de superficie (no baldía) en 

I (Uso residencial) 30% 

II (Uso comercial) 20% 

III (Uso industrial) 50% 

Encontrar lo& estados en 1998 y 2003, suponiendo que las probabilidades de transición para intervalos de 
5 años están dadas por la siguiente matriz A - [a jk ]. 



AI 

AII 

aiii 

Del 

”o.8 

0.1 

o.r 

De II 

0.1 

' 0.7 

0.2 

De 111 

0 

0.1 

0.9 


Nota. Una matriz cuadrada «on elementos no negativos y la suma de cuyos renglones sea igual a 1 se 
llama matriz estocástica. En consecuencia, A es una matriz estocástica. Un proceso est o c ástico para el 
cual la probabilidad de entrar en cierto estado depende únicamente del último estado ocupado (y de la 
matriz que gobierna el proceso) se llama proceso de Marltov. 1 Por tanto, este ejempo se refiere a un 

proceso de Markov. 


ANDREIANDREJEVITCH MARKOV (1856-1922), matemático ruso, conocido por sus trabajos en 
la teoría de la probabilidad. 



386 


ÁLGEBRA LINEAL: MATRICES, VECTORES, DETERMINANTES 


Solución, A partir de la matriz A y del estado de 1993 puede calcularse el estado de 1998 

I (Residencial) 0.8 * 30 + 0.1 • 20 + 0 ■ 50 = 26 [%] 

II (Comercial) 0.1 • 30 + 0.7 20 '+ 0.1 ■ 50 = 22 [%] 

III (Industrial) 0.1 - 30 + 0.2 ■ 20 + 0.9 • 50 = 52 [%]. 

La suma es el 100%, como debería. Se escribe lo anterior en forma de matriz. Sea x el vector columna que 
denota el estado en 1993; por tanto, x T = [30 20 50]. Sea que y que denota el estado en 1998. Entonces 





0.8 

0.1 

0.1 

y T = x T A = [30 

20 

50] 

0.1 

0.7 

0.2 




0 

0.1 

0.9 


De manera similar, para el vector z del estado en 2003 se obtiene, como el lector puede comprobar, 
z T — y T A = (x t A)A — x t A 2 t [23 23.2 53.8]. 


Respuesta. En 1998, el área residencial será del 26% (13 millas cuadradas), la comercial 22% (11 millas 
cuadradas) y la industrial 52% (26 millas cuadradas)! Para 2003, las cifras correspondientes son 23%, 
23.2%, 53.8%. * 

Concluye así la primera parte del cápítulo 7, en la que se han definido las reglas 
del álgebra matricial y vectorial. Se está en posición ahora de abordar aplicaciones, 
empezando en la siguiente sección. 


Problemas de la sección 7.3 



"3" 


ro .1 


"1 0 - f 

Sean a = 

1 

, B = 

CnJ 

1 

0 

, C = 

2 3 0 


_4_ 


.2 3. 


0 3 4_ 


Encontrar aquellas de las siguientes expresiones que estén definidas. 

1. CB, B t C t , BC t 2. C 2 , C 3 , CC T , C T C 

3. Ca, Cd T , C T d T 4. B T a, Bd, dB, ad 

5. B T C, B T B 6. BB T , BB T C, BB T a 

7. a T a, a T Ca, dCd T 8. dd T , d T d, adB, adBB T 

9. Demostrar (5). 

10. Encontrar matrices reales de 2 x 2 (tantas como sea posible) cuyo cuadrado es 1, la matriz 
unitaria. 

11. Encontrar una matriz A * 0 de 2 x 2 tal que A 2 - 0. 

12. Encontrar dos matrices A, B de 2 x 2 tales que (A + B) 2 * A 2 + 2AB -f B 2 . 


13. (Matriz idempotente) Se dice que una matriz A es idempotente si A 2 ~ A. Dar ejemplos 
de matrices idempotentes, diferentes de cero y de la matriz unitaria. 

14. Demostrar que AA T es simétrica. 

15. Encontrar todas las matrices cuadradas reales que sean tanto simétricas como antisimétricas. 

16. Demostrar que el producto de las matrices simétricas A, B es simétrico si y sólo si A y B 
son conmutativas, AB = BA. 


í 






/ 
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“ USar ° n tr *" s i form * cio »“ lineales especíale* a fm de motivar la multiplicación 
de matnces y se agregan ahora algunos problemas de interés práctico. (Las transforLciones 
lineales en general se discuten en la sección 7.15.) «ansioimaciones 

17. (Rotación) Demostrar que la transformación lineal y = Axcon la matriz 


eos 6 —sen 9 
sen $ eos 0 


SiTüTf ^♦ alr6d 5 d0r de ' ° rÍgen e " SCntÍd ° contrario al movimiento de las manecillas 
rotad ón.^ ” * coordenadas car “»ianas *,* 2 en el plano, donde 9 es el ángulo de 


18. Demostrar que en el problema 17, 


A n = 


eos nú — sen nú 
sen nú eos nú 


¿Cuál es el significado geométrico de este resultado? 

,9 ' ímr á c fÍ irmT r nn7h t ? d0r !! Para visua * i ^ un objeto tridimensional con caras planas 
(por ejemplo, un cubo), pueden guardarse los vectores de posición de los vértices con 
respecto a un sistema idóneo de coordenadas (y una lista de las aristas que los unen) 

objetT^'un n^ “ na 7^7 bÍdÍmenSÍOnal cn una ^ video proyectando el 
objeto en un plano coordenado, por ejemplo, en el plano haciendo* - 0 Para cam 

biarla apanenca de la imagen, puede aplicarse una transformación lineal a los vectores 

de posición almacenados. Demostrar que con una matriz diagonal D con elementosdela 

t l =z¡Z7: ^ ,3 s4r obtieneap ^ rdcün>fc ^ ,nue - 

y , dondey, 3*, (alargamiento en la dirección * por un factor 3) v =x (sin 

. (Rotaciones en el espacio en gráficas por computadora) ¿Qué efecto tendrían las si¬ 
guientes matrices en la situación descrita en el problema 19? 

Fi o o i r™, /« a i - _ 


0 eos 6 - sen 6 L 


eos <p 0 - sen <p eos \¡r - sen 0 

0 10 , seni/r eos tf/ 0 


LO sen* cos*J |»9 0 eos J [o 0 J 

21 . (Problema de asignación) Los contratistas C„ C 2 , C, hacen licitaciones para las obras J 

'i' 00 " 10 x , lndica , en ,a matriz de costos (en unidades de 100 0Ó0 dólares). ¿Qué 
gnacón minimiza el costo total (a) sin ninguna condición? (b) ¿Bajo la condiciónde 
que a cada contratista sólo se le asignará una obra? 


Matriz de costos del problema 21 


40 

28 

20 

34 

26 

14 

36 

30 

20 


Matri 2 A del problema 22 


22 ' !L2 °!T er0 reali2ar et trab<yo J * en % horas > según se indica en la matriz A y 
cada obrero sólo deberá realizar un trabajo, ¿qué asignación minimizaría el tiempo toral? 
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23. (Proceso de Markov) Para el proceso de Markov con matriz de transición A = [¿i.J, 
cuyos elementos son a t f * a n =* 0.5, a 2l ^0.2, a u = 0.8 y estado inicial [0.7 0.7] T , calcular 
los 3 estados siguientes. 

24. En un proceso de producción, sean JV que significa “sin problema” y T que significa 
“problema”. Sean las probabilidades de transición de un día al siguiente de 0.8 para 
N —> N, por tanto 0.2 para W—» T, y 0.5 para T -» por tanto 0.5 para 7*-» T. Si hoy no 
hay problema, ¿cuál es la probabilidad de un problema pasado mañana? ¿Dentro de 3 
días? 


7.4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. 

ELIMINACIÓN DE GAUSS 

El uso práctico más importante de las matrices es en la solución de sistemas de 
ecuaciones lineales, los cuales aparecen con frecuencia como modelos de diversos 
problemas, por ejemplo, en estructuras, redes eléctricas, flujo vehicular, produc¬ 
ción y consumo, asignación de trabajos a empleados, crecimiento de población, 
estadística, métodos numéricos para ecuaciones diferenciales (capítulo 20) y mu¬ 
chos más. Se empieza esta sección con un importante método de solución, la elimi¬ 
nación de Gauss, y se discuten las propiedades generales de las soluciones en las 
secciones subsecuentes. 

Sistemas lineales. Un sistema lineal de m ecuaciones en n incógnitas x v * * *, x n es un 
conjunto de ecuaciones de la forma 


«11*1 + 

* * * + 

Vn 

, ■ 

•- V 

«11*1 + 

* * • + 

a 2n X n 

= *2 

a ml x l + 

* * * + 

a mn x n 



Por lo tanto, un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas es 

a n x 1 + a i2 x 2 + a 13 * 3 = b x 5x i + 2x 2 - x 3 = 4 

por ejemplo, 

a 21 X l a 22 X 2 a 23 X 2 “ ^ 2 ’ *1 ^*2 ^*3 

Las ür^ son números dados, que reciben el nombre de coeficientes del sistema. Las b. 
también son números dados. Si todos los ¿. son cero, entonces se dice que (1) es un 
sistema homogéneo. Si al menos uno de los ¿. es diferente de cero, entonces se dice 
que (1) es un sistema no homogéneo. 

Una solución de (1) es un conjunto de números x¿ * ■ ■, jt que satisfacen las m 
ecuaciones en su totalidad. Un vector solución de (1) es un vector x cuyas compo¬ 
nentes constituyen una solución de (1). Si el sistema (1) es homogéneo, tiene al menos 
la solución trivial Xj = 0, * * *, ^ = 0. 
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Matriz de coeficientes, matriz aumentada 

A partir de la definición de multiplicación de matrices se observa que las m ecuaciones 
de (1) pueden escribirse como una sola ecuación vectorial 

(2) Ax = b 


donde la matriz de coeficientes A = [a ;k ] es la matriz demxn 



son vectores columna. Se supone que no todos los coeficientes a }k son cero, por lo que 
A no es una matriz cero. Obsérvese que x tiene n componentes, en tanto que b tiene m 
componentes. La matriz 



se llama la matriz aumentada del sistema (1). Se observa que A se obtiene aumen¬ 
tando A con la columna b. La matriz A determina por completo el sistema (1), ya que 
contiene todos los números dados que aparecen en (1). 

EJEMPLO 1 Interpretación geométrica. Existencia da solucionas 

Si m = n = 2, se tienen dos ecuaciones con dos incógnitas x r x 2 

a ll x l + a 12 x 2 = 
a 21 x l + a 22 x 2 = ^2‘ 

Si x r x 2 se interpretan como coordenadas en el plano x t x v entonces cada una de las dos ecuaciones 
representa una recta y {x v x 2 ) es una solución si y sólo si el punto P de coordenadas jc p x 2 está en ambas 
rectas. Por tanto, hay tres casos posibles: 

(a) No hay ninguna solución si las rectas son paralelas. 

(b) Hay una sola solución si se cortan. 

(c) Hay una infinidad de soluciones si coinciden. 
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Por ejemplo. 


jr + y = 1 
x + y = 0 
Caso (a) 


x + y = 1 
x — y — 0 
Caso (6) 


x + y = 1 
2* + 2y = 2 
Caso (e) 





Si el sistema es homogéneo el caso (a) no puede ocurrir, porque entonces las dos rectas pasan por el 
origen, cuyas coordenadas 0,0 constituyen la solución trivial. El lector puede considerar tres ecuaciones 
en tres incógnitas como representaciones de tres planos en el espacio y discutir los diferentes casos posi¬ 
bles en una manera similar. I 


El sencillo ejemplo anterior ilustra que un sistema (1) no siempre puede tener una 
solución* y a continuación se presentan problemas importantes. ¿Tiene una solución 
un sistema (1) dado? ¿Bajo qué condiciones tiene exactamente una solución? Si 
tiene más de una solución, ¿cómo puede caracterizarse el conjunto de todas las solu¬ 
ciones? ¿Cómo pueden obtenerse las soluciones? Se discute primero la última pre¬ 
gunta y las restantes en la sección 7.6. 


Eliminación de Gauss 

La eliminación de Gauss es un método estándar para resolver sistemas lineales. Se 
trata de un proceso sistemático de eliminación, método de gran importancia que fun¬ 
ciona en la práctica y es razonable eñ lo qué se refiere al tiempo de cálculo y demanda 
de almacenamiento (dos aspectos que se Considerarán en la sección 19.1 sobre méto¬ 
dos numéricos). Se explica primero el método medíante algunos ejemplos típicos. 
Puesto que un sistema lineal se encuentra completamente determinado por su matriz 
aumentada, el proceso de eliminación puede llevarse a cabo considerando sólo las 
matrices. Pára ver esta correspondencia, los sistemas de ecuaciones y las matrices 
aumentadas se escribirán juntos. 

EJEMPLO 2 Eliminación de Gauss. Red eléctrica 

Resolver el sistema lineal 

x x - x 2 + * 3 =0 

-*1 + X 2 - * 3 = 0 

10jc 2 + 25jc 3 = 90 
20*! + 10* 2 = 80. 
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20 ohms 


80 volts 


■\ 10 ohms 

i—VW- 

1 10 ohms 
*2 

;—VW- 

15 ohms 


90 volts 


Nodo P: 

Nodo Q 
Nudo derecho: 


f 2 + '3 = 0 


i 3 - 0 


I0 / 2 + 25i* 3 = 90 


P 15 ohms Nud0 izquierdo: 20/ i + l0í 2 + =80 

Figura 135. Red del ejemplo 2 y ecuaciones de las corrientes. 

Derivación del circuito de laftgw Í3S (Opcional). Se trata del sistema para las corrientes desconocidas 
fn/tJ 1 ’* 2 !- ■ r X J /' e , n la e| é«ri ca de la figura 135. Para obtenerlo, se marean las corrientes según se 

rimnlemIlf. lend0 | <,S d, ! ecc, °? es de manera Mitraría; si una corriente resulta negativa, esto significa 
simplemente que la comente fluye en dirección contraria a la de la flecha marcada. La corriente quTentra 

^es de KirchhrfT 8 3CO,TÍente qUe * 61185 L “ ecuaciones P 3 ™ ,as «lentes resultan de las 

Uy de ios corrientes de Kirckkoff(LCK). En cualquier punto de un circuiio, la suma de las corrientes 
que entran es igual a la suma de las corrientes que salen. 

Ley de las tensiones de Kirchhoff(L TK). En cualquier circuito cerrado, ¡a suma de todas las caldas de 
voltaje es igual a la fuerza electromotriz aplicada. 

El nodo P 'da la primera ecuación, el nodo Q la segunda, el circuito de la derecha la tercera y el circuito de 
la izquierda la cuarta, según se indica en la figura 

* eUmÍ " aCÍÓn * Gauss - Este sistema * tan simple que casi podría resolverse por 
inspección. No es este d punto. El cuestión es llevar a cabo una eliminación sistemática —la eliminación de 
Gauss- que funcionará en general, también para sistemas grandes. Es una reducción a la -forma triangu¬ 
lar a partrr de la cual se obtendrán con facilidad los, valores de las incógnitas por - sustitución hacia atrás " 
Se escriben el sistema y su matriz aumentada lado a lado: 


Ecuaciones 


Matriz aumentada A 


C*T)- *2 + 

II 

O 

" 1 

- f l 

1 

-*, + * 2 - 

£ 

II 

o 

-I 

1 

-1 

10 *¡¡ + 

25*3 = 90 

0 

10 

25 

20*j + I0* 2 

= 80 

o \ 

<N 

_1 

io 

0 


Se eliminan 


Primer paso. Eliminación de 

A !a primera ecuación se le llama ecuación pivote! y su término *, se llama pivote en este paso y dicha 

ecuaptón se usa para eliminar*, (deshacerse de*,) en las otras ecuaciones. Paradlo, realizar las siguiente 
operaciones: 6 ^ 

Restar -1 veces la ecuación pivota! de la segunda ecuación . 2 

Restar 20 veces la ecuación pivotal de la cuarta ecuación. 

Esto corresponde a operaciones con renglones en la matriz aumentada, las cuales se indican en seguida de 
la nueva matriz en (3). El resultado es 25 uc 


I0jc 2 + 25jt 3 = 90 
30* 2 - 20*3 = 80 


0 Renglón 2 + Renglón 1 
90 

80_ Renglón 4-20 Renglón 


dt'üriLT 134 ° pe ^'? < f “ r “ tas ” en lMgar ^ “ reaas ” y “ sumas ” «wlta preferible desde el punto 
de vista de la uniformidad de los algoritmos numéricos. Ver también la sección 19.1. 
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Segundo paso. Eliminación de x 2 

La primera ecuación, que acaba de servir como ecuación pivotal, permanece sin cambio. Quiere tomarse 
la (¡nueva!) segunda ecuación como la siguiente ecuación pivotal. Puesto que no contiene ningún término 
en x 2 (necesario como siguiente pivote) —de hecho, es 0 - 0—, es necesario cambiar primero el orden de 
las ecuaciones (y los renglones correspondientes de la nueva matriz) para obtener un pivote diferente de cero. 
Se coloca la segunda ecuación 0 ~ 0 al final y la tercera y cuarta ecuaciones se corren un lugar para arriba; a esto 
se le llama pivoteo parcjal. 1 Se obtiene 


Pivote — 
Se elimina 


*1 “ 


30*2 


+ *3 T 0 

+ 25jc 3 = 90 
- 20*3 “ 80 
0 = 0 


) 

-1 

1 

0 

0 

10 

25 

90 

0 

30 

-20 

80 

0 

0 

0 

0 


Para eliminar * 2 : 
El resultado es 


Restar 3 veces la ecuación pivotal de la tercera ecuación. 


*1 “ x 2 + *3 ~ 0 

10* 2 + 25*3 = 90 

- 95*3 = “ 190 

0 = 0 


1-1 1 0 
0 10 25 90 

0 0 -95 -190 

0 0 0 0 


Renglón 3-3 Renglón 2 


Sustitución hacia oirás. Determinación de *,, * 2 , *, 

Trabajando hacia atrás desdó la última ecuación hasta la primera de este sistema 'Triangular" (4), ahora es 
posible encontrar con facilidad x v luego * 2 y finalmente * ( : 

-95*3 = ”190» * 3 = f 3 - 2 [amperes], 

10*2 + 25*3 = 90, * 2 = T7)(90 - 25* 3 ) = i 2 = 4 [amperes], 

*1 - * 2 + *3 = 0, x \ ~ x 2 ~ x 3 “ '"i = 2 [amperes]. 

Esta es la respuesta al problema planteado. La solución es única. I 

Un sistema (1) se llama sobredeterminado si tiene más ecuaciones que incógni¬ 
tas, como en el ejemplo 2, determinado si m = como en el ejemplo 1, y 
subdeterminado si (1) tiene menos ecuaciones que incógnitas. Un sistema 
subdeterminado siempre tiene soluciones, en tanto que en los otros dos casos las solu¬ 
ciones pueden existir o no. (Los detalles se presentan en la sección 7.6.) Ahora se 
desea ilustrar que la eliminación de Gauss se aplica a cualquier sistema, sin importar 
si tiene varias soluciones, una solución única o ninguna. 


EJEMPLO 3 Eliminación de Gauss para un sistema subdeterminado 

Resolver el sistema lineal de tres ecuaciones en cuatro incógnitas 


1 


|+ 2.0* 2 + 2.0* 3 - 5.0* 4 = 8.0 

3.0 

2.0 

2.0 

-5.0 

8.0 

X5) 

0 .6*j 

+ 1.5* 2 + 1.5*3 - 5.4* 4 - 2.7 

0.6 

1.5 

1.5 

-5.4 

2.7 


1 .1», 

- 0.3*, - 0.3*- + 2.4*. = 2.1 

1.2 

-0.3 

-0.3 

2.4 

2.1 


1 Por oposición a pivoteó total, en el que también se cambia el orden de las incógnitas. El pivoteo total 
rara vez se usa en la práctica. 
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Solución. Como m el ejemplo anterior, se encierran en un círculo los pivotes y en un rectángulo los 
* términos que van a eliminarse. 

Primer paso. Eliminación de a part ir de la segunda y tercera ecuaciones restando 

0.6/3.0 = 0.2 veces la primera ecuación de la segunda. 

1.2/3.0 = 0.4 veces la primera ecuación de la tercera. 

Se obtiene así un nuevo sistema de ecuaciones 


+ 2.0x 2 

+ 2.0*3 - 5 0jr 4 = 

8.0 

”3.0 

2.0 

2.0 

r 5.0 

8.(f 

(Taj 

+ l.I* 3 - 4.4* 4 = 

1.1 

0 

1.1 

1.1 

-4.4 

1.1 

|-Ux 2 | 

- 1.1* 3 + 4.4* 4 = 

-1.1 

0 

-1.1 

-1.1 

4.4 

-1.1 


y se encierra en un círculo el pivote que ya a usarse en el siguiente paso. 
Segundo paso. Eliminación de x 2 de la tercera ecuación de (6) restando 

-1 1/1 1 = -1 veces la segunda ecuación de la tercera. 


Se obtiene 


3.0^ + 2.0jf 2 + 2.0*3 “ 5.0* 4 = 8.0 
(7) 1.1* 2 + 1.1*3 “ 4 - 4jt 4 = 11 

0 = 0 


3.0 

2.0 

2.0 

-5.0 

8.0 

0 

1.1 

I.l 

-4.4 

1.1 

0 

0 

0 

0 

0 


Sustitución hacia atrás. Por la segunda ecuación, x, = I - x, + 4x 4 . A partir de esta expresión y de la 
primera ecuación, jr, - 2 - x 4 . Puesto que x, y x 4 siguen siendo arbitrarias, se tiene una infinidad de 
soluciones; si se escoge un va'or de *, y uno de * 4 , entonces los valores correspondientes de *, y * se 
encuentran determinados de manera única. 1 2 ■ 


EJEMPLO 4 Eliminación de Causa sí existe una solución única 

Resolver el sistema 


-*j + *2 ^*3 ^ 2 

3*j — *2 + *3 — 6 

~*j + 3*2 + 4*3 = 4 

Primer paso. La eliminación 


-1 1 2 2 

3-11 6 

1 3 4 4 

dex x a partir de la segunda y tercera ecuaciones da como resultado 



*j + *2 + 2*3 — 2 

2*2 + 7*3 = 12 

2*2 + 2 * 3 ' = 2 

Segundo paso. La eliminación de *, de la 

*j 4" *2 + 2*3 — 2 

2*2 + 7*3 = 12 

- 5*3 = - 10 


-112 2 
0 2 7 12 

0 2 2 2 


Renglón 2 + 3 Renglón 1 
Renglón 3 - Renglón 1 


tercera ecuación da como resultado 


-1 

0 

0 


1 2 2 

2 7 12 

0 -5 -10 


Renglón 3 - Renglón 2 


Sustitución hacia atrás. Empezando con la última ecuación, se obtiene de manera sucesiva x, = 2, x, = -1 
*, = 1. Se observa que el sistema tiene una solución única. 1 ‘ ■ 





394 


ÁLGEBRA LINEAL; MATRICES, VECTORES, DETERMINANTES 


EJEMPLO 5 Eliminación de Gauss si no existe ninguna solución 

¿Qué ocurrirá si se aplica la eliminación de Gauss a un sistema lineal que no tiene ninguna solución? La 
respuesta es que en este caso el método mostrará este hecho al producir una contradicción. Por ejemplo, 
considérese 


2*2 + x 3 = 3 

~3 

2 

1 

3" 

2*1 

"I - J ^2 ~í” *3 — 0 

2 

1 

1 

0 

6*1 

+ 2* a + 4 jc 3 = 6 

_6 

2 

4 

6 _ 


Primer paso . Eliminación de x x a partir de la segunda y tercera ecuaciones restando 

2/3 veces la primera ecuación de la segunda. 

6/3 = 2 veces la primera ecuación de la tercera. 

Se obtiene así 


3* x + 2*2 

II 

+ 

3 

~3 

2 

1 

3" 

r l*a)+ = 

-2 

0 

-4 

h 

-2 

- 2x 2 

+ 2 x 3 = 

0 

0 

-2 

2 

0 _ 


Segundo paso. La eliminación de *, de la tercera ecuación da como resultado 


V ¿ 

3*j + 2*2 + *3 = 

3 

_ 3 

2 

1 

3 " 

” 4*2 + 4*3 = 

-2 

0 

-4 

4 

-2 

0 = 

12 

_0 

0 

0 

12_ 


Con esto se demuestra que el sistema no tiene ninguna solución. 


I 


La forma del sistema y la de la matriz en el último paso de la eliminación de 
Gauss recibe el nombre de forma escalonada. Así, en el ejemplo 5 las formas escalo¬ 
nadas de la matriz de coeficientes y de la matriz aumentada son 


"3 

2 

f 


"3 

2 

1 

3 ~ 

0 

1 

“3 

1 

5 

y 

0 

1 

“3 

1 

3 

-2 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

12_ 


Al final de la eliminación de Gauss (antes de la sustitución hacia atrás) el sistema 
reducido tendrá la forma 


12*2 

+ * * • ■ 

■ • ■ ■ + 

a \n x h 

= b l 

22*2 


■ * ■ * + 

C 2n X n 

= V 
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( 8 ) 


k rr x r + 


+ kx„ 

rn n 


0 



1 


donde r < m (y a n c 22 * 0, * ■ •, k rr # 0). A partir de lo anterior se observa que en lo 
que se refiere a las soluciones de este sistema (8), hay tres casos posibles: 

(a) No hay ninguna solución ür<my uno de los números b rM es dife¬ 
rente de cero. Esto se ilustra con el ejemplo 5, donde r = 2 < /w = 3 .y b r+] ~b 3 = 12. 

(b) Existe exactamente una solución si r ~ n y b r+lJ * * *, b my en caso de estar 
presentes, son cero. Esta solución se obtiene resolviendo la w-ésima ecuación de (8) 
para jr, después la (w - 1 )-ésima ecuación para x n _ x y así sucesivamente procediendo 
en sentido inverso. Ver el ejemplo 2, donder ^ n =3 y m = 4. 

(c) Existe una infinidad de soluciones si r < vi y b r+ i? • • ■, b m , en caso de estar 
presentes, son cero. Entonces cualquiera de estas soluciones se obtiene eligiendo va¬ 
lores arbitrarios para las incógnitas x r r ■ • •, x n , resolviendo la r-ésima ecuación para 
x r » después la (r - l)-ésima ecuación para x r ] y así sucesivamente procediendo en 
sentido inverso. El ejemplo 3 ilustra este caso. 


Operaciones elementales sobre los renglones 

Para justificar la eliminación de Gauss como método para resolver sistemas lineales, 
se introducen primero dos conceptos relacionados. 

Operaciones elementales para las ecuaciones 

Intercambio de dos ecuaciones 

Multiplicación de una ecuación por una constante diferente de cero 
Adición de un múltiplo constante de una ecuación a otra ecuación. 

A éstas les corresponden las siguientes 

Operaciones elementales sobre los renglones para matrices 

Intercambio de dos renglones 

Multiplicación de un renglón por una constante diferente de cero 
Adición de un múltiplo constante de un renglón a otro renglón. 


La eliminación de Gauss consiste en el uso de la tercera de estas operaciones 4 (para 
obtener los ceros) y de la primera (en el pivoteo). 

Ahora a un sistema lineal S x se le llama equivalente respecto a los renglones a 
un sistema lineal S 2 si S { puede obtenerse a partir de S 2 mediante un (¡número finito!) 


4 En la eliminación de Gauss se dice ‘‘resta de un múltiplo constante” (en vez de "suma”), ya que resulta 
más sugerente en la obtención de ceros; desde luego, se trata de una simple cuestión de lenguaje. 
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de operaciones elementales sobre los renglones. Por supuesto, el sistema producido 
por la eliminación dé Gauss al final es equivalente respecto a los renglones al sistema 
original que se resuelve. Por tanto, la justificación deseada de la eliminación de Gauss 
como método de solución se sigue del teorema siguiente, lo cual implica que la elimi¬ 
nación de Gauss da todas las soluciones del sistema original. 

Teorema 1 (Sistemas equivalentes respecto a los renglones) 

Los sistemas lineales equivalentes respecto q los renglones tienen los mismos con - 
juntos de soluciones. 

Demostración . El intercambio de dos ecuaciones no altera el conjunto solución. Tam¬ 
poco lo hace la multiplicación de una ecuación por una constante c (¡diferente de 
cero!), ya que la multiplicación de la nueva ecuación por Me produce la ecuación 
original. Lo mismo ocurre para la adición de una ecuación E x a una ecuación E v ya 
que al sumar(la ecuación obtenida a partir de E x al multiplicar £, por -1) a la 
ecuación resultante de la adición se obtiene de nuevo la ecuación original. I 

Se justifica así la eliminación de Gauss. Los aspectos numéricos del método se 
discuten en la sección 19.1 (que es independiente de las demás secciones sobre méto¬ 
dos numéricos) y en la sección 19.2 variantes populares del mismo (los métodos de 
Doolittle, de Crout y de Cholesky). 


1. 2jc + 3 y = 4 

3x + 2 y = -4 

4. x + 2 y - 8z = 0 
2jc - 3y + 5z = 0 
3jc + 2y - \2z = 0 

7. x + y + z = -1 
4y + 6z = 6 

y + z = 1 

10. Ix - 4v - 2z = -6 

16x + 2y 4- z = 3 


3jc + 2y = - 17 

10jc + ‘y = 0 

5. 3x — y + z — — 2 
x + 5y + 2z = 6 

2jc + 3y + z — 0 

8. 5jc + 3y = 22 

-4jc + 7y = 20 

9jc - 2y = 15 

11. x - 3y + 2z = 2 
5jc - 15y +' Iz = 10 


3. -x + 2y = 4 
3 jc + 4y = 38 

6. 7x- y - 2z - 0 

9x - y ~ 3z = 0 

2x + 4y - lz ~ 0 

9. 4y + 3z - 13 

x 2y + z = 3 

3jc + 5y =11 

12. 3x - 3y - lz = -4 

jc - y + 2z = 3 


Problemas de la sección 7.4 

Resolver los siguientes sistemas lineales por medio de la eliminación de Gauss. 

2 . 


13. 3w - 6x - y — z = 0 

w - 2jc ■+ 5y - 3z - 0 

2>v - 4jc + 3y - z - 3 


14. 4w + 3x - 9y + z = 1 

-w + 2x - 13y + 3z = 3 

3w - jc + 8y - 2z = -2 
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15. w + x + y =6 16. w - x + 3y - 3z = 3 

-3w> — 17x + y + 2z = 2 -5h> + 2x - 5y + 4z = — 5 

4w - I7x + Sy - 5z = 2 - -3»v - 4x + ly - 2z = 1 

- 5x - 2y + z = 2 2w + 3x + y - Uz = 1 


Modelos de redes eléctricas 

Usando las leyes de KirchhofF(ver el ejemplo 2), encontrar las corrientes en las siguientes redes. 



16 volts 


21 . (Puente de Wheatstone) Demostrar que si RJR y = RJR 2 en la figura, entonces / = 0 (R Q 
es la resistencia del instrumento con que se mide /.) 

22. (Flujo vehicular) Los métodos de análisis de circuitos eléctricos tienen aplicaciones en 
otros campos. Por ejemplo, aplicando el análogo de la ley de la corriente de Kirdihoff, 
encontrar el flujo vehicular (automóviles por hora) en la red de calles de un sentido (en las 
direcciones indicadas por las flechas) ilustrada en la figura ¿La solución es única? 



Problema 21. Puente de Wheatstone. Problema 22. Red de calles de un sentido. 
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23* (Modelos de mercado) Determinar la solución de equilibrio (D, = 5,, D 2 ~ S 2 ) del merca¬ 
do de dos artículos con modelo lineal 

A = 40 - 2 P x - P 2 , 5! - 4P X - P 2 + 4 

D 2 = 5P x - 2 P 2 4 - 16, S 2 - 3 P 2 - 4 

donde £>, S, P significan demanda, oferta, precio y los subíndices 1 y 2 se refieren al 
primero y segundo artículos, respectivamente. 

24. (Relación de equivalencia) Por definición, una relación de equivalencia en un conjunto 
es una relación que satisface tres condiciones: 

(1) Todo elemento A del conjunto es equivalente a sí mismo. 

(2) Si A es equivalente a 5, entonces B es equivalente a A, 

(3) Si A es equivalente a B y B es equivalente a C, entonces A es equivalente a C. 

Por ejemplo, la igualdad es una relación de equivalencia en el conjunto de los números 
reales. Demostrar que la equivalencia respecto a los renglones satisface las tres condiciones. 


7.5 INDEPENDENCIA LINEAL. ESPACIO VECTORIAL. 

RANGO DE UNA MATRIZ 

En la sección anterior se explicó el método práctico más importante para resolver 
sistemas de ecuaciones lineales, la eliminación de Gauss. Se vio también que un siste¬ 
ma puede no tener soluciones, tener una sola solución o tener más de una solución (y 
en consecuencia una infinidad de soluciones). Por tanto, se pregunta si es posible 
hacer afirmaciones generales acerca de estos problemas de existencia y unicidad. La 
respuesta es sí y se hará en la siguiente sección. Para ello se necesitarán los concep¬ 
tos de independencia lineal y rango, que se introducen a continuación; estos con¬ 
ceptos son de gran importancia general, que rebasa con mucho la presente discusión. 


Independencia y dependencia lineal de vectores 

Dado cualquier conjunto de m vectores 5 a (J) , *, a (m) (con el mismo número de com¬ 

ponentes), una combinación lineal tie estos vectores es una expresión de la forma 


c i a (D + 


+ C m a (m) 


donde c • ■ •, c son escalares arbitrarios. 6 Considérese ahora la ecuación 

i /w 


(i) 


C i a (l) + c 2 a (2) + + c m a (m) _ 


5 Si se prefiere, escríbase simplemente a p * ■ ■ , a m , pero es necesario tener presente que se trata de 
vectores , no de componentes de vectores. 

6 En esta sección, los escalares serán números reales. 





independencia lineal espacio vectorial rango de una matriz 


51 ;I- * ya 

r*i« <■),».«o. ““ ” ,d '“ pan ‘ ,os q “ » 

lineal mente independiente o ahrevianrU i n (I) ’ ’ a («) íorman un conjunto 

En caso contranCsH^btn ^dfJ "T ,inea,mente «^Pendientes. 

-.■ 

O — /. ^ í 1 ) 


*2*<2) + 


(y alguna o incluso todas las k pueden ser cero). 

EJEMPL01 Independencia y dependencia lineal 

Los tres vectores 


donde k- = 


a (U = I 3 

0 

\D 

1 

II 

N 

*- 

42 

»(3) = í 21 

-21 

» 

Si) ~ h 

“(2) “ 


son linealmente dependientes porque 


~ - ¿¿xsszsstt: sstcjk 

■ 

Espacio vectorial, dimensión, base 

Dados /w vectores a . . . 0 


Dados m vectores a . . . 0 

formarse el conjuntó'K de iÍS" ” c ° m P° nentes uno, como antes, puede 

«-«' wmjz ^r«sr b,n “ ,ws ■*"-*—r * 

t «*->* 

id. definidas para estos w», de modo qne^mim* 

2. Para todos los vectores y escalares se tienen las conocidas reglas 

a + b = b + a 


(a + b) + c a + (b + c) (denotado a + b + c) 

a + 9 = a 

a + (-a) = 0 

se explican en la sección 7 . is"* 0 * n * CeSan<>S en ,a s,guiente «wión. Los espacios vectoriales generales 
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así como 

fc(a + b) = fca + kb 
(k + €)a - fca + €a 

Á(€a) - (fc€)a (denotado Wa) 

la = a. 

(Para los vectores aquí tratados, estas reglas se siguen de (1) y (2) de la sección 7.2 — 
¡después de todo, los vectores son matrices especiales!) 

Al número máximo de vectores lineaímente independientes en V se le llama la 
dimensión de Vy se denota por dim V. 

Evidentemente, si los m vectores dados son linealmente independientes, enton¬ 
ces dim V - m\ y si son linealmente dependientes, entonces dim V < m. 

A un conjunto linealmente independiente en V compuesto por el máximo número 
posible de vectores de V se le llama una base de V. Por tanto, el número de vectores de 
una base de V es igual a dim V. 

EJEMPLO 2 Espacio vectorial, dimensión, base 

El generado de los tres vectores del ejemplo 1 es un espacio vectorial de dimensión 2 y una base es a (l) , 
a (J) , por ejemplo, o a u ,,a t3) , etc. I 

Por espacio vectorial real n dimensional R? se entiende el espacio de todos los 
vectores con n números reales como componentes (“vectores reales ”) y números rea¬ 
les como escalares. Estos son un nombre y una notación estándares. Por tanto, cada 
uno de estos vectores es un arreglo ordenado de n números reales, como se sabe. 

Por tanto, para n = 3 se tiene F? compuesto de temas ordenadas (“vectores en el 
espacio tridimensional”) y para n = 2 se tiene R 2 compuesto por pares ordenados 
(“Vectores en el plano”). En los capítulos 8 y 9 se verá que estos casos especiales 
ofrecen amplias áreas para aplicaciones de geometría, mecánica y cálculo que son de 
importancia fundamental para el ingeniero y el físico. 

Rango de una matriz 

El número máximo de vectores renglón linealmente independientes de una matriz A = 
[<xj se llama el rango de A y se denota por 

rango A. 


EJEMPLO 3 Rango 

La matriz 


3 

0 

2 

2 

(2) 

A = 

-6 

42 

24 

54 



_ 2! 

-21 

0 

-15 


tiene rango 2, ya que el ejemplo I indica que los dos primeros vectores renglón son lineaímente indepen¬ 
dientes, mientras que los tres vectores renglón son linealmente dependientes. I 
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Obsérvese asimismo que rango A ■= 0 si y sólo si A = 0. Esto se sigue directamen¬ 
te de la definición. 

En la discusión de la existencia y la unicidad de las soluciones de sistemas de 
ecuaciones lineales se necesitará el muy importante 


Teorema 1 (Rango en términos de vectores columna) 

El rango de una matriz A es igual al número máximo de vectores columna linealmente 
independientes de A. 

En consecuencia, A y su transpuesta A r tienen el mismo rango . 

Demostración. Sea A = [aj y sea rango A = r. Entonces, por definición, A tiene un 
conjunto linealmente independiente de r vectores renglón, denotados v (1) , * ■ ■, v (r) , y 
todos los vectores renglón a (|) , * * *, a (m) de A son combinaciones lineales de los que 
son independientes, es decir, 

a (l) = C 11 V (1) + C 12 V (2) + • * * + C lr V (r) 

a (2) = C 21 V (1) + C 22 V (2) + * * * + c 2r V (r) 


a (m) “ c ml V (l) + C m2 V (2) + * * * + C mr V (r) 

Estas son ecuaciones vectoriales. Cada una de ellas es equivalente a n ecuaciones de 
las componentes correspondientes. Al denotar las componentes de v (1) por v n , * • •, 


v lw , las componentes de 

v m P° r V 2 |. • 

■ ‘ • V 

etc., 

y haciendo lo mismo para los 

vectores del primer miembro, se tiene 





a lk 

= c ll°lk + 

c 12 v 2k 

+ ■ 

• • + 

c lr v rk 

a 2k 

= C 21 ü lfc + 

C 22 V 2k 

+ • 

• • + 

c 2r ü rk 

a mk 

= C ml V lk + 

C m2 V 2k 

+ * 

. . + 

c mr v rk 


donde k = 1, • * *, n. Esto puede escribirse 


a lk 


c n 


Sl2 


~ C 1 r‘ 

a 2k 

= D lk 

C 21 

+ V 2k 

c 22 

+ ' ' ’ + v rk 

C 2r 

_ ü mk_ 


_ C ml_ 


_ C m2_ 


_ C mr_ 


donde k = 1, * v, n. El vector de la izquierda es el A-ésimo véctor columna de A. En 
consecuencia, la ecuación indica que todo vector columna de A es una combinación 
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lineal de los r vectores de la derecha. Por tanto, el número máximo de vectores colum¬ 
na linealmente independientes de A no puede exceder r, que es el número máximo de 
vectores renglón linealménte independientes de A, por la definición de rango. 

Ahora se aplica la misma conclusión a la transpuesta A T de A. Puesto que los 
vectores renglón de A T son los vectores columna de A y los vectores columna de A T 
son los vectores renglón de A, la conclusión anterior significa que el número máximo 
de vectores renglón linealmente independientes de A (que es r) no puede exceder el 
número máximo de vectores columna linealmente independientes de A. Por tanto, ese 
número debe ser igual a r y se termina así la demostración. 


EJEMPLO 4 Ilustración del teorema 1 

¿Qué significa el teorema I con respecto a la matriz A de (2)? Puesto que se tiene rango A = 2, los 
vectores columna deberán contener dos que sean linealmente independientes y los dos restantes deberán 
ser combinaciones lineales de ellos. De hecho, los dos primeros vectores columna son linealmente inde¬ 
pendientes y 


" 2 

24 

_ 2 

3~ 

-6 

2 

+ r 

0 ~ 

. 42 

y 

2 

54 

_ 2 

3" 

-6 

29 
+ rr 



“ 3 

21 

3 

_-2!_ 


-15 

” 3 

_ 21 _ 

21 

- 


Esto es sencillo de comprobar pero no de ver. Al imaginar que A T fuera dada, se observa que la determina¬ 
ción de un rango mediante la aplicación directa de la definición no es la manera adecuada, a menos que la 
matriz sea lo suficientemente simple. Esto sugiere preguntarse si es posible “simplificar” (transformar) 
una matriz sin alterar su rango. La respuesta es afirmativa, como se indica en seguida. I 

La separación de los vectores renglón de una matriz A se denomina espacio 
renglón de A y la separación de las columnas, espacio columna de A. De esto y 
del teorema 1 se tiene 


Teorema 2 (Espacio renglón y espacio columna) 


El espacio renglón y el espacio columna de una matriz A tienen la misma dimensión, 
igual al rango de A. 


Invariancia del rango bajo las operaciones elementales sobre 
los renglones 

Se afirma que las operaciones elementales sobre los renglones (sección 7.4) no alte¬ 
ran el rango de una matriz A. 

Para la primera operación (el intercambio de dos vectores renglón) esto resulta 
evidente. La segunda operación (la multiplicación de un vector renglón por una cons¬ 
tante diferente de cero) tampoco altera el rango, ya que no altera el número máximo 
de vectores renglón linealmente independientes. Por último, la tercera operación es la 
adición de c veces un vector renglón a w , por ejemplo, a otro vector renglón, por 
ejemplo, a ( . } . Esto produce una matriz que difiere de A tan sólo por el z-ésimo vector 
renglón, que es cte la forma a (/J + ca^, una combinación lineal de los dos vectores 
renglón a (0 y a w , por lo que el número de vectores renglón linealmente independientes 
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se mantiene igual. En consecuencia, la nueva matriz tiene el mismo rango que A. 
Recordando por la sección anterior que dos matrices equivalentes respecto a los ren¬ 
glones son aquellas que pueden obtenerse una a partir de la otra mediante un número 
finito de operaciones elementales sobre los renglones, el resultado es 


Teorema 3 (Matrices equivalentes respecto a los renglones) 

Las matrices equivalentes respecto a los renglones tienen el mismo rango. 

Este teorema indica lo que puede hacerse para determinar el rango de una matriz 
A, a saber, reducirla a la forma escalonada (sección 7.4), usando la técnica de la 
eliminación de Gauss, porque al aplicarla el rango no se altera, por él teorema 2, y a 
partir de la forma escalonada puede identificarse directamente el rango. 


EJEMPLO 5 Determinación del rango 

Para la matriz del ejemplo 3 se obtiene sucesivamente 


0 

2 

2 

42 

24 

54 

-21 

0 

-15_ 

0 

2 

2 

42 

28 

58 

-21 

-14 

-29_ 

0 

2 

2 

42 

28 

58 

0 

0 

0 


(dado) 


Renglón 2+2 Renglón 1 
Renglón 3-7 Renglón 1 


Renglón 3 + y Renglón 2 


La última matriz está en la forma escalonada. Por los vectores renglón y el teorema 3 se observa de 
inmediato que el rango A ¿ 2y, por el teorema I, que A = 2, ya que los dos primeros vectores columna son 
a todas luces linealmente independientes. | 

Este método para determinar el rango tiene aplicaciones prácticas en relación con 
la determinación de la dependencia e independencia lineal de vectores. La clave para 
ello es el siguiente teorema, que es un resultado inmediato de la definición de rango. 


Teorema 4 (Dependencia e independencia lineal) 

p vectores x (|) , • • •, (con n componentes cada uno) son linealmente independien¬ 
tes si la matriz con vectores renglón x (|) , ■ • • , x w tiene rango p; son linealmente 
dependientes si dicho rango es menor que p. 

Puesto que cada uno de los/? vectores tiene n componentes, esa thatriz, llámese 
A, tiene p renglones y n columnas; y si n <p, entonces por el teorema 1 debe tenerse 

rango A <«</?, por lo que el teorema 4 lleva al siguiente resultado, el cual debe 
tenerse presente. 
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Teorema 5 

p vectores con n < p componentes son siempre linecdmente dependientes . 

Por ejemplo, tres o más vectores en el plano son linealmente dependientes. De 
manera similar, cuatro o más vectores en el espacio son linealmente dependientes. 
Por la definición de dimensión, se tiene asimismo 


teorema 6 

t , - ■ ■■■ 

El espacio vectorial R" que consta de todos los vectores con n componentes tiene 
dimensión n. 

En la siguiente sección se presentan aplicaciones básicas del rango. 


Problemas de la sección 7.5 

Espacios vectoriales. ¿El conjunto de vectores dado es un espacio vectorial? (Dar una razón.) 
Si la respuesta es afirmativa, determinar la dimensión y encontrar una base. 

1. Todos los vectores [v, v 2 vJ T en /? 3 tales que v, + 2v 2 = 0. 

2. Todos los vectores en R* tales que Vj + v 2 = 0. v 3 + v 4 = 0. 

3. Todos los vectores en /? 3 tales que v, + v 2 + v 3 = 1. 

4. Todos los vectores en R 3 tales que v, + v 2 = k (= const). 

5. Todos los números reales. 

6. Todos los vectores en R s tales que v, + v 2 = 0, v, ■+ 2v 2 + v 3 - v 4 = 0. 

7. Todos los quintetos ordenados de números reales positivos. 

8 . Todos los vectores en R* tales que v, = 0, v 2 + v 3 + v 4 > 0. 

9. Todos los vectores en R " con las primeras n - 1 componentes cero. 

10. (Subespacío) Un subconjunto no vacío W de un espacio vectorial V se llama subespacio 
de V si W en sí mismo es un espacio vectorial con respecto a las operaciones algebraicas 
definidas en V. Dar ejemplos de subespacios de R 3 con una y dos dimensiones. 


Rango. Encontrar el rango por inspección o por el método del ejemplo 5. 



"7 

7“ 



r 3 2 

- 

-9" 


"2 

0 

9 


2 


11. 

i 

1 

2 


12. 

Tf- 

1 

1 


18 

13. 

1 

4 

6 


0 



0 

0 _ 



L 12 8 

— 

36_ 


_3 

5 

7 





‘o 

1 

o" 


a b 

c 



8 

1 


3 


6“ 

14. 

1 

0 

0 

15. 

b a 



16. 

0 

3 


2 


2 


0 

0 

1 _ 


a ■# ±b 




— 8 

-1 

- 

3 


4_ 




SISTEMAS LINEALES: PROPIEDADES GENERALES DE LAS SOLUCIONES 



3 

1 

4 


6 

0 

2 


‘l 

0 

3 

o" 

17. 

o m 

1 

5 

4 

8 

4 

18. 

0 

2 

8 

7 

3 

5 

19. 

0 

3 

2 

0 

4 

5 

6 

1 


1 

2 

4_ 


_5 

5 

0 _ 


2 

3 

0 

1 


20. Demostrar con un ejemplo que rango A - rango B no implica que rango A 2 = rango B 2 . 

21. Demostrar que B T A T = rango AB. 

22. Probar que si los vectores renglón de una matriz Ade«x» son linealmente independien- 
tes entonces también lo son los vectores columna de A (y viceversa). 

23. Probar que si A no es cuadrada, entonces los vectores renglón o bien los vectores colum- 
na de A son linealmente dependientes. 

24. Probar que las matrices equivalentes respecto a los renglones tienen el mismo espacio 

renglón. r 

25. Encontrar una base del espacio renglón y del espació columnade la matriz del problema 11. 

26. Repetir el procedimiento del problema 25 para la matriz del problema 17. 

Independencia lineal. Establecer si los vectores dados son linealmente independientes o de¬ 
pendientes. 

27 . [1 5 3], [2 4 6], [3 9 11] 28 . [4 3 9], [0 0 0], [1 § §] 

29 . [I 0], [1 2], [3 4] 30 . [I 1 0], [0 I I], [1 o M 

31 . [1 2 31, |4 5 6], [7 8 9] 32 . [3 -1 4], [6 7 5], [9 6 9] 

33. [9 0 9], [0 6 6], [3 3 0] 34. [2 1 0 6], [I 9 9: 0] 

35.(3 0 2 4 5], (7 2 6 1 0], (1 2 2 -7 -10] 


7.6 

SISTEMAS LINEALES: 

PROPIEDADES GENERALES DE LAS SOLUCIONES 

Usando el concepto de rango de una matriz, según se definió en la sección anterior es 
posible establecer ahora el tema de la existencia y la unicidad de las soluciones de los 
sistemas lineales. El teorema central (¡que el estudiante deberá memorizar!) es el 
siguiente. (Para ejemplos ilustrativos, ver ja sección 7.4.) 


Teorema 1 Teorema fundamental de los sistemas lineales 

(a) Un sistema lineal de m ecuaciones 

------- -___- 

a n x i + a i2 x 2 + • • • + a ln x n = b x 
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en n incógnitas jc,, * ■ ■, x n tiene soluciones si y sólo si la matriz de coeficientes A y la 
matriz aumentada A, es decir, 



tienen el mismo rango. 

(b) Si este rango r es igual a ti, el sistema (1) tiene exactamente una solución . 

(c) Si r < n, el sistema (1) tiene una infinidad de soluciones, la totalidad de las 
cuales se obtienen al determinar r incógnitas adecuadas (cuya submatriz de coefi¬ 
cientes debe tener rango r) en términos de las n — r incógnitas restantes, a las que 
pueden asignarse valores arbitrarios. 

(d) Si existen soluciones, todas ellas pueden obtenerse por la eliminación de 
Gauss (ver la sección 7.4). (Esta eliminación puede iniciarse sin considerar primero 
los rangos de A y A, ya que revelará automáticamente si existen o no soluciones; ver, 
por ejemplo, el ejemplo 5 de la sección 7.4.) 

Demostración . (a) El sistema (1) puede escribirse en la forma 

(1) Ax — b 

o en términos de vectores columna c (1) , • • *, c {n) de A: 

(2) c (iy*i + c (2) X 2 + * * * + c (n)*n — 

Puesto que A se obtiene agregando a A la columna adicional b, el teorema 1 de la 
sección 7.5 implica que rango A es igual a rango A o rango A +1, Ahora bien, si (1) 
tiene una solución x, entonces (2) indica que b debe ser una combinación lineal de 
ésos vectores columna. Por tanto, rango A no puede exceder rango A, de donde debe 
tenerse que rango A = rango A.^ 

Recíprocamente, si rango A = rango A, entonces b debe ser una combinación 
lineal de los vectores columna de A, por ejemplo, 

b = ttjC(j) + * + ft n C (w) 

ya que de otro modo rango A = rango A +1. Pero esto significa que (1) tiene una 
solución, a saber, x, = a t , * * *, x n - a n . 

(b) Si rango A = r - n, entonces el conjunto C ~ {c (l) , * * *, c (n) } es linealmente 
independiente, por el teorema 1 de la sección 7.5. Se sigue entonces que la represen¬ 
tación (2) de b es única ya que 

C (l)*l + * * * + c (n) x n ~ c (l)*l + c (n)*n 
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implicaría que 

<*1 - J i)C(i, + ••;+'<*„- :*>,„) = 0 

y x, - x i = 0, * * • , x n - x n = 0 por la independencia lineal. En consecuencia, los 
escalares x r • *, x n en (2) se encuentran determinados de mánera única, es decir, la 
solución de (1) es única. 

(c) Si rango A = rango A = r< «, por el teorema 1, sección 7.5, hay un conjunto 
K linealmente independiente de r vectores columna de A tal que los n - r vectores 
columna restantes de A son combinaciones lineales de esos vectores. Se renumeran 
columnas e incógnitas, denotando las cantidades renumeradas por *, de tal modo que 
{c (l) , * *, c {r) } es ese conjunto K linealmente independiente. Entonces (2) queda 

Vi + "' + V» = >' 

C^ +1) , • * • , C w son combinaciones linéales de los vectores de K, al igual que los 
vectores x r+l c (r+ () , * * •, x n c (w) . A! expresar estos vectores en términos de los vectores 
de A" y agrupando términos, el sistema puede escribirse en la forma 

( 3 > £(!,?! + • • • + c {r) y r = b 

y, = i + donde 0. resulta de los términos x rt ,c (r+1( , • • ■, x n c (n) ; aquí, j = 1, • • r. 
Puesto que el sistema tiene una solución, hay • * *, y t que satisfacen (3). Estos 
escalares son únicos ya que K es linealmente independiente. Al elegir x r+ ,, * * *, x n se 
fija la ¡3 f y la x.- ^correspondiente, donde j =1, • • *, r. 

(d) Esto se demostró en la sección 7.5 y se vuelve a replantear aquí en calidad de 

recordatorio. | 

El teorema se ilustra por medio de ejemplos en la sección 7.4; en el ejemplo 3 se 
tiene rango A = rango A=2</i = 4y pueden escogerse x 3 y x 4 de manera arbitraria; 
en el ejemplo 4 hay una solución única ya que rango A = rango A = n = 3; y en el 
ejemplo 5 no hay ninguna solución, ya que rango A. = 2 < rango A .= 3. 

El sistema homogéneo 

El sistema (1) se llama homogéneo si todas las b. del segundo miembro son cero. En 
caso contrario se llama no homogéneo. (Ver también la sección 7.4.) Por el teorema 
fundamental se obtienen con facilidad los siguientes resultados. 

Teorema 2 (Sistema homogéneo) 

< Un sistema lineal homogéneo 



( 4 ) 
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siempre tiene la solución trivial x x = 0, * ■ *, x n = 0. Existen soluciones no triviales si 
y sólo si rango A <n. Si rango A = r < n, estas soluciones, junto con x = forman un 
espacio vectorial de dimensión n — r (ver la sección 7.5). En particular, si x (|) y x (2) 
son vectores solución de (4), entonces x = c,x (1) + r 2 x (2) , donde c } y c 2 son escalares 
cualesquiera, es un vector solución de (4). (Esto no se cumple para sistemas no 
homogéneos . 

Demostración . El primer enunciado es obvio y está en concordancia con el hecho 
de que para un sistema homogéneo la matriz de coeficientes y la matriz aumentada 
tienen el mismo rango. Los vectores solución forman un espacio vectorial porque si 
x (1) y x {2) son cualquiera de ellos, entonces Ax (I) = 0, Ax (2) - 0, y esto implica A(x (I ^ 
+ x {2) ) = Ax (1) + Ax ( 2) = 0 así como A(cx (1) ) = cAx (l) - 0, donde c es árbitrario. Si 
rango A = r < w, el teorema fundamental implica que pueden elegirse n-r incógni¬ 
tas adecuadas, llámense x r+ ,, • • % x w , en una forma arbitraria, y cada solución se 
obtiene de esta manera. Se sigue que una base de soluciones (es decir, una base del 
espacio vectorial de estas soluciones) es y (I) , •**, y (fl r) , donde el vector solución y 0) , 
j = 1, • •, n - r, se obtiene eligiendo x r+i = 1 y las otras x r+ ,, *, x H cero; entonces 

se encuentran determinadas las x v ' • ■, x r correspondientes. Con esto se prueba que 
el espacio vectorial de todas las soluciones tiene dimensión n - /* y se termina así la 
demostración. I 


Cabe mencionar que al espacio vectorial de todas las soluciones de (4) se le llama 
el espacio nulo de la matriz de coeficientes A, ya que si se multiplica por A cualquier 
x de este espacio nulo el resultado es 0. A la dimensión del espacio nulo se le llama la 
nulidad de A. En términos de estos conceptos, el teorema 2 establece que 


(5) 


rango A + nulidad A = n 


donde n es el número de incógnitas (el número de columnas de A). Si se tiene rango A 
- /i, entonces nulidad A=0, de donde el sistema sólo tiene la solución trivial. Si rango 
A = r < n, entonces nulidad A = n - r > 0, por lo que se tienen soluciones no triviales 
que, junto con 0, forman un espacio vectorial de dimensión p - r > 0. 

Obsérvese que rango A < m en (4), por la definición, por lo que rango A < n 
cuando m <n. Por el teorema 2 esto demuestra el siguiente teorema, que es de consi¬ 
derable importancia práctica. 


Teorema 3 (Sistema con menos ecuaciones que Incógnitas) 

Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con menos ecuaciones que incógnitas 
siempre tiene soluciones no triviales. 


El sistema no homogéneo 

Si un sistema no homogéneo de ecuaciones lineales tiene soluciones, su totalidad 
puede caracterizarse de la siguiente manera. 





INVERSA DE UNA MATRIZ 


409 


Teorema 4 (Sistema no homogéneo) v 

Si un sistema lineal no homogéneo de ecuaciones de la forma (1) tiene soluciones, 
entonces todas estas soluciones son de la forma 

* ~ *0 + x h 

donde x 0 es cualquier solución fija de(X)yx h recorre todas las soluciones del sistema 
homogéneo (4) correspondiente. 

Demostración* Sean x cualquier solución dada de (1) y x 0 lina solución de (1) elegida 
arbitrariamente. Entonces Ax - b, Ax 0 = b y, por lo tanto, 

A(x - Xq) = Ax - Axq = 0. 

Con esto se demuestra que la diferencia x - x 0 de cualquier solución x de (1) y cual¬ 
quier solución fija x 0 de (1) es una solución de (4), por ejemplo, x h . En consecuencia, 
todas las soluciones de (1) se obtienen haciendo que x h recorra todas las soluciones 
del sistema homogéneo (4) y se termina así la demostración. I 


7.7 INVERSA DE UNA MATRIZ 


En esta sección se consideran exclusivamente matrices cuadradas. 

La inversa de una matriz A = [a Jk ] de nx n se denota por A' 1 y es una matriz de 
n x n tal que 


( 1 ) 


AA“ X = A -1 A = I, 


donde I es la matriz unitaria de n x n (ver la sección 7.3). 

Si A tiene una inversa, entonces A se llama matriz no singular. Si A no tiene 
inversa, entonces A se llama matrfcsingular. 

Si A tiene una inversa, ésta es única. 

De hecho, si tanto B como C son inversas de A, entonces AB = I y CA = I, por lo 
que la unicidad se obtiene de 

B = IB = (CA)B = C(AB) = CI =' C. 

Se demuestra a continuación que A tiene una inversa (es no singular) si y sólo si 
tiene rango máximo posible n. La demostración probará asimismo que Ax = b implica 
x - A 'b siempre que A" 1 exista, y se dá así una motivación para la inversa así como 
una relación con los sistemas lineales. 8 

Teorema i (Existencia de la inversa) 

La inversa A 1 de una matriz A d tnxn existe si y sólo si rango A = n. En consecuen¬ 
cia, A es no singular si rango A = y es singular si rango A < n. 


* Pero no un método para resolver numéricamente Ax = b, ya que hi eliminación de Gauss (sección 7.4) 
requiere menos cálculos. 
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Demostración . Considérese el sistema lineal 

(2) * Áx = b 

con la matriz A dada como matriz de coeficientes. Si la inversa existe, entonces al 
premultiplicar por (1) ambos miembros se obtiene 

A~*Ax = x = A _1 b. 

Con esto se demuestra que (2) tiene una solución única x, por lo que A debe tener 
rango n por el teorema fundamental de la secc ion anterior. 

Recíprocamente, sea rango A = n. Entonces por el mismo teorema, el sistema (2) 
tiene una solución única x para cualquier b y la eliminación de Gauss (en la sección 
7.4) indica que sus componentes x. son combinaciones lineales de las de b, por lo que 
puede escribirse 

(3) x = Bb. 

Al hacer la sustitución en (2) se obtiene 


Ax = A(Bb) = (AB)b = Cb b (C « AB) 


para cualquier b. Por tanto C ~ AB *= I, la matriz: unitaria. De manera similar, si se 
sustituye (2) en (3) se obtiene 

x = Bb = B(Ax) = (BA)x 

para cualquier x (y b = Ax). Por tanto BA = I. En conjunto, B =A 1 existe. I 


Determinación de la inversa 

Quiere establecerse que para determinar en la práctica la inversa A" 1 de una matriz A 
no singular de n x n puede usarse la eliminación dé GausS (sección 7.4), en realidad, 
una variante de 1^ misma, llamada la eliminación de Gauss-Jordan. 9 La idea es la 
siguiente. Usando A, se forman los h sistemas Ax (l) = e (l) , • * *, Ax (n) = e (it) , donde 
tiene lay-ésima componente 1 y las demás componentes cero. Al introducir las matri¬ 
ces X - [x ( ■ • ■ x (w p e I - [é (|) • ■ * e (w) ], de n x «, los « sistemas se combinan en una 
sola ecuación matncíal AX = 1 y tas n matrices aumentadas \A e ([) ], * *, [A e (/j) ] 
en una sola matriz aumentada A = [A I], Ahora AX = I implica X = A 'I = A 1 , 
y para resolver AX = I para X puede aplicarse lá eliminación de Gauss a A = [A I] 
para obtener [U H], donde U es triangular superior, ya que la eliminación de Gauss 


v WILHELM JORDAN (1842-1899), matemático y geodesta alemán. [Ver American Mathematical 
Monthly 94 (1987), pp. 130-142.] 

No se recomienda como método para resolver sistemas de ecuaciones lineales, ya que el número de 
operaciones aunadas a las de la eliminación de Gauss es mayor que para la sustitución hacia atrás, la 
cual evita la eliminación de Gauss-Jordan. Ver también la sección 19.1. 
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triangulariza los sistemas. La eliminación de Gauss-Jordan opera ahora sobre [U H] 
y, al eliminar los elementos de U que están arriba de la diagonal principal, se reduce a 
[I K], la matriz aumentada de IX = A 1 . Por tanto, debe tenerse K = A 1 y A 1 puede 
leerse al final. 

(En la sección 7.9 se presenta una fórmula para los elementos de A -1 en términos 
de los de A, en relación con los determinantes.) 


EJEMPLO 1 Inversa de una matriz. Eliminación de Gauss-Jordan 


Encontrar la inversa A 1 de 


A = 


-í 1 
3 -1 

-I 3 


2 

1 

4 


Solución. Se aplica la eliminación de Gauss (sección 7.4) a 


EA I] = 


-1 I 2 
3 -1 1 

-1 3 4 


1 0 0 
0 10 
0 0 1 


-112 1 
0 2 7 3 

0 2 2 -1 


0 0 

1 0 Renglón 2 + 3 Renglón 1 

0 1_ Renglón 3 - Renglón 1 


-1 1 2 

0 2 7 

0 0-5 


1 0 
3 1 

-4 -1 


0 

0 

1 


Renglón 3 - Renglón 2 


Esta es [U H] según se obtiene por la eliminación de Gauss y U concuerda con el ejemplo 4 de la sección 
7.4. Se siguen ahora los pasos adicionales de Gauss-Jordan para reducir U a I, es decir, a la forma diagonal 
con elementos 1 en la diagonal principal. 


”l 

-1 

-2 

-1 

0 

0 

- Renglón 1 

0 

1 

3.5 

1.5 

0.5 

0 

0.5 Renglón 2 

0 

0 

1 

0.8 

0.2 

-0.2^ 

-0.2 Renglón 3 

"l 

-1 

0 

0.6 

0.4 

-0.4“ 

Renglón 1 + 2 Renglón 3 

0 

1 

0 

-1.3 

-0.2 

0.7 

Renglón 2-3.5 Renglón 3 

ú 

0 

1 

0.8 

0.2 

— 0.2_ 



0 

0 

-0.7 

0.2 

0.3" 

Renglón 1 + Renglón 2 

0 

1 

0 

-1.3 

-0.2 

0.7 


0 

0 

1 

0.8 

0.2 

-0.2 
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Las tires últimas columnas constituyen A -1 . Comprobar: 


1 1 i 


”-0.7 0.2 0.3~ 


[1 0 ol 

3-1 1 


-1.3 -0.2 0.7 


o 

o 

_- í 3 4_ 


^ 0.8 0.2 -0.2_ 


—1 

© 

©. 


Por tanto, AA~ l = I. De manera similar. A' 1 A = I. 


i 


Algunas fórmulas útiles para inversas 

Para una matriz no singular de 2 x 2 se obtiene 


(4) 


«11 

«12 

, A" 1 = 1 

8 

O 

1_ 

«12 

«21 

«22_ 

’ det A 

a 21 

«11_ 


donde det A = a n a 12 - a n a iv el cual se discutirá en la siguiente sección. De hecho, se 
comprueba con facilidad que (1) es válida. 

De manera similar, para una matriz diagonal no singular simplemente se tiene 



«n • • • 0 " 


'1 la n • • • 0 ' 

(5) A = 

_° ' ‘ ‘ «nn_ 

, A -1 = 

. 0 ■ !/«nn 


los elementos de A -1 en la diagonal principal son los recíprocos de los de A. 

EJEMPLO 2 Inversa de una matriz de 2 x 2 



"3 

r 

A ' 1 = -jl- 

"4-l" 


0.4 

-o.r 

A = 




— 




2 

4_ 


2 3_ 


0.2 

0 . 3 . 


EJEMPLO 3 Inversa de una matriz diagonal 



”-0.5 

0 

0 ” 


”-2 

0 

6" 

A = 

0 

4 

0 

A" 1 = 

0 

0.25 

0 


_ 0 

0 

1_ 


_ 0 

0 

1_ 


La inversa de la inversa es la matriz dada A: 
(6) (A* 1 )' 1 = A. 


La sencilla demostración se le deja al lector (problema 16). 
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Inversa de un producto. La inversa de un producto AC puede calcularse obteniendo la 
inversa de cada factor por separado y multiplicando los resultados en orden invertido : 

(7) fcAC)- 1 = C^A- 1 . ’ 


Para demostrar (7), se empieza con (1), con AC en lugar de A, es decir, 

AC(AC) -1 = I. 

Al premultiplicar esta expresión por A -1 y usando A~'A = I se obtiene 

C(AC) -1 = A" 1 . 

Al premultiplicar esta expresión por C~‘ se llega a la fórmula (7). 

Desde luego, (7) puede generalizarse a productos de más de dos matrices; por 
inducción se obtiene 

(8) (AC • • • PQ)" 1 = Q-ip-i . . . C -i A -i. 


Eliminación de productos matriclaies. Ley de cancelación 

Puede obtenerse ahora más información acerca del peculiar hecho de que para la 
multiplicación de matrices, en general la ley de cancelación no se cumple; es decir, 
AB 0 no implica necesariamente que A = 0 o B = 0 (como sucede con los números), 
y tampoco implica que BA = 0. Estos hechos se establecieron en la sección 7.3 y se 
ilustraron con 



Cada una de estas dos matrices tiene rango menor que n = 2. Esto es típico y la 
situación cambia cuando las matrices d e nx n tienen rango n: 

Teorema 2 (Ley de cancelación) 

Sean A, B, C matrices de nxn. Entonces: 

(a) Si rango A = ny AB = AC, entonces B = C. 

(b) Si rango A = n, entonces AB = 0 implica que B = 0. En consecuencia, si AB 
= 0, pero A tí 0 asi como B * 0, entonces rango A <ny rango B < n. 

(c) Si A es singular, entonces también lo son ABy BA. 
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Demostración, (a) Ambos miembros de AB■= AC se premultiplican por A 1 , cuya 
existencia se sigue del teorema 1. 

(b) Ambos miembros de AB = 0 se premultiplican por A 1 . 

(Cj) Rango A < n por el teorema 1. En consecuencia, Ax = 0 tiene soluciones no 
triviales, por el teorema 2 de la sección 7.6. Al multiplicar se obtiene BAx = 0. Por 
tanto, esas soluciones también satisfacen BAx - 0. En consecuencia, rango (BA) < n 
por el teorema 2 de la sección 7.6 y BA es singular por el teorema 1. 

(c 2 ) A T es singular por el teorema 1 de la sección 7.5. En consecuencia, B T A T es sin¬ 
gular por el inciso (c,). Pero B T A T = (AB) T ; ver la sección 7.3. Por tanto, AB es singular 
por el teorema 1 de la sección 7.5. R 


Problemas de la sección 7.7 


Encontrar la inversa y comprobar el resultado o bien establecer que.la inversa no existe, dando 
una razón. 


1 . 




eos 0 

sen 0 


0.6 

0.8“ 

2. 

sen 0 

eos 6 

3. 

0.8 

-0.6_ 


Encontrar la inversa y comprobar el resultado o bien establecer que la inversa no existe, dando 
una razón. 

♦ 



- 

1 

2 


2 




6 

-2 

f 


"o 

0 

5" 


4. 


2 - 

1 


2 


5. 


1 

5 

■ 2 


6. 

0 

-1 

0 




2 

2 

- 

1_ 




8 

24 

1 

r 


_3 

0 

0_ 



"" 

0.5 


0 


-0.5" 


‘7 


9 

11 

- 


"l 

0 

0 " 


7. 

- 

0.1 


0.2 


0.3 

8. 

8 


-8 

5 


9. 

i 

1 

0 



_ 

0.5 


0 


- 1.5_ 


J 


60 

29J 


_i 

5 

2_ 



"o 

2 


o" 




‘i 


4 

8* 



"10 

0 


«1 

10. 

4 

0 


0 



11. 

0 


5 

2 


12. 

0 

9 

17 


,0 

0 


5_ 




_0 


0 

10_ 



_ 0 

4 


•j 



3 

-1 

f 


" 19 

2 

-9“ 

: . 

" 371 

-76 

-40“ 

13. 

-15 

6 

-5 

14. 

-4 

-1 

2 

15. 

36 

-7 

-4 


5 

-2 

2_ 


2 

0 

1_ 


-176 

36 

19 


16. Demostrar (6). 

17. Comprobar (4) y (5) demostrando que A A 1 = A -1 A = I. 

18. Demostrar que (A -, ) T=s '(A T ) -1 . ■ 

19. Demostrar que la inversa dé una matriz simétrica nó singular es simétrica. 

20. Demostrar que (A 2 ) -1 = (A -1 ) 2 . Encontrar (A 2 )' 1 para la matriz del problema 14. 
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7.8 DETERMINANTES 

Los determinantes se definieron primero para resolver sistemas lineales y, aun cuando 
no son prácticos en ios cálenlos™ tienen aplicaciones importantes para la ingeniería 
en problemas de eigenvalores (sección 7.10), ecuaciones diferenciales (capítulos 2, 
4), álgebra vectorial (productos vectoriales, triples productos escalares, sección 8.3), 
etc. Pueden introducirse de varias maneras equivalentes, pero la definición que se da 
aquí resulta particularmente práctica en relación con esos sistemas. 

Un determinante de n-ésimo orden e s una expresión asociada con una matriz A = 
[aj de n x n (¡y, por consiguiente, cuadrada!), como se explica a continuación empe¬ 
zando con n- 2. 


Determinantes de segundo orden 

Un determinante de segundo orden se denota y define por 


( 1 ) 


D - det A = 


a 


n 


21 


a 


12 


'22 


^ 11^22 ^ 12^21 


Aquí se usan barras (mientras que una matriz tiene corchetes ). Por ejemplo, 


4 3 

2 5 


= 4 * 5 - 3 • 2 = 14. 


Esta definición es sugerida por los sistemas 


( 2 ) 


(a) + a 12 x 2 = 

(b) a 21 X l + «22*2 = b 2 


cuya solución puede escribirse x t = DJD, x, = DJD con D como en (1) y 

b , 


®i- 


*Y= 


«12 
b 2 «22 


¿ 11 b l 


«21 b 2 


b l a 22 a \2 b 2' > 


a l\ b 2 b l Ü 2V 


10 En el trabajo numérico, usar uno de los métodos de las secciones 7.4, 19.1 -19.3; no se usa la regla de 
Cramer (ver la sección 7.9). 
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siempre que D * 0; estas expresiones se conocen como la regla de Cramer. 11 Se 
sigue de la eliminación convencional. De hecho, para eliminar'i 2 , se multiplica (2a) 
por a 22 y (2b) por -a f2 y se suma, encontrándose 

(^11^22 — ^12^21^*1 “ b x^22 ” ^12^2’ por tanto ^ X x — 

Para eliminar x ]y se ; multiplica (2a) por -a n y (2b) por a u y se suma, encontrándose 

(«11«22 ” a i 2 ÚI 2 i ^2 = a n b 2 ~ b i a 2v por tmito Dx 2 = D r 

Ahora se divide entre D (si D ± 0) para obtener x x y x r 

EJEMPL01 Uso de determinantes de segundo orden 

¡Si 

4x x + 3jc 2 = 12 
2x x + 5jc 2 = -8, 

entonces 



4 3 


12 3 


4 12 

D = 


= 14, D x = 


= 84, D 2 = 



2 5 


1 

00 

L* 


2 -8 


de donde x, - 84/14 - 6 y x 2 = -56/14 = -4. 1 

Si el sistema (2) es homogéneo (ó, = b t = 0) y D * 0, sólo tiene la solución trivial 
jc, = x 2 = 0, y si D = 0, también tiene soluciones no triviales. 


Determinantes de tercer orden 

Un determinante de tercer orden puede definirse por 


(3) Z> = 


«11 «12 °13 


a 2l °22 «23 


a 31 a 32 °33 



a 22 

«23 


ü 12 

«13 

+ a 31 

«12 

«13 

= «n 

«32 

a 33 

a 21 

a 32 

«33 

a 22 

«23 



Obsérvese lo siguiente. Los signos en el segundo miembro son+—+. Cada uno de los 
tres términos del segundo miembro es un elemento de la primera columna de D mul¬ 
tiplicado por su “menor”, es decir, el determinante de segundo orden obtenido al 
eliminar de D el renglón y la columna de dicho elemento (por tanto, para a„ se elimi¬ 
nan el primer renglón y la primera columna, etc.). 


" GABRIEL CRAMER (1704-1752). Matemático suizo. 
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Si se desarrollan los menores, se obtiene 
D = a ll a 22 a 33 ~ fl ll fl 3a a 23 + a 21 a 32 a 13 


(4) 


a 21 fl 12 fl 33 + a 31 a 12 fl 23 


Para sistemas lineales de tres ecuaciones en tres incógnitas 



« 11*1 

+ 

a 12 X 2 

+ 

a 13 x 3 = 

*1 

(5) 

ü 21 X l 

+ 

a 22 X 2 

+ 

tí 23**3 “ 

b 2 


a 31 x l 

+ 

°32 X 2 

+ 

ii 

4 * 

a 

3 

^3 


a 31 a 22 a 13' 


La regia de Cramer es 

D ! Do Do 

<«> * 1 =^’ *2 = ^> *3 = ^ (*>*<>) 

con el “determinante del sistema” D dado por (3) y* 




a 12 

a 13 


a ll 

b l 

a 13 


a n 

a 12 

*1 

o 

►-* 

II 

b 2 

°22 

a 23 

, d 2 — 

°2l 

b 2 

a Z3 

, D 3 — 

a 21 

a 22 

b 2 


b 3 

a 32 

ü 33 


a 31 

b z 

a 33 


a 31 

a 32 

b 3 


Esto podría deducirse por eliminación siguiendo el procedimiento anterior, pero, en 
vez de ello, la regla de Cramer se establecerá para n general en la siguiente sección. 

Determinante de cualquier orden n 

Un determinante de orden n es un escalar asociado con una matriz A = [oj de n x n, 
el cual se escribe 

a n a \2 * * * a ln 

a 21 a 22 * ' a 2n 


a nl a n2 


(7) 


D = det A = 
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y se define para n = 1 por 

(8) D = a n 


y para n > 2 por 


(9a) 


D - aj X C jx + Ctj2 Cj2 + * * ■ + a j n Cjn 


U — 1, 2, • * * , o n ) 


(9b) 


D - a lk^lk + a 2k^2k + * * ’ + a nk^nk 


(k - 1, 2, * * • , o n) 


donde 


c jfc = (— \y +k M^ k 


y M. k es un determinante de orden n - 1, a saber, el determinante de la submatriz de A 
obtenida a partir de A eliminando el renglón y la columna del elemento a. k (ely-ésimo 
renglón y la A-ésima columna). 1 

De este modo, D se define en términos de n determinantes de orden n - 1, cada 
uno de los cuales, a su vez, se define en términos de n - 1 determinantes de orden n — 
2, y así sucesivamente; se llega finalmente a determinantes de segundo orden, en los 
que esas submatrices constan de elementos individuales cuyo determinante está defi¬ 
nido por (8). 

A partir de la definición se sigue que es posible desarrollar D respecto a cual¬ 
quier renglón o columna , es decir, elegir en (9) los elementos de cualquier renglón o 
columna, procediendo de la misma manera que al desarrollar las C jk de (9) y así suce¬ 
sivamente. 

Esta definición no es ambigua , es decir, da el mismo valor de D sin importar las 
columnas o renglones que se elijan. En el apéndice 4 se presenta la demostración. 

Los términos usados en relación con determinantes se toman de las matrices: en D 
se tienen /í 2 elementos o entradas a^ también n renglones y n columnas, así como una 
diagonal principal en la que se encuentran a ]r a 2V * • *, a m . Dos nombres son nuevos: 

M Jk se llama el menor de a jk en D y C. k se llama el cofactor de a jk en D. 

Para uso posterior, se hace notar que (9) también puede escribirse en términos de 
menores 

(10a) D = ¿ (-1 y +k a jk M jk (j = 1, 2, • • - , o n) 

k=l 

(I0b) D = ¿ (-1 y +k a jk M jk (* = 1, 2, • • • , o «). 

j=l 
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EJEMPLO 2 determinante de segundo orden 

Para 


D = det A 


“11 

“12 

“21 

“22 


la fórmula (9) da cuatro posibilidades para desarrollarlo, a saber, por 

el primer renglón: D = a n a 22 + a 12 (-a 21 h 

el segundo renglón: D = í/ 21 (-a 12 ) + 

la primera columna: D = tf n a 22 + a 2l (~a 12 ), 

la segunda columna: D = a 12 (-n 21 ) + « 22 «n- 

Las cuatro producen el mismo valor D = a l K a 12 - a ]2 a 2r el cual concuerda con (1). 


EJEMPLO 3 Menores y cofactores de un determinante de tercer orden 

En el determinante de tercer orden 


“11 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

«32 

«33 


los menores son 


M u = 

«22 

«32 

«23 

«33 

m 12 = 

«21 

«31 

«23 

«33 


«21 

«31 

«22 

«32 

M 21 - 

«12 

«32 

«13 

«33 

’ M 22 = 

«11 

«31 

«13 

«33 

* ^23 = 

«11 

«31 

«12 

«32 

ti 

«12 

«13 

M 32 = 

«11 

«13 

’ ^33 = 

«11 

«12 


«22 

«23 


«21 

«23 

«21 

«22 


y los cofactores son 


- +A/ n , 

C 12 = -^12- 

C J3 - +A/ 13 , 

= ~m 2V 

^22 ~ + ^22' 

co 

II 

1 

sf 

+ A/ 3 i, 

jf 

1 

II 

<N 

^33 ~ + ^33- 


Por tanto, los signos forman un patrón de tablero de ajedrez: 
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EJEMPLO 4 Un determinante de torcer orden 


Sea 


1 3 0 


D = 


2 6 4 


-10 2 


El desarrollo por el primer renglón es 



6 4 


2 4 

D = 1 


- 3 



0 2 


-1 2 


1(12 - 0) - 3(4 + 4) = -12. 


El desarrollo por la tercera columna es 


D = 0 


2 

6 

- 4 

1 

3 

1 3 

+ 2 

-1 

0 


-1 

0 

2 6 


= 0 - 12 + 0 = - 12 , 


etcétera. 


I 


EJEMPLO 5 Determinante de una matriz triangular 

El determinante de cualquier matriz triangular es igual al producto de todos los elementos de la diagonal 
principal. Para ver este hecho, hacer el desarrollo por renglones si la matriz es triangular inferior y por 
columnas si es triangular superior. Por ejemplo, 


-3 0 0 

6 4 ; 0 

-1 2 5 



-3 ■ 4 • 5 - -60. 


■ 


Propiedades generales de los determinantes 

A partir de la definición pueden ahora obtenerse con facilidad las propiedades más 
importantes de los determinantes, como sigue. 

Puesto que se obtiene el mismo valor si un determinante se desarrolla por cual¬ 
quier renglón o cualquier columna, se tiene 


Teorema 1 (Transposición) 

El valor de un determinante no se altera si sus renglones se escriben como columnas, 
en el mismo orden, 

EJEMPLO 6 Transposición 

1 3 0 

2 6 4 

-I 0 2 


I 2 -1 
3 6 0 
0 4 2 


= - 12 . 





DETERMINANTES 


421 


Teorema 2 (Multiplicación por una constante) 

Si todos ios elementos de un renglón (o una columna) de un determinante se multipli¬ 
can por el mismo factor k, el valor del nuevo determinante es k veces el valor del 
determinante dado . 

Demostración. Desarrollar el determinante por el renglón (o columna) cuyos elemen¬ 
tos se multiplican por k. § 

¡Atención! det kA = k? det A (no k det A). Explicar por qué. 

EJEMPLO 7 Aplicación del teorema 2 


1 

3 

0 


1 

3 

0 


1 

I 

0 


1 1 

0 

2 

6 

4 

= 2 

1 

3 

2 

= 6 

1 

1 

2 

= 12 

1 1 

1 

-1 

0 

2 


-1 

0 

2 


-1 

0 

2 


-1 0 

1 


Por el teorema 2 con k = 0, o por desarrollo directo, se obtiene 

Teorema 3 

Si todos los elementos de un renglón (o una columna) de un determinante son cero, el 
valor del determinante es cero . 


Teorema 4 

Si cada elemento de un renglón (o una columna) de un determinante se expresa como 
un binomio, el determinante puede escribirse como la suma de dos determinantes . 


Demostración. Desarrollar el determinante por el renglón (o columna) cuyos elemen¬ 
tos son binomios. I 

EJEMPLOS Ilustración del teorema 4 


a i + d i b \ Cl 


"l *1 Cl 


d l b X C 1 

a 2 + d 2 b 2 c 2 


íl 2 ^2 ( 2 

+ 

d 2 b 2 C 2 

a 3 + d 3 b 3 c 3 


°3 b 3 c 3 


d 3 b 3 c 3 


Teorema 5 (Intercambio de renglones y columnas 

Si dos renglones (o columnas) cualesquiera de un determinante se intercambian, el 
valor del determinante se multiplica por -L 

Demostración. La demostración se hace por inducción. Se observa que el teorema es 
válido para determinantes de orden n- 2. Suponiendo que se cumple para determi¬ 
nantes de orden n - 1 , se demuestra que es válido para determinantes de orden n. 
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Sea D de orden n y sea que E se obtiene a partir de D intercambiando dos renglo¬ 
nes. Desarrollar D y E por un renglón que no sea uno de los que se han intercambiado, 
llámese ely-ésimo renglón. Entonces, por (10a), 

(H) D = ¿ (-1 ) j + k a jk M jk , E = Í (-D J+ VV jfc 

k=l 1 

donde Af se obtiene a partir del menor de en D al intercambiar dos renglones. 
Como estos menores son de orden n- 1,1a hipótesis de inducción es válida y de ella se 
obtiene N jk = -M^. En consecuencia, E - -D por (11). Se demuestra así el enunciado 
para los renglones . Para demostrarlo para las columnas , se aplica el teorema 1. I 

EJEMPLO 9 Intercambio de dos renglones 


2 

6 

4 


1 

3 

0 

1 

3 

0 

= - 

2 

6 

4 

-1 

0 

2 


-1 

0 

2 


Teorema 6 (Renglones o columnas proporcionales) 

Si los elementos correspondientes de dos renglones (o dos columnas) de un determi¬ 
nante son proporcionales , el valor del determinante es cero . 

Demostración. Sean proporcionales los elementos de los renglones i-ésimo y>ésimo 
de D, por ejemplo, a jk = ca jk , k = 1, • * ■, «. Si c = 0, entonces D = 0. Sea ahora c * 0. 
Por el teorema 2, 


D = cB 


donde los renglones /-ésimo yy-ésimo de B son idénticos. Se intercambian estos renglo¬ 
nes. Entonces B pasa a ser — B , por el teorema 5. Por otra parte, como los renglones son 
idénticos, el nuevo determinante sigue siendo B. Por tanto, B - -B, B = 0yD = 0. I 


EJEMPLO 10 Renglones proporcionales 


3 6 

1 -1 

-6 -12 



I 


Teorema 7 (Adición de un renglón o una columna) 

El valor de un determinante se mantiene invariable si los elementos de un renglón (o 
columna) se altera sumándole cualquier múltiplo constante de los elementos corres¬ 
pondientes de cualquier otro renglón (o columna , respectivamente). 

Demostración . Se aplica el teorema 4 al determinante que resulta de la adición dada. 
Se obtiene así una suma de dos determinantes; uno es el determinante original y el 



DETERMINANTES 


423 


otro contiene dos renglones proporcionales. De acuerdo con el teorema 6, el segundo 
determinante es cero y se termina así la demostración. I 

El teorema 7 indica que un determinante puede evaluarse creando primero ceros 
como en la eliminación de Gauss (sección 7.4), un método que puede programarse 
con facilidad. 12 Se explica en términos de un ejemplo. 


EJEMPL011 Evaluación de un determinante por reducción a la “forma triangular 

Las explicaciones de los cálculos, como “Renglón 2-2 Renglón 1” se refieren siempre al determinante 
precedente, se colocan en seguida del renglón donde queda el resultado. 


0-4 6 

5 1 0 

2 6-1 

8 9 1 


2 

0 

-4 

6 

0 

5 

9 

-12 

0 

2 

6 

-I 

0 

8 

3 

10 

2 

0 

-4 

6 

0 

5 

9 

-12 

0 

0 

2.4 

3.8 

0 

0 

-11.4 

29.2 


Renglón 2-2 Renglón I 
Renglón 4+1.5 Renglón 1 

Renglón 3 - 0.4 Renglón 2 
Renglón 4-1.6 Renglón 2 



2 

0 

0 

0 


0 

5 

0 

0 


-4 6 

9 -12 

2.4 3.8 

0 47.25 


Renglón 4 + 4.75 Renglón 3 


= 2 x 5 x 2.4 x 47.25 = 1134. 


Al trabajar con lápiz y papel, se escriben los determinantes de órdenes inferiores cuando aparecen, en vez 
de llevar ceros. 


2 


D = 


4 

0 

-3 


0-4 6 

5 1 0 
2 6-1 
8 9 1 


= 2 


5 

2 

8 


9 -12 
6 -1 
3 10 


10 


2.4 

11.4 


3.8 

29.2 


- 1134. | 


En casos específicos, seleccionar renglones o columnas por inspección puede ahorrar trabajo (por 
fecha > ° ^ Ca,CU,ad ° raS de mano) * un ^ ^ el que hacen hincapié los textos anticuados hasta la 
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Para los determinantes de productos de matrices» hay una fórmula muy útil que 
tiene varias aplicaciones. En la siguiente sección se dará una demostración de esta 
fórmula. 


Teorema 8 (Determinante de un producto de matrices) 


\ 


Para cualesquiera matrices A y B de n x n. 


( 12 ) 


det (AB) = det (BA) = det A det B. 


EJEMPL012 Ilustración del teorema 8 


2 

4 

3 


4 

0 

5 


9 

4 

18 

6 

10 

14 


-2 

1 

-1 

= 

46 

10 

76 

4 

7 

9 


3 

0 

4 


29 

7 

49 


Si los elementos de una matriz cuadrada son escalares (números), también lo es 
el determinante. Si son funciones, también lo es el determinante y en este último caso 
ocasionalmente se necesita el siguiente teorema, que puede obtenerse por la regla del 
producto. 


Teorema 9 (Derivada de un determinante) 

La derivada D' de un determinante D de orden n cuyos elementos son funciones 
derivables puede escribirse 

(13) D' = D a) + D m + • • • + D (n) 

donde D (j) se obtiene a partir de D derivando los elementos del j-ésimo renglón. 


EJEMPL013 Derivada de un determinante de tercer orden 


/ 

8 

h 


r 

f 

8 

h ' 


/ 

8 

h 


/ 

8 

h 

P 

Q 

r 


p 

9 

r 

+ 

P 

* 

Q 

r 

+ 

P 

Q 

r 

u 

ü 

w 


u 

V 

w 


u 

Ü 

H’ 


u ' 

0 

w 9 


Problemas de la sección 7.8 

Evaluar 


1. 

17 

-4 

9 

13 


2. 

eos nO 

-sen n6 

sen nB 

eos n6 

3. 

4.3 

0.8 

0.7 

-9.2 


1.0 

0.2 

1.6 


5 1 

8 



4 

6 

5 

4. 

3.0 

0.6 

1.2 

5. 

15 3 

6 


6. 

0 

1 

-7 


2.0 

0.8 

0.4 


10 4 

2 



0 

0 

6 
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16 

22 

4 



a 

b 

c 



1.1 

8.7 

3.6 


7. 

4 

-3 

2 


8. 

c 

a 

b 


9. 

0 

9.1 

-1.7 



12 

25 

2 



b 

c 

a 



0 

0 

4.5 



2 

8 

0 

0 


3 

2' 

0 

0 


-6 

4 

5 

6 


9 

-4 

0 

0 


6 

8 

0 

0 


2 

7 

2 

1 

10. 

0 

0 

7 

1 

11. 

0 

0 

4 

7 

12. 

-1 

7 

2 

4 


0 

0 

6 

-2 


0 

0 

2 

5 


-7 

4 

5 

7 


Evaluar 



4 

3 

9 

9 


4 

3 

0 

0 


12 

6 

1 

11 


-8 

3 

5 

-4 


-8 

1 

2 

0 


4 

4 

1 

4 

13. 

-8 

0 

-2 

-8 

14. 

0 

-7 

3 

-6 

15. 

7 

4 

3 

7 


-16 

6 

14 

-5 


0 

0 

5 

-5 


8 

2 

3 

9 


16. Demostrar que det (kA) = k* det A (no k det A), donde A es cualquier matriz de n x n. 
Í7. Escribir el producto de ios déterminantes de los problemas 5 y 6 como un determinante. 

18. Hacer lo mismo que en el problema 17, pero tomando los determinantes en orden inverso. 

19. Comprobar que la respuesta del problema 11 es igual al producto de los determinantes de 
las submatrices de 2 x 2 que no contienen ningún elemento cero. Explicar por qué. 

20. Demostrar que la recta que pasa por dos puntos P l : (x l9 y ,) y P 2 : (x r y 2 ) en d plano xy está 
dada por la fórmula (a) (siguiente) y deducir a partir de (a) la conodda fórmula (b). 


(a) 


y 1 

* * 

*2 1 


= 0 


(b) 


x — x, 


y i 


- *2 vi- y 2 


7J9 EL RANGO EN TÉRMINOS DÉ DETERMINANTES. 

REGLA DE CRAMER 

En esta sección se demuestra primero, que el rango de una matriz A (definido como 
el número máximo de vectores renglón o columna de A linealmente independientes; 
ver la sección 7.5) también puede caracterizarse en términos de determinantes. Esta 
notable propiedad se usa con frecuencia para definir el rango. Se formula lo ante¬ 
rior como sigue, «suponiendo que rango A > 0 (ya que rango A = 0 si y sólo si A = 0; 
ver sección 7.5). 

Teorema 1 (Rango en términos de determinantes) 

Una matriz A = [oj de m x n tiene rango r > 1 si y sólo si A tiene una submatriz de rx 
r con determinante diferente de cero, en tanto que el determinante de cualquier submatriz 
cuadrada con r + / o más renglones de los que A tiene (¡o no tiene!) es cero . 
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En particular, si A es una matriz cuadrada, A es no singular, por lo que la 
inversa A' 1 ¿fe A existe si y sólo si 

det A/0. 

Demostración. La clave está en el hecho de que las operaciones elementales sobre los 
renglones (sección 7.4) que no alteran el rango (por el teorema 3 de la sección 7.5) 
tampoco alteran la propiedad de un determinante de ser cero o diferente de cero, ya 
que el determinante se multiplica por 

(i) -1 si se intercambian dos renglones (teorema 5, sección 7.8), 

(ii) c * 0 si se multiplica un renglón por c # 0 (teorema 2, sección 7.8). 

(iii) 1 si se suma un múltiplo de un renglón a otro renglón (teorema 7, 
sección 7.8). 

A A 

Sea que A que denota la forma escalonada de A (ver la sección 7.4). A tiene r vectores 
renglón diferentes de cero (que son los r primeros vectores renglón) si y sólo si rango 
A = r. Sea R la submatriz de r x r de A que consta de los r 2 elementos que se encuen¬ 
tran simultáneamente en los r primeros renglones y en las r primeras columnas de A . 
Puesto que R es triangular y tiene todos los elementos de la diagonal principal dife¬ 
rentes de cero, det R * 0. Puesto que R se obtiene a partir de de la submatriz R de r 
xr de A mediante operaciones elementales, se tiene R * 0. De manera similar, det S 
= 0 para una submatriz cuadrada\de S de r + 1 o más renglones posiblemente conteni¬ 
dos en A, ya que la correspondente submatriz S de Á contiene un renglón de ceros, 
por lo que det S = 0 por el teorema 3 de la sección 7.8. Con esto se demuestra el 
enunciado del teorema para una matriz de m ^ n. 

Si A es cuadrada, por ejemplo, una matriz de n x «, el enunciado que acaba de 
demostrarse implica que rango A = n si y sólo si A tiene una submatriz de n x n con un 
determinante diferente de cero; pero esta submatriz es la propia A, de donde det A * 0. I 

Usando este teorema, a continuación se deducirá la regla de Cramer, con la cual 
se obtienen las soluciones de sistemas lineales como cocientes de determinantes. La 
regla de Cramer no es práctica en los cálculos (para los que los métodos de las 
secciones 7.4 y 19.1-19-3 son adecuados), pero es de interés teórico en ecuaciones 
diferenciales (sección 3.5) en otras teorías que tienen aplicaciones en la ingeniería. 


Teorema 2 Teorema de Cramer (Solución de sistemas lineales por determinantes) 

(a) Si el determinante D = det A de un sistema lineal de n ecuaciones 

a ll x l + ^12*2 + * ’ ’ + a ln X n = ^1 


a 21 X l + fl 22*2 


+ a 2n x n = b 2 


0 ) 
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en el mismo número de incógnitas jc,, * * *, x n es diferente de cero , el sistema tiene 
exactamente una solución. Esta solución está dada por las fórmulas 


( 2 ) 


Dx 

d 2 

Dn 

*1“ D ’ 

x 2 D '"' ' 

s 

II 


(regla de Cramer) 


donde D k es el determinante obtenido a partir deDal sustituir la k-ésima columna de 
D por la columna con los elementos b v • * •, b n . 

(b) Por tanto , ¿7(1) es homogéneo y D * 0, únicamente tiene la solución trivial x y = 
0, x 2 - 0, * *, x n = 0. Si D = 0, el sistema homogéneo también tiene soluciones no 
triviales. 

Demostración . Por el teorema 1 y el teorema fundamental de la sección 7.6 se sigue 
que (1) tiene una solución única, ya que si 


(3) 


D = det A = 


a 


íi 


a 


i w 


ni 


a 


nn 


* o, 




entonces rango A = «. Se demuestra (2). Al desarrollar D por la Pésima columna se 
obtiene 

W & ~ a lk^lk + a 2k^2k + ’ ' ' + a nk^nk^ 

donde C ik es el cofactor del elemento a. k de D. Si se sustituyen los elementos de la k- 
ésima columna de Z)j>or otros números cualesquiera, se obtiene un nuevo determi¬ 
nante, por ejemplo, D . Evidentemente, su desarrollo por la Pésima columna será de 
la forma (4) con a. k , * * •, a^ sustituidos por los nuevos números y los cofactores C. k 
como antes. En particular, si se elige como nuevos números los elementos a yv • • •, a,, 
de la /-ésima columna de D (donde / * k), entonces el desarrollo del determinante D 
resultante queda 

(5) a ll^lk + a 2l^2k + * * * + a nl^nk = ® (/ ^ ^) 


ya que D tiene dos columnas idénticas y es cero (por el teorema 6 de la sección 7.8). 
Si la primera ecuación de (1) se multiplica por C yk , la segunda por , la última 

por C nk y se suman las ecuaciones resultantes, se obtiene en primera instancia 


C lfc( fl ll x l + • • • + <*ln x n> + • • • + Cn/cKl*l + ’ ’ ' + a nn x n> 


= b \ C lk + ' • ‘ + b n C nk‘ 
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AI agrupar los términos con la misma*, el primer miembro puede escribirse como 

*l( a ll^lfc + * * * + £ nl Cnfc) + * * * ^ x n^ a ln^lk + * ’ * + a nn^nk^' 

En esta expresión se observa que x k está multiplicada por 

a lk^lfe + ‘ ‘ + a nk^nk^ 

que es igual a D por (4), y que x, está multiplicada por 

a ll^lk + ’ ' ‘ + a nlCnk' 

que es cero por (5) cuando / * L Por tanto el primer miembro es igual a x k D y se tiene 

x k D ~ b l C lk + * * ‘ + b n C nk * 

El segundo miembro es D k (según se definió en el teorema) desarrollado por su k- 
ésima columna. Al dividir entre D (* 0) se obtiene (2). 

Si (1) es homogéneo yD^O, entonces cada D k tiene una columna de ceros, de 
donde D k - 0, por el teorema 3 de la sección 7.8, y (2) da como resultado la solución 
trivial. 

Por último, si (1) es homogéneo y D = 0, entonces rango A < n por el teorema 1, 
por lo que existen soluciones no triviales por el teorema 2 de la sección 7.6. B 

Se incluye un ejemplo en la sección 7.8 (ejemplo 1). 

Como una consecuencia importante del teorema de Cramer, ahora los elementos 
de la inversa de una matriz pueden expresarse de la siguiente manera. 

Teorema 3 (Inversa de una matriz) 

La inversa de una matriz no singular A = [a.Jde nxn está dada por 



Al 

Al 

. . . 

Al 

(6) A "-de¡A [ V T = de ¡ A 

■A 12 

•^22 

::: 

A n2 


_A n 

A n 


A nn_ 


donde es el cofactor de a^ en det A (ver la sección 7.8). Obsérvese bien que en A 1 , 
el cofactor ocupa el mismo lugar que a k) (no a J en A. 

Demostración . El segundo miembro de (6) se denota por B y se demuestra que BA = 
I. Se escribe 

(7) BA = G = [g kl ]. 
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Aquí por la definición de multiplicación de matrices y por la fornia de los elementos 
ae o como en (6), 


(8) gu = y 


— V SK 1 

W det A ° sl ~ d*A (a « A i* + • ’ • + « n¡ A nfc ). 


Ahora (3) y (4) (con C jk escrito en la notación presente A ) indican que la suma (• • ■) 
del segundo miembro es D = det A cuando / = k y cero cCando /*k.Por tanto. 


8kk = déTA det A = *’ 


Ski ~ 0 (l * k). 


de donde G [gj - BA -1 en (7). De manera similar, AB = I. Por tanto, B = A -1 . | 

La fórmula explícita (6) suele ser útil en estudios teóricos, por oposición a los 
métodos pora calcular realmente inversas (ver la sección 7.7). 

EJEMPL01 Ilustración del teorema 3 

Usando (6), encontrar la inversa de 


3-1 1 . 

-I 3 4 


Solución Se obtiene det A = -l(-7) -13 + 28=10, y en (6), 


1 1 2 


Á n - 


^13 “ 


1 1 

3 4¡ 


3 1 


-1 41 


3 -1 
I 3l 


A 21 “ 


= -13, = 


I 2 
3 4 

1 2 | 
1 4 i 


1 1 


1 3 


^31 “ 


1 2 
I 1 


9 A - 2 

2 ' ^32 ~ “ =7. 


3 1 


2, A 


-I 1 

3 -i 


= - 2 , 


de donde por (6), en concordancia con el ejemplo 1 de la sección 7.7, 


-0.7 0.2 0.3 

-1.3 -0.2 0.7 

0.8 0.2 - 0.2 


Mediante la aplicación del teorema 1 ahora también es posible demostrar el teo¬ 
rema sobre los determinantes de productos de matrices (teorema 8 de la sección 7.8) 
el cual se reformulá primero. 
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Teorema 4 (Determinante de un producto de matrices) 

Para cualesquiera matrices A y B de n x w. 


(9) 


det (AB) - det (BA) = det A det B- 


Demostración . Si A es singular, también lo es AB por el teorema 2(c) de la sección 
7.7. Se tiene por tanto det A = 0, det (AB) - 0, por el teorema 1, y (9) es 0 = 0, que es 
una verdadera. 

A 

Sea A no singular. Entonces A puede reducirse a una matriz diagonal A = [ a jk ] 
por los pasos de Gauss-Jordan (sección 7.7). Bajo estas operaciones, det A conserva 
su valor, por el teorema 7 de la sección 7.8, con la posible excepción de un signo 
invertido si es necesario intercambiar dos renglones para obtener un pivote diferente 
de cero (ver el teorema 5 de la sección 7.8). Pero las mismas operaciones reducen AB 
a ÁB con el mismo efecto sobre det (AB). En consecuencia, sólo falta demostrar (9) 

A 

para AB; haciendo el desarrollo 



«ii 

0 

. . . 

0 


*11 

*12 

. . . 

1- 

£ 

«sT 

AB = 

0 

«22 

< » • 

0 


*21 

*22 

. . . 

*2n 


0 

0 

• 

A 

ÚT 

nn 


*„1 

*«2 

. . . 

*n n 


«11*11 

«11*12 

. . . 

«ll*ln 

«22*21 

«22*22 

. . . 

«22*2n 

«nn*nl 

«nn*n2 

* * * 

a n h 

nn nn 


Se toma ahora el determinante det (AB). En el segundo miembro puede sacarse un 
factor á,, del primer renglón, a l2 del segundo, • * •, á m del w-ésimo. Pero este produc¬ 
to á u a, 2 * * * á nn es igual a det A, ya que A es diagonal. El determinante que queda es 
det B, y (9) está demostrada. I 

Concluye de este modo la discusión de los sistemas lineales (secciones 7.4-7.9). 
(Para los métodos numéricos, ver las secciones 19.1-19.4, que son independientes de 
las demás secciones sobre métodos numéricos.) Empezando con la sección 7.10, se 
abordan los problemas de eigenvalores , cuya importancia en la ingeniería y la física 
difícilmente puede sobreestimarse. 
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Problemas de la sección 7.9 


Usando el teorema 1, encontrar el rango de las siguientes matrices. 



Usando el teorema 3, encontrar la inversa. Comprobar las respuestas. 



Resolver por la regla de Cramer y por la eliminación de Gauss: 

16. 4x - y = 3 17. -jc + 3y - 2z = 7 18. 2x + 5y + 3z = 1 

-2x + 5y = 21 3* + 3z = -3 -x + 2y + z = 2 

2x + y + 2z = - 1 jc + y + 2 = 0 

19. Usando A 1 como se da en (6), demostrar que AA _1 = I. 

20. Obtener (4) y (5) de la sección 7.7 a partir del teorema 3 de esta sección. 

21. Demostrar que el producto de dos matrices de n x n es singular si y sólo si al menos una 
de ellas es singular. 

Aplicaciones geométricas. Usando el teorema de Cramer, inciso (b), demostrar que: 

22. El plano que pasa por tres puntos (x v y x , z,), (x v y v z 2 ), (x 3 ,y 3 , z 3 ) en el espacio está dado 
por la fórmula que se da a continuación. 

23. La circunferencia que pasa por tres puntos (x r y x ), (x v y 2 ),(x r y 3 ) en el plano está dada 
por la fórmula que se da a continuación. 

x y Z 1 x 2 + y 2 x y 1 

x i yi ■ ■ *1 1 = 0 *! 2 + y ! 2 x 1 y x 1 

x 2 y z z 2 1 x -i + y 2 x 2 y 2 1 

x s y 3 h 1 V + y 3 2 x 3 y 3 1 


Problema 22 


Problema 23 
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24, Encontrar el plano que pasa por (1, 1, 1), (-5, 0, 5), (3, 2, 6). 

25. Encontrar la circunferencia que pasa por (2, 6), (6, 4), (7, 1). 


i 

7.10 EIGENVALORES, EIGENVECTORES 


Desde el punto de vista de las aplicaciones de ingeniería, los problemas de eigenvalores 
se encuentran entre los problemas más importantes relacionados con matrices y el 
estudiante deberá seguir con especial atención la presente discusión. Se definen pri¬ 
mero los conceptos básicos y se explican en términos de ejemplos típicos. Después se 
pasará a las aplicaciones prácticas. 

Sea A = [oj una matriz de n x n dada y considérese la ecuación vectorial 


( 1 ) 


Ax = Ax 


donde A es un número. 

Es evidente que el vector cero x = 0 es úna solución de (1) para cualquier valor de 
A. Un valor de A para el que (1) tiene una solución x * 0 se denomina eigenvalor 13 o 
valor característico (o raíz latente) de la matriz A. Las soluciones correspondientes x 
* 0 de (1) se llaman eigenvectores o vectores característicos de A que corresponden a 
ese eigenvalor A. Al conjunto de los eigenvalores se le llama el espectro de A. Al mayor 
de los valores absolutos de los eigenvalores de A se le llama el radio espectral de A. 

El conjunto de todos los eigenvectores que corresponden a un eigenvalor de A, 
junto con 0, forma un espacio vectorial (sección 7.5), llamado eigenespacio de A 
correspondiente a este eigenvalor. 

El problema de determinar los eigenvalores y eigenvectores de una matriz se 
conoce como problema de eigenvalores . u Los problemas de este tipo se presentan en 
relación con aplicaciones físicas y técnicas, como se verá. 


Cómo encontrar eigenvalores y eigenvectores 

El siguiente ejemplo ilustra todos los pasos. 

EJEMPL01 Determinación de eigenvalores y eigenvectores 

Encontrar los eigenvalores y eigenvectores de la matriz 



Solución, (a) Eigenvalores . Éstos deben determinarse primero . La ecuación (1) es 



iX Del alemán: Eigemvert: “eigen ” significa "propio’': "wert" significa "valor ”. 

14 Con mayor precisión, problema algebraico de eigenvalores, ya que hay otros problemas de eigenvalores 
en los que interviene una ecuación diferencial (ver las secciones 5.8 y 11.3) o una ecuación integral. 


j 
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escrita en forma de componentes. 


5jcj + 2x 2 = Ajcj 


2*1 - 2*2 = **2 


Al pasar los términos del segundo miembro al primero se obtiene 

(-5 - A)*, + 2x« 

S*%4r\ A ¿ 


2x x + (-2 - A)jc 2 = 0. 

Esta expresión puede escribirse en notación de matrices 
(3*) (A - AI)x = 0. 

[De hecho, (1) es Ax — Ax — 0 o Ax — Alx = 0, cuyo resultado es (3).] Se observa que este es un sistema 
lineal homogéneo. Por el teorema de Cramer de la sección 7.9 tiene una solución no trivial x * 0 (un 
eigenvector de A que se está buscando) si y sólo si el determinante de sus coeficientes es cero. 


5 - A 


Z>(A) = det (A - AI) = 


2 - A 


(-5 - AX-2 - A) - 4 - A 2 + 7A + 6 = 0. 


A D(A) se le llama el determinante característico o, si se desarrolla, el polinomio característico, y a 
¿XA) = 0 la ecuación característica de A. Las soluciones de esta ecuación cuadrática son A, = -1 y A 2 = -6. 
Estos son los eigenvalores de A. 

(b) Eigenvector de A correspondiente a A,. Este vector se obtiene a partir de (2*) con A = A, = -1, 
es decir. 


■4x 1 + 2jc 2 = 0 


Una solución es x ] arbitraria, x, - 2x,. Si se elige x, — 1. entonces x 2 — 2 y un eigenvector de A correspon¬ 
diente a A, =-1 es 


Es sencillo comprobar esto: 


Axj = 


2 ] r n r- r 

( 1 )x-j — A | x,. 

2J [_2j [_-2J 


(bj Eigenvector de A correspondiente a A^ Para A - A, = -6, la ecuación (2*) queda 


JCj + 2 jc 2 — 0 


2*! + 4x 0 = 0. 


Una solución es x, - -x,/2. Si se elige x, - 2, se obtiene x, = -1 y un eigenvector de A correspondiente a 
A, = -6 es 


Comprobar este resultado. 


I 
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Este ejemplo ilustra el caso general como sigue. La ecuación (1) escrita en forma 
de componentes es 




a n x i 

+ * * 

* + 

a ln x n 

AjCj 




a 21 X í 

+ * * 

‘ + 

a 2n x n = 

A* 2 




a nl x l 

+ * * 

* + 

a nn X n ~ 

Ajc„. 


Al pasar los términos del 

segundo miembro al primero, se tiene 



(«u “ A)jCj + 

°12 

x 2 

+ 

• ■ • + 

a ln x n 

= 0 

(2) 

H\ x \ + 

( fl 22 ~ 

A)x 2 

+ 

* • * + 

a 2n x n 

= 0 


a nl x l + 

a m 

X 2 

+ 

* * * + 

— A)jr 

v nn * n 

= 0 


En notación de matrices, 
(3) 


(A.- AI)x = 0, 


Por el teorema de Cramer de la sección 7.9, este sistema lineal de ecuaciones homo¬ 
géneo tiene una solución no trivial si y sólo si el determinante de los coeficientes 
correspondiente es cero: 


(4) £>(A) = det (A - AI) = 


Ti 

a 

a 


- A 

ü 12 

a ln 

[ 21 

a 22 ~ ^ 

a 2n 

ni 

a n2 

a nn ~ * 


= 0 . 


A D(k) se le llama el determinante característico y (4) se conoce como la ecuación 
característica correspondiente a la matriz A. Al desarrollar D(k) se obtiene un 
polinomio de n-ésimo grado en A. Se le llama el polinomio característico correspon¬ 
diente a A. 

Con esto se demuestra el importante teorema siguiente. 

Teorema 1 (Eigenvalorea) 

Los eigenvalores de una matriz cuadrada A son las raíces de la ecuación caracterís¬ 
tica (4) correspondiente . 

Por tanto , una matriz de n x n tiene al menos un eigenvalor y a lo sumo n 
eigenvalores numéricamente diferentes . 


■i 

i 
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Para valores grandes de n, los cálculos reales de eigenvalores en general requeri¬ 
rán del uso del método de Newton (sección 18.2) u otro método de aproximación 
numérica de las secciones 19.7-19.10. En écasiones también puede resultar útil obser¬ 
var que el producto y la suma de los eigen valores son el término constante y (— 1 y - 1 
veces el coeficiente del segundo término mayor, respectivamente, del polinomio ca¬ 
racterístico (¿por qué?). Una vez que se ha encontrado un eigenvalor X.,, el polinomio 
característico puede dividirse entre X-X. 

Los eigen valores deben determinarse primero. Una vez que se conocen, los 
eigen vectores correspondientes se obtienen a partir del sistema (2), por ejemplo, por 
el método de eliminación de Gauss, donde A es el eigenvalor del que se quiere un 
eigen vector. Esto es lo que se hizo en el ejemplo 1 y se hará nuevamente en los ejem¬ 
plos subsecuentes. 

Teorema 2 (Eigenvectores) 

Si x es un eigenvector de una matriz A correspondiente a un eigenvalor A., también lo 
es kx con cualquier k*0. 

Demostración . Ax = Xx implica que k( Ax) = A (kx) = X(kx). | 

Los ejemplos 2 y 3 ilustrarán que una matriz de n x n puede tener n eigenvectores 
linealmente independientes 15 , o puede tener un número menor que n. En el ejemplo 4 
se verá que una matriz real puede tener eigenvalores y eigenvectores complejos . 


EJEMPLO 2 Eigenvalores múltiples 

Encontrar los eigenvalores y eigenvectores de la matriz 


A = 


-2 2 -3 

2 I -6 

- 1-2 0 


Solución, Para la matriz considerada, el determinante característico da lugar a la ecuación característica 

-A 3 - A 2 + 21A + 45 = 0. 

Las raíces (eigenvalores de A) son A, = 5, X 2 = A 3 = -3. Para encontrar los eigenvectores se aplica la 
eliminación de Gauss (sección 7.4) al sistema"(A - AI)x = 0, primero con A = 5 y después con A = -3. Se 
encuentra que el vector 


x 


l 


1 

2 

-1 


es un eigenvector de A que corresponde al eigenvalor 5. y los vectores 


x 2 = 

~—2~ 

I 

y xj = 

1 rO O 

1 _ 


0_ 




15 Propiedad que se usará en la sección 7.14. 
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son dos eigenvectores de A linealmente independientes que corresponden al eigenvalor -3. Esto concuer¬ 
da con el hecho de que, para X = -3, la matriz A - AI tiene rango 1 y entonces, por el teorema 2 de la 
sección 7.6, una base de soluciones del sistema (2) correspondiente con X - -3, 

*1 + 2*2 - 3 *3 “ 0 
2*1 + 4* 2 - 6 x 3 = 0 

-*X - 2*2 + 3 *3 = 0 

se compone de dos vectores linealmente independientes. 1 

Si un eigenvalor X de una matriz A es una raíz de orden M x del polinomio 
característico de A, entonces a M x se le llama la multiplicidad algebraica de X , por 
oposición a la multiplicidad geométrica m de X v la cual se defíne como el número 
de eigenvectores linealmente independientes correspondientes a A, y, por tanto, a la 
dimensión del eigenespacio correspondiente. Puesto que el polinomio característico 
tiene grado n , la suma de todas las multiplicidades algebraicas es igual a n. En el 
ejemplo 2, para X = -3 se tiene m k = M x = 2. En general, m x < como puede 
demostrarse. A continuación se convencerá el lector de que es posible m x < M x . 


EJEMPLO 3 Multiplicidad algebraica y geométrica 

La ecuación característica de la matriz 



"o 

f 



-A 1 

A = 

0 

0_ 

es 

det (A - AI) = 

0 -A 


Por tanto, X = 0 es un eigenvalor de multiplicidad algebraica 2. Pero su multiplicidad geométrica es sólo 
1, ya que resultan eigenvectores de -Gx, + x 2 = 0, por tanto x 2 = 0, en la forma [x ] 0] T . I 


EJEMPLO 4 Matrices reales con eigenvalores y eigenvectores complejos 


Puesto que los polinomios reales pueden tener raíces complejas (las cuales en tal caso se presentan en 
pares conjugados), una matriz real puede tener eigenvalores y eigenvectores complejos. Por ejemplo, la 
ecuación característica de la matriz antisimétrica 


A = 


0 1 
1 0 


es 


det (A - AI) = 


-A 

-1 



= A 2 + 1 = 0 


y da lugar a los eigenvalor A, - ¿(“ J-¡ ),X 2 = -i. Los eigenvectores se obtienen a partir de -¿x, + x 2 - 0 e 
ix } +x 2 = 0, respectivamente, y puede elegirse x, - 1 para obtener 



y 



El lector puede demostrar que, en términos más generales, estos vectores son eigenvectores de la matriz 

r« b\ 

A - (a, b reales) 

l-b a] 


y que A tiene los eigenvalores a + ib y a- ib. 


I 
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Una vez conseguida una primera impresión de los problemas de eigenvalores de 
matrices, en la siguiente sección se ilustra su importancia mediante algunas aplicacio¬ 
nes típicas. 


Problemas de la sección 7.10 


Encontrar los eigenvalores y eigenvectores de las siguientes matrices: 



Algunas propiedades generales del espectro. Sean A,, • * * los eigenvalores de una matriz 
A = [u J dada. En cada caso, demostrar la preposición e. ilustrarla con un ejemplo. 

22. (Traza) La llamada traza de A, dada por traza A = a lt + a 22 + * ■ • + a m , es igual a 31, + 

* - * + X n . El término constante de D(X) es igual a det A. ™ 

23. Si A es real, los eigenvalores son reales o complejos conjugados en pares. 

24. (Inversa) La inversa A~* existe si y sólo si X. * 0 (/* = 1, *, n). 

25. La inversa A 1 tiene los eigenvalores 1 /X r ■ ■ •, 1 ¡X n . 

26. (Matriz triangular) Si A es triangular, los elementos de la diagonal principal son los 
eigenvalores de A. 

27. (“Desplazamiento espectral”) La matriz A-kl tiene los eigenvalores X t -k,---,X-k. 

28. La matriz kA tiene los eigenvalores kX v • • *, kX n . 

29. La matriz A" (donde m es un entero no negativo) tiene los eigenvalores Xf, * * •, X n m . 

30. (Teorema de la aplicación mapeo-espectrai) La matriz 


*m Am + +■•• + *! A + *„I, 
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que se llama matriz polinómica, tiene los eigenvalores 


k A m + k A m_1 

K m A j ^ K m-l A j 


+ * 0 0 = I, 


(Este enunciado se conoce como el teorema de mapeo espectral para matrices 
polinómicas .) los eigenvectores de esa matriz son los mismos que los de A. 


7.11 ALGUNAS APLICACIONES DE PROBLEMAS DE EIGENVALORES 

En esta sección se discuten algunos ejemplos típicos del rango de aplicaciones de los 
problemas de eigenvalores de matrices, el cual es increíblemente numeroso. En el 
capítulo 4 se indica que los problemas de eigenvalores de matrices se relacionan con 
ecuaciones diferenciales que gobiernan sistemas mecánicos y redes eléctricas. A fin 
de mantener independiente de dicho capítulo la discusión presente, para los estudian¬ 
tes que no estén familiarizados con el capítulo 4 se incluye una aplicación típica de 
esa clase como el último ejemplo. 

EJEMPL01 Estiramiento de una membrana elástica 

Una membrana elástica en el plano x { x 2 cuya frontera es la circunferencia x~ + x 2 2 = 1 (figura 136) se 
estira de tal modo que un punto P: (x,, x 2 ) pasa al punto Q : (y,, y 2 ) dado por 


= Ax = 


5 3 1 P 1 " 

3 5 J lAJ 


en forma de componentes. 


5xj + 3x 2 

3xj + 5jc 2 . 


Encontrar las “direcciones principales ", es decir, las direcciones del vector de posición x de P para las 
que la dirección del vector de posición y de Q es la misma o exactamente opuesta. ¿Qué forma asume la 
circunferencia fronteriza bajo esta deformación? 

Solución. Se buscan los vectores x tales que y = Ax. Puesto que y = Ax, se obtiene Ax = Ax, una ecuación 
de la forma (1), un problema de eigenvalores. En componentes, Ax = Ax es 


5x 1 + 3x 2 
3 xj + 5x 2 


(5 - A)x : + 3 x 2 = 0 

3x 1 + (5 - A) x 2 - 0. 


\\ ^ 

Xvv 


Figura 136. Membrana sin deformar y deformada en el ejemplo 1 
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La ecuación característica es 

5 - A 3 

(3) = (5 - A) 2 - 9 = 0. 

3 5 - A 

Sus soluciones son A, = 8 y A 2 = 2. Estos son los eigenvalores del problema en cuestión. Para A= A, * 8 el 
sistema (2) queda 


Solución * 2 = x v jcj arbitraria, 
por ejemplo, x 1 = * 2 - 1. 

Para A 2 = 2, el sistema (2) queda 

3xj + 3*2 = 0, Solución * 2 “ ~ x v *j arbitraria, 

3*j + 3*2 = 0. por ejemplo, x x = 1, * 2 = -1. 

Se obtienen así como eigenvectores de A, por ejemplo, 

r *i 

correspondiente a A,; correspondiente a A 2 ; 

(o un múltiplo escalar diferente de cero de ellos). Estos vectores forman ángulos de 45° y 135° con la 
dirección *, positiva. Dan las direcciones principales, la respuesta al problema dado. Los eigenvalores 
indican que en las direcciones principales la membrana se estira por factores 8 y 2, respectivamente; ver 
la figura 136. 

Por consiguiente, si se eligen las direcciones principales como las direcciones de un nuevo sistema de 
coordenadas cartesianas w,u,, por ejemplo, con el semieje u, positivo en el primer cuadrante y el semieje 
u 2 positivo en el segundo cuadrante del sistema *,* 2 , y si se hace 

u x = r eos <f> , u 2 ~ r sen <0, 

entonces un punto frontera de la membrana circular sin estirar tiene coordenadas eos 0, sen 0. Por tanto, 
después del estiramiento se tiene 

z x = 8 eos <0, z 2 - 2 sen <0. 

Puesto que eos 2 0 + sen 2 0 = 1, se demuestra así que el contorno deformado es una elipse (figura 136) 

íí! ^ _ 

8 2 + 2 2 

con semiejes principales 8 y 2 en las direcciones principales. | 


EJEMPLO 2 Problemas de eigenvalores que surgen de procesos de Markov 

Como otra aplicación, se mostrará que los procesos de Markov también llevan a problemas de eigenvalores. 
Para ver esto, se determinará el estado límite de la sucesión del uso del suelo del ejemplo 8, sección 7.3. 

Solución. Se recuerda que el ejemplo 8 de la sección 7.3 se refiere a un proceso de Markov y que tal 
proceso de transición está gobernado por una matriz estocástica A = [a j, es decir, una matriz cuadrada 
con elementos a* no negativos (los cuales dan las probabilidades de transición) y con la suma de cada 
renglón igual a 1 Además, el estado y (un vector columna) se obtiene a partir de un estado x de acuerdo 



-3*j + 3*2 - 0, 
3*j - 3*2 - 0. 
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con y T = x T A o, con la expresión equivalente, y = A T x. Se alcanza un límite si los estados se mantienen 
invariables, si x T = x T A o 

(4) A T x = x. 

Estos significa que A T deberá tener el eigenvalor 1. Pero A T tiene los mismos eigenvalores que A (por el 
teorema 1 de la sección 7.8); y A tiene el eigenvalor 1, con eigenvector v T = [1 • 1], ya que la suma de 

cada renglón de A es igual a 1. En el ejemplo tratado 



0.8 

0.1 

0 A 


T 


T 

Av = 

0.1 

0.7 

0.2 


1 

= 

i 


0 

0.1 

0.9 




_i_ 


como se afirmó. Por tanto (4) tiene una solución no trivial x * 0, que es el eigenvector de A T correspon¬ 
diente a X = 1. Ahora (4) es (A T - I)x = 0; desarrollándola, 

-0.2jCj + 0.1 jt 2 = 0 

0Ax l - 0.3jc 2 + 0 . 1*3 ” 0 
0.1*! + 0.2* 2 - 0.1*3 = °* 

Una solución es x T = [12.5 25 62.5]. Respuesta. Suponiendo que jas probabilidades se mantienen iguales 
con el correr del tiempo, se observa que los estados tienden a 12.5% de uso residencial, 25% de uso 
comercial y 62.5% de uso industrial. I 


EJEMPLO 3 Problemas de eigenvalores que surgen de modelos de población. 
Modelo de Leslie 


El modelo de Leslie describe el crecimiento poblacional por edades específicas, como sigue. Sea la edad 
mayor alcanzada por las hembras de cierta población de animales de 6 años. Dividir la población en tres 
clases de edad de 2 años cada una. Sea la “matriz de Leslie" 


(5) 


0 


L = [l jk ] = 


0.6 


0 


2.3 

0 

0.3 


0.4 

0 

0 


donde l xk es el número promedio de hijas paridas por una sola hembra durante el tiempo que está en la 
clase de edad k y l. ._ , (/ = 2, 3) es la fracción de hembras en la clase de edad j - 1 que sobrevivirán y 
pasarán a la clase j. (a) ¿Cuál es el número de hembras en cada clase después de 2,4 ,6 años si cada clase 
se compone inicialmente de 500 hembras? (b) ¿Para qué distribución inicial el número de hembras de 
cada clase cambiará en la misma proporción? ¿Cuál es la razón de cambio? 


Solución, (a) Inicialmente, x (ü) T = [500 500 500]. Después de dos años 


x (2) “ Lx <0) “ 


0 2.3 0.4 

0.6 0 0 

0 0.3 0 


_ 500" 


"l350" 

500 

= 

300 

_500_ 


_150_ 


De manera similar, después de 4 años se tiene x (4) T = (Lx (2) ) T = [750 810 90] y después de 6 años se tiene 
x t6> T = (Lx (4> ) T = [1899 450 243]. 

(b) Cambio proporcional significa que se está buscando un vector de distribución x tal que Lx = Xx, 
donde X es la razón de cambio (crecimiento si X > 1 , decrcmento si X < 1). La ecuación característica es 


det (L - AI) = -A 3 - 0.6( —2.3A - 0.3 • 0.4) = -A 3 + 1.38A + 0.072 = 0. 
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Se encuentra (por ejemplo, por el método de Newton, sección 18.2) que una raíz positiva es A = 1.2. El 
eigenvector correspondiente puede determinarse a partir de 0.6x, - 1.2* 2 = 0, 0.3x, - 1.2*, * 0. Por tanto, 
x T = [ 1 0.5 0.125]. Para obtener una población inicial de 1,500, como antes, se multiplica x T por 923. 
Respuesta . 923 hembras en la clase 1, 462 en la clase 2, 115 en la clase 3. Tasa de crecimiento, 1.2. I 

EJEMPLO 4 Sistema vibratorio de dos masas en dos resortes 
(figura 57 en la sección 4.1) 

Los sistemas masa-resorte compuestos por varias masas y resortes pueden tratarse como problemas de 
eigenvalores. Por ejemplo, el sistema mecánico de la figura 57 (sección 4.1) está gobernado por las 
ecuaciones diferenciales 

(6 ) y'í = + 2 >2 

y" = 2y 1 - 2y 2 

dondey y y, son los desplazamientos de las masas a partir del reposo, como se muestra en la figura, y las 
primas denotan derivadas con respecto al tiempo /. En forma vectorial, la relación queda 


(7) 


vr 

= Ay - 

-5 

2 

yi 

J2_ 


2 

-2 

Jz_ 


Se intenta una solución vectorial de la forma 

(8) y = xe wt . 


Esto es sugerido por un sistema mecánico de una sola masa y un solo resorte (sección 2.5), cuyo movi¬ 
miento está dado por funciones exponenciales (y senos y cosenos). Al sustituir en (7) se obtiene 

ít> 2 xé ,ü>t = Axe^. 


Al dividir entre e" T y escribir cu 2 - A, se observa que el sistema mecánico lleva al problema de eigenvalores 
(9) Ax = Ax donde A - a> 2 . 


Por el ejemplo 1 de la sección 7.10 se observa que A tiene los eigenvalores A = -1; por consiguiente, 
- ±í, y A, = -6, por tanto co = J-6 = ±i ^6 y los eigenvectores correspondientes 



( 10 ) 



Por (8) se obtienen las cuatro soluciones complejas 

XjÉ’* 1 * = XjÍCOS 

_ x 2 ( cos 


[ver (7), sección 2.3] 
t ± i sen t ), 

V6 1 ± i sen V6 /), 


y por adición y sustracción (ver la sección 2.3) se obtienen las cuatro soluciones reales 
Xj eos r, Xj sen r, x^osVór, x 2 senVór. 


Una solución general se obtiene tomando una combinación lineal de estas soluciones, 
y = xjtej eos t + sin t ) + Xgí^ eos Vór + b 2 senVór) 
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con constantes arbitrarias a v b r a 2 , b 2 (a las que pueden asignarse valores estableciendo un desplazamien¬ 
to y una velocidad iniciales para cada una de las dos masas). Por (10), las componentes de y son 

y x = a 1 eos t + b x sen t + la 2 eos V6 1 + 2 b 2 sen Vó t 
y 2 = 2a x eos t + 2 b x sen / - a 2 eos Vó 1 - b 2 sen Vó t. 

Estas funciones describen oscilaciones armónicas de las dos masas. I 


Problemas de la sección 7.11 

Encontrar las direcciones principales y los factores de extensión o contracción correspondien¬ 
tes de la deformación elástica y * Ax, donde A es igual a 



Encontrar los estados límite de los procesos de Markov gobernados por las siguientes matrices 
estocásticas: 



"0.3 0.7’ 

0.5 0.5_ 


0.50 0.25 0.25" 


0.6 0.4 01 

7. 

8. 

0.25 0.50 0.25 

9. 

OO 

O 

O 

b 




_0.25 0.25 0.50_ 


LO í.o oj 


Encontrar la tasa de crecimiento en el modelo de Leslie con matriz de Leslie 



"o 

5.2 

2 . 125 " 


~0 

8 

o " 


”o 

4.5 

2 . 5 " 

10 . 

0.4 

0 

0 

11 . 

0.5 

0 

0 

12 . 

0.2 

0 

0 


0 

0.3 

0 


0 

0.2 

0 _ 


_0 

0.2 

0 _ 


13. (Modelo de insumos-producción de Leontief 6 ) Suponer que tres industrias se 
interrelacionan de tal modo que sus producciones se usan a su vez como insumos, de 
acuerdo con la matriz de consumo de 3 x 3 


0.2 

0.5 

0 

0.6 

0 

0.4 

0.2 

0.5 

0.6 


donde a k es la fracción de la producción de la industria k consumida (comprada) por la 
industria j. Sea p el precio cargado por la industria j para su producción total. Un proble¬ 
ma es encontrar precios tales que, para cada industria, los gastos totales sean iguales a los 
ingresos totales. Demostrar que esto lleva a Ap = p, donde p = \p x p 2 p 3 ] J y encontrar una 
solución p con p v p v p 3 no negativos. 

14. Demostrar que en una matriz de consumo considerada como en el problema 13 la suma de 
cada una de las columnas debe ser igual a 1 y que dicha matriz siempre tiene el eigenvalor 1. 


lft WASS1LY LEONTIEF (1906-). Economista estadunidense. Por sus trabajos se le otorgó el premio 
Nobel en 1973. 


i 
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15. (Modelo abierto de insumos-producción de Leontief) Si las propias industrias no con¬ 
sumen la totalidad de la producción (como en el problema 13), entonces en lugar de Ax - 
x se tiene x - Ax = y, donde x = [jc, x 2 jc 3 ] t es lo producido, Ax es lo consumido por las 
industrias y, en consecuencia, y es la producción neta disponible para otros consumido¬ 
res. Encontrar para qué producción x puede alcanzarse una y - [0.1 0.3 0.1] T dada si la 
matriz de consumo es 

"0.1 0.4 0.2* 

A = 0.5 0 0.1 . 

0.1 0.4 0.4 


16. (Teorema de Perron-Frobenius) Demostrar que la matriz de Leslie L con l ir / (3 , l 2X , l n 
positivos tiene un eigenvalor positivo. Sugerencia. Usar los problemas 22 y 23 de la 
sección 7.10. (Se trata de un caso especial del famoso teorema de Perron-Frobenius de la 
sección 19.7, cuya demostración en la fomnia general es difícil.) 

Para ecuaciones diferenciales y problemas de eigenvalores de matrices relacionados, ver el 
capítulo 5. 


7.12 MATRICES SIMÉTRICA, ANTISIMÉTRICA Y ORTOGONAL 

Se consideran las tres clases de matrices cuadradas reales que se presentan con mucha 
frencuencia en las aplicaciones. Estas se defínen de la siguiente manera. 

Definiciones de las matrices simétrica, antisimétrica y ortogonal 

Una matriz cuadrada real A = [a Jk ] se llama 

simétrica si la transposición la mantiene invariable, 

(1) A T = A, por tanto a kj = a jk , 

antisimétrica si la transposición da como resultado la negativa de A, 

(2) A T = “A>J por tanto a k ■ = 

ortogonal si la transposición da como resultado la inversa de A 


(3) 


A T - A" 1 . 
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EJEMPLO 1 Matrices simétrica, antlsivnétrica y ortogonal 

Las matrices 



son simétrica, anti si métrica y ortogonal, respectivamente, como el estudiante deberá comprobar. En 
todas las matrices antisimétricas los elementos de la diagonal principal son cero. (¿Puede demostrarlo 
el lector? I 

Cualquier matriz cuadrada real A puede escribirse como la suma de una matriz 
simétrica R y una matriz antisimétrica S, donde 

(4) R = |(A + A T ) y S = i(A - A T ). 



Teorema 1 (Eigenva lores de las matrices simétrica y antisimétrica) 

(a) Los eigenvalores de una matriz simétrica son reales. 

(b) Los eigenvalores de una matriz antisimétrica son imaginarios puros o cero . 
(En la siguiente sección se dan las demostraciones.) 

EJEMPLO 3 Eigenvalores dé las matrices simétrica y antisimétrica 

Las matrices de (1) y (7) de la sección 7.11 son simétricas y tienen eigenvalores reales. La matriz 
antisimétrica del ejemplo 1 tiene los eigenvalores 0, -25; y 25/. (Comprobarlo.) La matriz 



tiene los eigenvalores reales 1 y 5 y no es simétrica. ¿Contradice lo anterior el teorema 1? I 


Transformaciones ortogonales y matrices 

Las transformaciones ortogonales son 

(5) y = Ax donde A es una matriz ortogonal 


Con cada vector x en R", esta transformación asigna un vector y en R”. Por ejemplo, la 
rotación del plano en un ángulo 9 


eos 0 - sen 0 


eos 0 X 


es una transformación ortogonal y puede demostrarse que cualquier transformación 
ortogonal en el plano o en el espacio tridimensional es una rotación (combinada posi¬ 
blemente con una reflexión en una línea recta o en un plano, respectivamente). 
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La propiedad siguiente de las transformaciones ortogonales es la razón principal 
de la importancia de las matrices ortogonales. 

Teorema 2 (Invariancla del producto Interior) 

Una transformación ortogonal preserva el valor del producto interior de vectores 
(ver la sección 7.3) 

(7) a*b = a T b, 

y, por consiguiente, también la longitud o norma de un vector en R", dada por 

(8) ||a|| = Va»a = Va T a. 

Demostración. Sean u - Aa y v = Ab, donde A es ortogonal. Debe demostrarse que 
u-v - ab. Ahora bien, por (5) de la sección 7.3 se obtiene u T = (Aa) T = a T A T . Además 
A T A - A 1 A = I por (3). Por tanto, 

(9) u.v = u T v = (Aa) T Ab = a T A T Ab = a T Ib = a T b = a«b. * 
Las matrices ortogonales poseen interesantes propiedades adicionales, como sigue. 

Teorema 3 (Ortonormalidad de los vectores renglón y columna) 

Una matriz cuadrada real es ortogonal si y sólo si sus vectores columna a , • • •, a (y 
también sus vectores renglón) forman un sistema ortonormal, es decir, 


( 10 ) 



ifj # k 
ifj = k. 


Demostración, (a) Sea A ortogonal. Entonces A 'A = A T A = I, en términos de vectores 
columna. 


a i Ta l a i Ta 2 ' ' a i Ta « 

V a ! a 2 Ta 2 ' ■ ‘ s»2 T a„ 


a n Ta i a „ T «2 • • • a„ T a„ 

donde la última igualdad implica (10), por la definición de la matriz unitaria I de n x n. 
Por (3) se sigue que la inversa de una matriz ortogonal es ortogonal (ver el problema 
22) y los vectores columna de A 1 (= A 1 ) son los vectores renglón de A; en consecuen¬ 
cia, los vectores renglón de A también forman un sistema ortonormal. 

(b) Recíprocamente, si los vectores columna de A satisfacen (10), los elementos 
que no están en la diagonal de la matriz grande de (11) son 0 y los elementos de la 
diagonal son 1. Por tanto, A T A = I, como indica (11). De manera similar, AA T =I. Esto 
implica A T = A' 1 ya que se tiene también A 'A = AA' 1 = I y la inversa es única. Por 
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tanto, A es ortogonal. Se cumple lo mismo cuando los vectores renglón de A forman 
un sistema ortonormal, por lo que se estableció al final del inciso (a). 


Teorema 4 (Determinante de una matriz ortogonal) 

El determinante de una matriz ortogonal tiene el valor +1 o -1. 

Demostración . Esto se sigue de det AB = det A det B y det A T = det A (teoremas 1 y 
8 de la sección 7.8). De hecho, si A es ortogonal, entonces 

1 = det I = det (AA _1 ) = det (AA T ) = det A det A T = (det A) 2 . ■ 


EJEMPLO 4 Ilustración de los teoremas 3 y 4 

La última matriz del ejemplo 1 y la matriz de (6) ilustran los teoremas 3 y 4, al ser sus determinantes -1 y 
+1, como el estudiante deberá comprobar. I 


Teorema 5 (Eigenvatores de una matriz ortogonal) 

Los eigenvalores de una matriz ortogonal A son reales o complejos conjugados en 
pares y tienen valor absoluto 1. 

Demostración . La primera parte del enunciado es válido para cualquier matriz real A 
ya que su polinomio característico tiene coeficientes reales, por lo que sus ceros (los 
eigenvalores de A) deben ser como se indica. La afirmación |A,| = 1 se demostrará en 
la siguiente sección. I 


EJEMPLO 5 Eigenvalores de una matriz ortogonal 

La matriz ortogonal del ejemplo 1 tiene la ecuación característica 

-A 3 + §A 2 + §A - 1 = 0. 

Ahora bien, uno de los eigenvalores debe ser real (¿por qué?) y por tanto +1 o -1 . Probando se encuentra -1. 
Al dividir entre A + 1 se obtiene X 2 - 5A/3 + 1 = 0 y los dos eigenvalores (5 + i<J\\ )/6 y (5 - / Ju )/6. 
Comprobar las afirmaciones anteriores. I 


Problemas de la sección 7.12 

Escribir las siguientes matrices como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica. 


r- -H 


"-2 “2 3~ 


1 

o 

i_ 

[4 -3 





'• b - 

2. 

4 0-5 

3. 

9 1 -7 

_l 


i 

i 

1 

UJ 

L/l 


-10 11 -1^ 


4. Demostrar que todos los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica 
son cero. 
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¿Las siguientes matrices son simétricas? ¿Antisimétricas? ¿Ortogonales? Encontrar sus 
eigenvalores (ilustrando así los teoremas 1 y 5). 



I~6 


8 1 




0.8 

0.6" 




0 

3l 


5. 

_8 

- 




6. 

— 0.6 

0.8_ 



7. 

3 

«J 



- 

0 

1 

- 

f 


0 

0 

•1 



eos 0 

-sen# 

o" 

8. 

- 

1 

0 


i 

9. 

0 

1 0 


10. 

sen# 

eos # 

0 


_ 

1 

-1 


o_ 


_-l 

0 0_ 



0 

0 

1_ 


r 



_ 






—i 






1 


1 

1 



0.50 

0.25 

0.25 


0 

18 -24" 


11. 

1 


I 

1 


12. 

0.25 

0.50 

0.25 

13. 

-18 

0 40 



_1 


1 

L 



,0.25 

0.25 

0.50_ 


24 

-40 0_ 



14. (Matriz simétrica) Demostrar que los eigenvectores de una matriz simétrica correspon¬ 
dientes a eigenvalores diferentes son ortogonales. Dar un ejemplo. 

15. Encontrar una matriz real que tenga eigenvalores reales pero que no sea simétrica. ¿Con¬ 
tradice esto el teorema 1 ? 

16. Demostrar que (6) es una transformación ortogonal. Comprobar que se cumple el teorema 
3. Encontrar la transformación inversa. 

17. Seanv T = [4 2],x T = [-2 I],w = Av, y = Ax con la matriz A dada en (6). Encontrar |v|,|x|, 
|w|, |y|. ¿Cuáles teoremas ilustran los resultados? 

18. Encontrar A tal que y ~ Ax sea una rotación de 30°en sentido contrarío al movimiento de 
las manecillas del reloj en el plano. 

19. Interpretar la transformación y = Ax geométricamente, donde A es la matriz del problema 
10 y las componentes de x y y son coordenadas cartesianas. 

20. Encontrar una matriz de 2 x 2 que sea tanto ortogonal como antisimétrica. Encontrar sus 
eigenvalores. 

21. ¿Existe una matriz ortogonal antisimétrica de 3 x 3? ¿Una matriz ortogonal simétrica de 
3x3? (Dar una razón.) 

22. Demostrar que la inversa de una matriz ortogonal es ortogonal. 

23. Demostrar que el producto de dos matrices ortogonales de n x n es ortogonal. 

24. ¿Es ortogonal la suma de dos matrices ortogonales? 

25. Demostrar que la inversa de una matriz no singular antisimétrica es antisimétrica. 


7 . 13 MATRICES HERMITIANA, ANTIHERMITIANA Y UNITARIA 

Se introducirán ahora tres clases de matrices cuadradas complejas que generalizan las 
tres clases de matrices reales que se acaban de considerar y que tienen importantes 
aplicaciones, por ejemplo, en la mecánica cuántica. 

En esta conexión nosotros utilizaremos la notación normal 
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para la matriz obtenida a partir de A = [a Jk ] al sustituir cada elemento por su conjuga¬ 
do complejo y también se usa la notación 


A T = [%] 


para la transpuesta conjugada. Por ejemplo, si 


A = 

3 + 4 i 

-5/ " 

T 

, entonces A = 

"3 - 4/ 

-7 ' 


-7 

6 - 2 i_ 


5/ 

6 + Ti 


Definiciones de las matrices hermitiana 17 , antihermitiana y unitaria 

Una matriz cuadrada A = [a .J se llama 

hermitiana si A T = A, es decir, 5^ = a jk 
antihermitiana si A T = -A, es decir, a^ = -a jk 

unitaria si A T =A _I . 

A partir de estas definiciones se observa lo siguiente. Si A es hermitiana, los 
elementos de la diagonal principal deben satisfacer a.. = a.., es decir, son reales. De 
manera similar, si A es antihermitiana, entonces a M = -a ü o, si se hace a ú = a + /‘j3, esta 
expresión queda a - i ¡3 = -(a + j'/J), de donde a = 0 y a y es imaginario puro o 0. 


EJEMPLO 1 Matrices hermitiana, antihermitiana y unitaria 

Las matrices 


\ 


4 

+ 3/ 


1 - 3 i 
7 


B 


3/ 2 + í 

— 2 + / 


C = 


2 * 2 ^ 


JV3 


hvf 

i- 

2 * 


son hermitiana. antihermitiana y unitaria, respectivamente, como el lector puede comprobar. 


Si una matriz hermitiana es real, entonces A T = A T = A. Por tanto, una matriz 
hermitiana real es una matriz simétrica (sección 7.12). 

De manera similar, si una matriz antihermitiana es real, entonces A T = A T = -A. 
Por tanto, una matriz antihermitiana real es una matriz antisimétrica. 

Por último, si una matriz unitaria es real, entonces a t *= A T = A -1 . Por tanto, una 
matriz unitaria real es una matriz ortogonal. 

Con esto se demuestra que las matrices hermitiana , antihermitiana y unitaria 
generalizan las matrices simétrica, antisimétrica y ortogonal, respectivamente. 


Eigenvalores 

Resulta notable, y explica en parte la importancia de las matrices bajo consideración, 
el hecho de que sus espectros (sus conjuntos de eigenvalores; ver la sección 7.10) 
puedan caracterizarse en una Forma general como sigue (ver la figura 137). 


r Ver nota de pie de página 22 en los problemas de la sección 5.9, página 293. 




MATRICES HERMITIANA, ANTIHERMITIANA Y UNITARIA 


449 



Figura 137. Localización de los eigenvalores de las matrices hermitiana, 
antihermitiana y unitaria en el plano complejo. 


Teorema 1 (Eigenvalores) 

(a) Los eigenvalores de una matriz hermitiana (y por tanto de una matriz simétrica) 
son reales . 

(b) Los eigenvalores de una matriz antihermitiana (y por tanto de una matriz 
antis ¡métrica) son imaginarios puros o cero . 

(c) Los eigenvalores de una matriz unitaria (y por tanto de una matriz ortogonal) 
tienen valor absoluto 1. 


Demostración . Sean A un eigenvalor de A y x el eigenvector correspondiente. En¬ 
tonces 

0) Ax = Ax. 

(a) Sea A hermitiana. Al premultiplicar (1) por x T se obtiene 

x T Ax = x t Ax = Ax t x. 

Ahora x T x - x l x i + ■ • * + xx n = JxJ 2 + * • • + |*J 2 es real y es diferente de cero ya que 
x ^ 0. Por tanto, puede dividirse para obtener 


x T x 


Se observa que A es real si el numerador es real. Se demuestra que el numerador es 
real probando que es igual a su conjugado complejo, usando A T = A o A = A T y (5) 
de la sección 7.3. De hecho, empezando con la aplicación de una transposición, la 
cual no afecta a un número (el numerador), se obtiene 

(3) x T Ax = (x T Ax) T = x T A T x = x T Ax - (x T Ax). 

A partir de esta expresión y de (2), cuyo denominador es real, se observa que A es real. 
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(b) Si A es antihermitiana, entonces A T = -A y en consecuencia A = -A T , por lo 
que se obtiene un signo menos en (3), 


(4) x T Ax = — (x T Ax). 

Así, se trata de un número complejo c = a+ ib que es igual al negativo de su conjugado 
c = a- ib, es decir, a + ib = -(a- ib ). Por tanto, a = 0, de donde c es un imaginario puro 
o cero, y al dividir entre el real x T x en (2) se obtiene un X imaginario puro X o X - 0. 

(c) Sea A unitaria. Se toma (1) y su transpuesta conjugada, 

Ax = Ax y (Ax) T = (Ax) t = Ax T 
y se multiplican los dos primeros miembros y los dos segundos, 

(Ax) t Ax = AAx t x = |A| 2 x t x. 

Pero A es unitaria, A T = A 1 , por lo que en el primer miembro se obtiene 
(Ax) T Ax = x T A T Ax = x t A -1 Ax = x T Ix = x T x. 

En conjunto, x T x = |A| 2 x T x. Se divide ahora entre x T x (* 0) para obtener \X \ 2 = 1, de 
donde | A| = 1. 

Con esto se demuestra el presente teorema y los teoremas 1 y 5 de la sección 
anterior. I 


EJEMPLO 2 Ilustración del teorema 1 

Para las matrices del ejemplo I se encuentra por cálculo directo 



Matriz 

Ecuación característica 

Eigenvalores 

A 

Hermitiana 

A 2 - 11A + 18 = 0 

9, 2 

B 

Antihermitiana 

A 2 - 2/A + 8 = 0 

4t, -2 i 

C 

Unitaria 

V 

to 

1 

> 

t 

II 

O 

^V3 + |i, -£VJ + \i 


y|±i + i'1 2 = 4 + i =l - 1 


Formas 


Cabe mencionar que al numerador x T Ax de (2) se le llama una forma en las componen¬ 
tes jc,, • , x n de x, y a A se le llama su matriz de coeficientes . Cuando n = 2 se obtiene 


= [Ai X 2 ] 

«11 

«12 


V 

= [xx x 2 ] 

a u x l + «12^2 


«21 

a 22 


X 2 


«21^1 «22*2 







MATRICES HERMITIANA, ANTIHERMITIANA Y UNITARIA 


451 


Y para n general, 


n n 


x T Ax = 22 a jk x j x k = a t ,x,x, + 


j = i fc = i 


(5) 


n-'i-'i 


a 21 X 2 X l + 


’ + a ln x l x n 
' + a 2n x 2 x n 


+ 


+ a nl x n x l + 


‘ + a nii x n x n' 


Si x y A son reales, entonces (5) queda 


x T Ax 


( 6 ) 


n n 

2 2 a ]k Xj x k 

j= 1 fc=l 


a u x i 2 + a i2 x i x 2 + • • • + a ln x lXn 
+ a 2 l x 2 x l + a 22 x 2 2 + • • • + a 2n x 2 x n 
+. 

+ a nl X n X l + O n 2 X n X 2 + ■■■ + a nn X n 2 


y se llama forma cuadrática. Entonces puede suponerse sin restricción que la matriz 
de coeficientes es simétrica, ya que los términos que no están en la diagonal pueden 
tomarse por parejas para después escribir el resultado como una suma de dos térmi¬ 
nos iguales, como se ilustra en el ejemplo siguiente. Las formas cuadráticas se presen¬ 
tan en física y geometría, por ejemplo, en relación con secciones cónicas (elipses xfld 
+X 2 Ib ~ 1»etc.) y superficies cuadráticas. (Su “transformación a los ejes principales” 
se discutirá en la siguiente sección.) 


EJEMPLO 3 Forma cuadrática. Matriz de coeficientes simétrica C 

Sea 


x T Ax 



4 

2 


3 V + 4 V2 + 6*2^ + 2x 2 2 = 3x 2 + IOjc^ + 2x 2 2 . 


Aquí 4 + 6-10-5 + 5.A partir de la matriz simétrica correspondiente C = [c], donde c . = ~ (a + a ), 
por tanto c M = 3, c t , = c,, - 5, c 12 = 2, se obtiene el mismo resultado * * “ '* Jk 


x T Cx = [jt 2 jc 2 ] 


3 

5 


5 

2 


= lx* + 5x x x 2 + 5x 2 x x + 2x 2 = 3JJ 2 + + 2x 2 2 . I 


Si la matriz A en (5) es hermitiana o antihermitiana, la expresión (5) se llama 
forma hermitiana o forma antihermitiana, respectivamente. Estas formas tienen la 
siguiente propiedad, la cual explica su importancia en física. 


Teorema 1* (Formas hermitiana y antihermitiana) 

Para cualquier elección del vector x, el valor de una forma hermitiana es real, y el 
valor de una forma antihermitiana es un imaginario puro o 0. 
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Demostración. En la demostración de (3) y (4) no se usó el hecho de que x era un 
eigenvector, y las demostraciones siguen siendo válidas para vectores (y matrices hermitianas 
o antihermitianas) cualesquiera. De lo anterior se sigue el presente teorema. 


EJEMPLO 4 Forma hermitiana 


Si 


entonces 



■ 


Propiedades de las matrices unitarias. Espacio vectorial 
complejo C n 


Se amplía ahora la discusión de las matrices ortogonales de la sección 7.12 a las 
matrices unitarias. En lugar del espacio vectorial real R" de todos los vectores reales 
con n componentes y números reales como escalares, ahora se usa el espacio vectorial 
complejo O de todos los vectores complejos con n números complejos como compo¬ 
nentes y números complejos como escalares. Para tales vectores complejos, el pro¬ 
ducto interior está definido por 


(7) 


a*b = a T b 


y la longitud o norma de un vector por 

||a|| = Va*a = Va T a = Vá l a l + • • • + á n a n 

( 8 ) 


vkF+ * * * + kl 2 . 


Obsérvese que para vectores reales esta expresión se reduce al producto interior se¬ 
gún se definió en la sección 7.3. 


Teorema 2 (Invariancia del producto Interior) 

Una transformación unitaria, es decir, y "= Ax con una matriz unitaria A, preserva 
el valor del producto interior (7) y en consecuencia también la norma (8). 

Demostración. La demostración es igual a la del teorema 2 de la sección 7.12, que el 
teorema generaliza; en el análogo de (9), sección 7.12, se tienen ahora barras, 

u* v = ü T v = (AI) T Ab = a T A T Ab = a T Ib = a T b = a*b. 


I 




MATRICES HERMITIANA, ANTIHERMITIANA Y UNITARIA 


453 


El análogo complejo de un sistema ortonormal de vectores reales (ver la sección 
7.12) es un sistema unitario, definido por 


(9) 


JO si j k 
U si j = k. 


y la ampliación del teorema 3, sección 7.12, a los complejos es la siguiente. 


Teorema 3 (Sistemas unitarios de vectores columna y renglón) 

Uno matriz cuadrada es unitaria si y sólo si sus vectores columna (y también sus 
vectores renglón) forman un sistema unitario. 


Demostración. La demostración es igual a la del 
por las barras requeridas por las definiciones A T 


teorema 3 de la sección 7.12, salvo 
= A' 1 y (7) y (9). | 


Teorema 4 (Determinante de una matriz unitaria) 

El determinante de una matriz unitaria tiene valor absoluto 1. 

Demostración. De manera similar a la sección 7.12, se obtiene 

I = det AA 1 = det (AA T ) = det A det A T = det A det A 
= det A det A = |det A| 2 . 


Por tanto, |det A| - 1 (donde det A ahora puede ser complejo). 


EJEMPLO 5 Matriz unitaria que ilustra los teoremas 2-4 

Para los vectores a T = [ 1 /] y b’ = [3/ 2 +/] se obtiene 3Tb = 3, - ,(2 + /) = 1 + y con 


0.6/ 0.8" 

_0.8 0.6/_ 


además Aa 


L4i [- 0.2 + 0 . 8 / 

- „, y Ab = 

l 0 - 2 J [_-0.6 + 3.6/ 


como puede comprobarse con facilidad. Se obtiene así (A. ) T Ab = 1 + / que ilustra el teorem. 5 l. 

z; s i“ a = t 1 ™ forman sistcma unitari °-" iguai que ios iní^r^ 


Problemas de la sección 7.13 

1. Comprobar los eigenvalores del ejemplo 2. 

En los ejemplos 1 y 2, encontrar los eigenvectores de 

2. la matriz A. 3 . j a matriz B. 


4. la matriz C. 








454 


ÁLGEBRA LINEAL: MATRICES, VECTORES, DETERMINANTES 


Indicar si las matrices siguientes son hermitianas, antihermitianas o unitarias y encontrar sus 
eigenvalores (comprobando así el teorema 1) y eigenvectores. 


r 0 r 


0 2íl 

4 / 


5. 

6. 

7 - 



L' oj 


-2 i Oj 

-i 2_ 





~i 0 

0 " 

r 1 /V 3 

iV 2/3 1 

" 1/V2 i'/V2"| 



8. 

9. 

^ ^ 10 . 

0 0 

i 

L-iV2/3 

-1/VlJ 

-i/V 2 -I/V 2 J 






L° 1 

0_ 







11. Demostrar que el producto de dos matrices unitarias de n x n es unitario. 

12. Demostrar que la inversa de una matriz unitaria es unitaria. Comprobar esto para la matriz 
del problema 10 . 

13. Comprobar los teoremas 3 y 4 para la matriz del problema 9. 

14. Demostrar que cualquier matriz cuadrada puede escribirse como la suma de una matriz 
hermitiana y una matriz antihermitiana. 

15. (Matriz normal) Por definición, una matriz normal es una matriz cuadrada que se conmuta 
con su transpuesta conjugada. 


aa t = a t a. 

Demostrar que las matrices hermitiana, antihermitiana y unitaria son normales. 


Formas cuadráticas. Encontrar una matriz simétrica C tal que Q — x T Cx, donde Q es igual a 
16. x x 2 - 4x^ 2 + 7jc 2 2 17. (jj - 3 x 2 ) 2 

18 . (*! + *2 + X 3> 2 19 - ~ 3 * 1 2 + 4x , X 2 - X 2 + 2 * 1*3 - 5 * 3 2 

20. (*! - x 2 + 2x 3 - 2x^ 2 21. + x 2 ) 2 + (x 3 + x 4 ) 2 

22. (Definitividad) Se dice que una forma cuadrática real Q = x T Cx y su matriz simétrica C 
= [c j son positivas definidas si Q > 0 para toda [x, • ■ ■ xj *■ [0 • * • 0]. Una condición 
necesaria y suficiente de la definitividad positiva es que todos los determinantes 


C 1 c u , C 



11 

C 12 

C 13 

21 

C 22 

C 23 

31 

C 32 

C 33 


, c n = det C 


sean positivos (ver referencia [B2], vol. 1, 346). Demostrar que la forma en el pro¬ 
blema 16 es positiva definida, en tanto que en el ejemplo 3 no es positiva definida. 

Formas hermitianas y antihermitianas. ¿A es hermitiana o antihermitiana? Encontrar x T Ax. 


" 0 

i 


1 

2 1 + í 


T 

23. A = 


, x = 


24. A = 

. x = 



0 _ 


i 

1 - / 1 


_2_ 


r i n 


T 

r ¿i 

tn 

> 

II 

, x = 


26. A = 

L- 1 2 'J 


i 

b - ic 


J 
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" 0 

i 

o" 


i 

27. A = 

— i 

1 

-2/ 

, x = 

1 


_ 0 

2/ 

2_ 


-i _ 



i 

1 + i 

2 


i 

28. A = 

-1 + / 

-3 i 

3 + / 

, x = 

1 


-2 

-3 + / 

0 


i _ 


¿A es hermitiana o antihermitiana? Encontrar x T Ax. 



"3 

-i 

o" 


V 

29. A = 

i 

0 

2i 

, x = 

X 2 


0 

-21 

4_ 


. X 3 _ 



~ 2 r 

0 

4 


‘ o" 

30. A = 

0 

i 

5 - i 

, x = 

2 i 


-4 

-5 - / 

4 i 


_-3_ 


7 . 14 PROPIEDADES DE LOS EIGENVECTORES. DIAGONALIZACIÓN 

Hasta este punto, en la discusión de los problemas de eigenvalores se ha hecho hinca¬ 
pié en las propiedades de los eigenvalores. Se estudian ahora los eigen vectores y sus 
propiedades. Los eigen vectores de una matriz A de n x n pueden (jo no!) formar una 
base de R? o C* (ver la sección 7.13) y si lo hacen, pueden usarse para “diagonalizar” 
A, es decir, para transformarla en la forma diagonal con eigenvalores en la diagonal 
principal. Estos son los temas claves de esta sección. 

Se empieza con un concepto de interés fundamental en los problemas de eigenvalores: 


Semejanza de matrices 

A 

Se dice que una matriz A de n x n es semejante a una matriz A de n x n si 


( 1 ) 


A = T“ 1 AT 


para alguna matriz (¡no singular!) T de n >x n. Esta transformación, de la que se 
obtiene A a partir de A, se denomina transformación de semejanza. 

Las transformaciones de semejanza son importantes ya que preservan los eigenvalores. 


Teorema 1 (Eigenvalores y elgenvectores de matrices semejantes) 

^ A 

Si A es semejante a A, entonces A tiene los mismos eigenvalores que A. 

Además 7 si x es un eigenvector de A, entonces y = T~'x es el eigenvector de A 
correspondiente al mismo eigenvalor. 
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Demostración. A partir de Ax = Ax (donde A es un eigenvalor, x * 0) se obtiene T~' Ax 
= ÁT 'x. Ahora bien, I = TT 1 , de donde 

T -1 Ax = T -1 AIx = T -1 ATT -1 x = A(T -1 x) = AT _1 x. 

A. 

Por tanto, X es un eigenvalor de A y T'x el eigenvector correspondiente, ya que si 
T"‘x = 0 se obtendría x = Ix = TT 'x = T0 = 0, contradiciendo x * 0. I 


Propiedades de los eigenvectores 

El teorema siguiente es de interés en sí mismo y de utilidad en relación con las bases 
de eigenvectores. 

Teorema 2 (Independencia lineal de los eigenvectores) 

Sean X,, X 2 , • • • , X n eigenvalores diferentes de una matriz de nx n. Entonces los 
eigenvectores correspondientes x,, x 2 , - * *, \ k forman un conjunto linealmente inde¬ 
pendiente. 

Demostración . Suponer que la conclusión es falsa. Sea r el mayor entero tal que 
{x,, • • ■, x r } es un conjunto linealmente independiente. Entonces r< ky el conjunto 
{x ]5 • ■ *, x r+ ( } es linealmente dependiente. Por tanto, existen escalares c r • * •, c r+ ,, no 
todos cero, tales que 

(2) c lXl + • • • + c r+1 x r+1 = 0 

(ver la sección 7.5). Al multiplicar ambos miembros por A y usando Ax y = Ax se 
obtiene 

(3) c l^l x l + * ’ * + C r+l^r+l X r+l ” 

Para cancelar el último término, se resta de esta expresión (2) X r+ { veces, obteniéndose 

c i^i — -X r +i^ x i + * ' ’ + c r (A r — A r+1 )x r = 

Aquí CjíX, - A r+ ,) = 0 , • * * , c r (X r - X r+ ,) = 0 , ya que {x,, • , x r } es linealmente 

independiente. Por tanto, c { = * * * = c r = 0, ya que todos los eigenvalores son diferen¬ 
tes. Pero con esto (2) se reduce a c r+ t x r+ , = 0, de donde c r+ , = 0, ya que x r+ , * 0 (¡un 
eigenvector!). Esto contradice el hecho de que no todos los escalares de (2) son cero. 
Por lo tanto, la conclusión del teorema debe ser válida. I 

Este teorema tiene la implicación inmediata siguiente. 


Teorema 3 (Base de eigenvectores) 

Si una matriz A d enxn tiene n eigenvalores diferentes , entonces A tiene una base de 
eigenvectores para C” (o /?"). 
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EJEMPLO 1 Base de eigenvectores 


La matriz 



tiene una base de eigenvectores 


T 


f 

i 

* 



correspondiente a los eigenvalores X, - 8, = 2. (Ver el ejemplo 1 de la sección 7.1 L) 


■ 


EJEMPLO 2 Base cuando no todos los eigenvalores son diferentes. 

Inexistencia de una base 

Aun cuando no todos los n eigenvalores sean diferentes, una matriz A todavía puede proporcionar una 
base de eigenvectores para Oo/f. Esto se ilustra con el ejemplo 2 de la sección 7.10, donde n = 3. Por 
otra parte, A puede no tener suficientes eigenvectores linealmente independientes para formar una base. 
Por ejemplo, la matriz del ejemplo 3, sección 7.10, 


0 I 


~k 

A = 

tiene un solo eigenvector 


0 0 


_0_ 


donde k es arbitrario, diferente de cero. Por tanto, A no proporciona una base de eigenvectores para R 1 . I 

En realidad, las bases de eigenvectores existen bajo condiciones mucho más ge¬ 
nerales que las dadas en el teorema 3 y para las matrices de la sección anterior incluso 
puede escogerse un sistema unitario de eigenvectores, como sigue. 

Teorema 4 (Base de eigenvectores) 

Una matriz hermitiana, antihermitiana o unitaria tiene una base de eigenvectores 
para C que es un sistema unitario (ver la sección 7.13). Una matriz simétrica tiene 
una base ortonormal de eigenvectores para R". (La demostración se encuentra en la 
referencia [B2], vol. \,pp. 309-311.) 

EJEMPLO 3 Base ortonormal de eigenvectores 

La matriz del ejemplo 1 es simétrica y una base ortonormal de eigenvectores es [ 1 / ^2 \l ] T , [1/^2 

- 1/^2 ] T . I 

Una base de eigenvectores de una matriz A resulta sumamente conveniente si se 
tiene interés en una transformación y = Ax, porque entonces es posible representar 
cualquier x de manera única como 

X = C lXl + C 2 X2 + • • • + C n X n 

en términos de una base X| , • • •, x n y si estos eigenvectores de A corresponden a los 
eigenvalores (no necesariamente diferentes) A.,, • • •, X,, de A, se obtiene entonces 

y = Ax = A(c lXl + • • • + e n x n ) 

(4) = qAxj + • • • + c n Ax n 

= CjAjXj + • • • + c n A n x n . 

Esto muestra la ventaja: se ha descompuesto la complicada acción de A sobre los 
vectores arbitrarios x en una suma de acciones simples (multiplicación por escalares) 
sobre los eigenvectores de A. 
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Diagonal ización 

Las bases de eigenvectores también desempeñan un papel central en la diagonalización 
de una matriz Adenxn, como se explica con el siguiente teorema. 


Teorema 5 (Diagonalización de una matriz) 


Si una matriz A de n x n tiene una base de eigenvectores, entonces 


(5) 


D = X _1 AX 


es diagonal, con los eigenvalores de A como elementos de la diagonal principal. 
Aquí X es la matriz con estos eigenvectores como vectores columna. Además, 


(5*) 


D m = X _1 A W X. 


Demostración. Sean x ( , • ■ •, \ n que forman una base de eigenvectores de A para C (o 
R") correspondientes a los eigenvalores A,, ■ • ■, respectivamente, de A. Entonces X 
= [*i ' *J tiene rango n, por el teorema 1 de la sección 7.5. Por tanto, existe X -1 por el 

teorema 1 de la sección 7.7. Ahora bien, por (9) de la sección 7.3 y Ax y = X x J se obtiene 

AX = A[x, • • • xJ = [AXj • • • Ax„] = [A lXl . ■ • A„xJ. 

En conjunto, AX = XD. Ambos miembros de esta última expresión se premultiplican 
por X-' para obtener X 'AX = X 'XD = D, que es (5). Asimismo, (5*) se establece 
observando que 

D 2 = DD = X _ 1 AXX _1 AX = X -1 AAX = X - 1 A 2 X, etc. ■ 


EJEMPLO 4 Diagonalización 

Cálculos similares a los de los ejemplos de la sección 7.10, etc., muestran que la matriz 


"5 4 

|_1 2 _ 


tiene eigenvectores 


" 4 i r n [4f 

y . Por tanto, X = 

Lu L-u L 1 


y, utilizando (4) de la sección 7.7, se obtiene 
X 


i AX = _l 1 - 1 5 4 p f| _ r°.2 0.2I p4 n r 6 0 " 

~ 5 L - 1 4J [_1 2J [_1 -lj L °-2 -0.8_ 6 -1 _ o I ■ 


El estudiante puede demostrar que un intercambio de las columnas de X resulta en un intercambio de los 
eigenvalores 6 y 1 de la matriz diagonal. | 


EJEMPLO 5 Diagonalización 

Diagonal izar 

7.3 0.2 -3.7" 

-11.5 1.0 5.5 


A = 


17.7 1.8 -9.3 
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Solución. El determinante característico da la ecuación característica -V « + ,n -n t , 

iCX??',:™ 1 '' 3 '?’''T 4 'S-» 


11 r 2 


i i 


0.7 0.2 0.3 


1 1 . X 1 = -1.3 _o.2 o.7 . 


0.8 0.2 - 0.2 


Al calcular AX y premultiplicar por X 1 , se obtiene 


D = X _1 AX 


0.7 0.2 0.3* 
13 -0.2 0.7 


0 8 0.2 -0.2J L-3 -12 01 0 0 0 


0 0 


Transformación de formas a los ejes principales 

de procedimiento,Pático relacionado con la diagonalizacién 

e explica la idea para formas cuadráticas (ver la sección 7.13) 

í6) f Q= V t Ax7\ 

Q = x T XDX T x. 

Si se hace X T x = y, entonces, como X T = X 1 , se obtiene 


x = Xy 


y Q se reduce a 


< 8 > Q - ,'Dy , A.V + Vj . + . . . + W . 

Con esto se demuestra 

Teorema 6 (Teorema de loa ajes principales) 

La sustitución (7) transforma una forma cuadrática 

Q = x t Ax =22 a jkXj x k 
j =1 fc = 1 

a la forma de los ejes principales (8) donde 1 ... i „ , 
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con eigenvectores correspondientes x p • • •, x^, respectivamente , como vectores co¬ 
lumna, 


EJEMPLO 6 Transformación a los ejes principales. Secciones cónicas 


Determinar el tipo de sección cónica representa la siguiente forma cuadrática y transformarla a los ejes 
principales: 


Q = \lx* - 30jcjX 2 + 17jc 2 2 = 128. 


Solución. Se tien<* Q = x T Ax, donde 

*■ [- 


-15" 

17 



Se obtiene así la ecuación característica (17 - X.) 2 -15 2 - 0. Tiene las raíces X, = 2, X 2 =32. Por tanto (8) queda 

Q = 2y, 2 + 32 y*. 


Se observa que Q = 128 representa la elipse 2y t 2 + 32y 2 2 = 128, es decir, 

V 3^ 

8 2 + 2 2 " '• 


Si desea conocerse la dirección de los ejes principales en las coordenadas x l x r es necesario determinar 
e ¡gen vectores normalizados a partir de (A-Xl)x = 0 con X = X ] = 2yX=X 2 = 32y después usar (7). Se obtiene 


por tanto, 

x = Xy = 


’l/V2 

^ y 

J/V2_ 



- 1/Vf 
1/V2J’ 

x l = y/v/2 - y^V2 

x 2 = + yj/vT 


Esta es una rotación de 45°. Los resultados obtenidos concuerdan con los de la sección 7.11, ejemplo 1, 
excepto por la notación. Ver también la figura 136 en dicho ejemplo. I 


Problemas de la sección 7.14 

Transformaciones de semejanza 

A ^ 

Encontrar A *= T _1 AT. Encontrar los eigenvalores de A y A y comprobar que son iguales. 
Encontrar los eigenvectores correspondientes y de A, calcular x = Ty y comprobar que son 
eigenvectores de A. 
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7. A - 


8 0 
2 2 
2 0 


* T = 


1 0 
0 0 
0 1 



5 

0 

-15" 


~2 

0 

3' 

8. A = 

-3 

-4 

9 

,T = 

0 

1 

0 


5 

0 

-15. 


3 

0 

5_ 


Trazas de matrices semejantes 

La suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz A = [aj de n x n se llama la 
traza de A; en consecuencia, traza A - a n +- a 22 + • * * + a m . J 

n n 

9 . Demostrar que traza AB= I / XaA = traza BA, donde A = [oj y B = [ÓJ son matri- 
ces de n x «. 

10. Usando el problema 9, demostrar que las matrices semejantes tienen trazas iguales. 

11. (Suma de los eigenvalores) Demostrar que traza A es igual a la suma de los eigenvalores 
de A, cada uno considerado tantas veces como lo indica su multiplicidad algebraica. 

12. Usando el problema 11, demostrar que traza Á = traza A cuando Á es semejante a A. 

Encontrar una base de eigenvectores que formen un sistema unitario (o un sistema ortogonal real). 

í~ -i — _ 


13. 

0 i 


14. 

”o 

1 

15. 

“0.8i 

0.6/" 


- i 0_ 



J 2 ' 

oj 

0.6i 

- 0.8/_ 

16. 

1 

i + r 

17 

i 


18. 


éV3 


1 - i 

i 


-1 

Ü 

1 



Diagonalización 

Encontrar una base de eigenvectores y diagonalizar: 


19. 

"o 

16l 


"3 

3] 



0 


r 





20. 




21. 




4 



0 

oj 


-1 


0 _ 



~3 

4 



"l 

0 

f 


"5 

0 

- 

-6" 

22. 

1 

3 


23. 

0 

3 

2 

24. 

2 

1 

- 

-4 






0 

0 

2__ 


_3 

0 

- 

'1 


Transformación de formas cuadráticas a los ejes principales. 
Secciones cónicas 

Determinar el tipo de sección cónica (o pares de rectas) que representan las formas cuadráticas 
dadas. Transformarlas a los ejes principales. Expresar x T = fjc, x 2 ] en términos del nuevo vector 
de coordenadas y T = \y t y 2 ], como en el ejemplo 6. 


25. x, 2 + 24x r r 2 - 6x 2 = 5 
27. 3jfj 2 + 4V3 Xl x 2 + 7x 2 2 = 9 
29. x 2 + 6x¡x 2 + 9x 2 = 10 


26. 2x 2 + 2V3 x 1 x 2 + 4x 2 2 = 5 

28. - 3xj 2 + 8xjjr z + 3x 2 2 = 0 

30. (*x 2 + l&CjjCg - 6jc 2 2 = 10 
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7 15 espacios vectoriales, espacios con producto 
interior, transformaciones lineales. 

OPCIONAL 

De la sección 7.5 se recuerda que el espacio vectorial real R" es el conjunto de todos 
los vectores reales con n componentes (por tanto, cada vector es un conjunto ordena¬ 
do de n números reales), con las dos operaciones algebraicas de adición de vectores y 
multiplicación por escalares (números reales). Asimismo, al tomar n números com¬ 
plejos ordenados como vectores y números complejos como escalares, se obtiene el 
espacio vectorial complejo O (ver la sección 7.13). 

Hay otros conjuntos de interés práctico (conjuntos de matrices, de funciones, de 
transformaciones, etc.) para los que pueden definirse de manera natural la adición y la 
multiplicación por escalares. El deseo de tratar tales conjuntos como “espacios 
vectoriales” sugiere la creación, a partir del “modelo concreto” R”, del “concepto 
abstracto” de un “espacio vectorial real” V tomando las propiedades más básicas de 
R n como axiomas mediante los cuales se define K, propiedades sin las cuales no sería 
posible crear una teoría útil y aplicable de esas situaciones más generales. La elección 
de axiomas adecuados no es es fácil, sino que requiere de experiencia, obtenida en 
ocasiones durante un largo periodo de tiempo. En el presente caso, el siguiente siste¬ 
ma de axiomas resultó ser de utilidad; de hecho, obsérvese que cada axioma expresa 
una propiedad simple de o de R \ 

Definición de espacio vectorial real 

Un conjunto no vacío V de elementos a, b, * ■ se denomina espacio vectorial real (o 
espacio lineal real), y estos elementos se llaman vectores 18 si en V están definidas dos 
operaciones algebraicas (llamadas adición de vectores y multiplicación por escalares) 
como sigue. 

I. La adición de vectores asocia con cada par de vectores a y b de V un vector 
único de V , llamado la suma de a y b y denotada por a + b, de tal modo que los 
siguientes axiomas se satisfacen. 

1.1 Conmutatividad. Para dos vectores cualesquiera a y b de V, 

a + b = b + a. 

1.2 Asociatividad. Para tres vectores cualesquiera u, v, w de V, 

(u 4- v) 4- w - u 4- (v + w) (denotada u + v + w). 

1.3 Existe un vector único en V, llamado el vector cero y denotado por 0, tal que 
para cualquier a en V , 


a + 0 = a. 


l * Sin importar lo que sean en realidad; esta convención no produce confusión ya que en cualquier caso 
especifico la naturaleza de esos elementos es clara por el contexto. 


i 
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I. 4 Para toda a en V existe un vector único en V que se denota por -a y es tal que 

a + (-a) = 0. 

II. Multiplicación por escalares. Los números reales se denominan escalares. 
La multiplicación por escalares asocia con cada a en Vy cualquier escalar c un vector 
único de V 9 llamado el producto de c y a y denotado por ca (o ac) de tal modo que los 
siguientes se satisfacen. 

11.1 Distributividad. Para cualquier escalar c y cualesquiera vectores a y b en V, 

c( a + b) = ca + cb. 

11.2 Distributividad. Para cualesquiera escalares c y k y cualquier a en V, 

(c + k)sk = ca + ka. 

11.3 Asociatividad. Para cualesquiera escalares c y k y cualquier a en K, 

c(/:a) = (ck) a (denotado cka) 

11.4 Para toda a en v, 


la = a. 1 

Un espacio vectorial complejo se obtiene si, en lugar de números reales, se 
toman números complejos como escalares. 


Conceptos básicos relacionados con un espacio vectorial 

Estos se definen como en la sección 7.5. 

Una combinación lineal de vectores a ()) , * * *, a en un espacio vectorial Kes 
una expresión 


c i a d) + 


+ c m*(m) < C 1’ ’ * ’ ’ c rn escalares cualesquiera). 


Estos vectores forman un conjunto linealmente independiente (abreviando, se lla¬ 
man linealmente independientes) si 


(1) 


c i a U) + 


C m a (m) 


implica que c, = 0 , ■, c m - 0; en caso contrario se llaman linealmente dependientes. 

Obsérvese que (1) con m = 1 es ca = 0 e indica que un solo vector a es linealmente 
independiente si y sólo si a * 0. 

V tiene dimensión it, o es /f-dimensional, si contiene un conjunto linealmente inde¬ 
pendiente de n vectores, llamado una base de \\ en tanto que cualquier conjunto con más 
de n vectores en V es linealmente dependiente. Entonces cada vector en V puede escribirse 
de manera única como una combinación lineal de los vectores de la base. 
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EJEMPLO 1 Espacio vectorial de matrices 

Las matrices reales de 2 x 2 forman un espacio vectorial real de cuatro dimensiones. Una base es 


1 

0 


0 

1 

r° 

o" 


“o 

0 


, 

®12 ~~ 

0 

0 _ 

’ ®21 = 

* 

B 22 ■ 

0 

1 _ 

0 

0 _ 

L 1 

0 _ 


ya que cualquier A = [<rj = a n B n + ¿i 12 B 12 , + a 21 B 2I + a n B 22 en forma única. De manera similar, las 
matrices de m x n con myn fijas forman un espacio vectorial de dimensión mn. ¿Cuál es la dimensión del 
espacio vectorial de todas las matrices antisimétricas de 3 x 3? ¿Puede el lector encontrar una base? I 


EJEMPLO 2 Polinomios 

El conjunto de todos los polinomios constantes, lineales y cuadráticos en x forma un espacio vectorial 
bajo las operaciones comunes de adición y multiplicación por un número real, ya que estas dos operacio¬ 
nes dan como resultado polinomios cuyo grado no excede 2, y los axiomas de la definición dada se 
establecen por cálculo directo. Este espacio tiene dimensión 3. Una base es {I, x, x 2 }. I 

EJEMPLO 3 Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo orden 

Las soluciones de una de estas ecuaciones en un intervalo fijo a < x < b forman un espacio vectorial bajo 
, las operaciones comunes de adición y multiplicación por un número ya que ambas producen de nuevo una 
solución, por el teorema fundamental 1 de la sección 2.1, y 1.1 a 114 se establecen por cálculo directo. ¿Las 
soluciones de una ecuación diferencial lineal no homogénea forman un espacio vectorial? I 

Si un espacio vectorial V contiene un conjunto linealmente independiente de n 
vectores para cada n , sin importar lo grande que sea, entonces V se llama de dimen¬ 
sión infinita, («-dimensional) por oposición a un espacio vectorial de dimensión fini¬ 
ta como se definió antes. Un ejemplo es el espacio de todas las funciones continuas en 
un intervalo [a, b] del eje x, como se menciona sin demostración. 

Espacios con producto interior 

Por la sección 7.3 se sabe que para los vectores a y b en F? puede definirse un produc¬ 
to interior a*b = a T b. Esta definición puede ampliarse a espacios vectoriales reales 
generales tomando las propiedades básicas de a*b como axiomas de un producto inte¬ 
rior “abstracto”, denotado por (a, b). ' 

Definición de un espacio con producto interior real 

Un espacio vectorial real Kse llama espacio con producto interior real (o preespacio 
real de Hilbert' 9 ) si tiene la siguiente propiedad. Con cada par de vectores a y b en V 


14 DAVID HILBERT (1862-1943), gran matemático alemán, enseñó en Kónigsberg y Góttingen y fue el 
creador de la famosa escuela matemática de Góttingen. Se le conoce por su trabajo básico en álgebra, 
cálculo de variaciones, ecuaciones integrales, análisis funcional y lógica matemática. Sus “Fundamen¬ 
tos de geometría” contribuyeron a que el método axiomático obtuviera reconocimiento general. Sus 
famosos 23 problemas (presentados en 1900 en el Congreso Internacional de Matemáticas en París) 
influyeron de manera considerable en el desarrollo de las matemáticas modernas. 

Si V es de dimensión finita, se trata en realidad del llamado espacio de Hilbert ; ver la referencia 
[9] p. 98, mencionada en el apéndie 1. 






ESPACIOS VECTORIALES, ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR 


465 


está asociado un número rea), el cual se denota por (a, b) y se llama el producto 
interior de a y b, de tal modo que los siguientes axiomas se satisfacen. 


L Para cualesquiera escalares q x y q 2 y cualesquiera vectores a, b, c en K, 


^i a + < 7 2 b, c) = < 7 j(a, c) + <y 2 (b, c) ( Lineal idad ). 

II. Para cualesquiera vectores a y b en V, 

(a, b) - (b, a) {Simetría). 

111. Para cualquier aen K, 


(a, a) = 0 


(a, a) ^ 0, 


si y sólo si 



(Ser positivo definido). 


Los vectores cuyo producto interior es cero se llaman ortogonales. 
La longitud o norma de un vector en V se define ahora por 

( 2 ) NI = V(a 7 aj (i? 0), 

Ésta expresión generaliza (8) de la sección 7.12. 


I 


Un vector de norma 1 se llama vector unitario. 

A partir de estos axiomas y de (2) puede deducirse la desigualdad básica 

^ |(a, b)| ^ ||a|| ||b|| ( Desigualdad de Schwarz 20 ), 

a partir de esta expresión 

^ II a + bll = IMI + l|b|| (Desigualdad del triángulo), 

y por un cálculo directo simple 

(5) II a + b|| 2 + ||a — b|| 2 — 2(||a|| 2 + ||b|| 2 ) (Igualdad del paralelogramo). 


EJEMPLO 4 Espacio euclidiano de dimensión n 

R" con el producto interior de la sección 7.3, 

(a, b) = a T b = a. />, + * * ■ + a b , 

i i n n’ 


HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921), matemático alemán, sucesor de Weierstrass en 
Berlín, conocido por su trabajo en análisis complejo (mapeo conforme), geometría diferencial y cálcu¬ 
lo de variaciones (superficies mínimas). 
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se llama espacio euclidiano de dimensión n y se denota por E" o simplemente por R". Los axiomas I-III se 
cumplen, como se demuestra con cálculos directos. La ecuación (2) da como resultado la “norma 
cuclidiana" (8) de la sección 7.12; 

(7) ||a|| - V(a, a) = Va^a - V^ 2 + • • • + a n 2 . | 

EJEMPLO 5 Un producto interior para funciones 

El conjunto de todas las funciones continuas con valores reales /{jc), gft), en un intervalo dado a < s p 
forma un espacio vectorial real bajo las operaciones comunes de adición de funciones y multiplicación 
por escalares (números reales). En este espacio puede definirse un producto interior por la integral 

c? 

(8) </,*) = J f{x)g{x)dx. 


Los axiomas l-líl pueden comprobarse por cálculo directo. La ecuación (2) da como resultado la norma 


(9) 


iiiji = vttt) = 



i 


Los ejemplos citados ofrecen una primera impresión de la amplia generalidad de 
los conceptos abstractos de espacios vectoriales y espacios con producto interior. Los 
detalles adicionales pertenecen a cursos más avanzados (sobre análisis funcional, que 
significa análisis abstracto moderno; ver la referencia [9] en el apéndice 1) y no pue¬ 
den discutirse aquí. En su lugar, se aborda ahora un tema relacionado en el que las 
matrices desempeñan un papel central. 


Transformaciones lineales 

Sean X y Y espacios vectoriales cualesquiera. A cada vector x en X se le asigna un 
vector único y en Y. Se dice entonces que se da un mapeo (o transformación u ope¬ 
rador) de X en Y. Dicho mapeo se denota por una letra mayúscula, por ejemplo F. El 
vector y en Y asignado a un vector x en X se llama la imagen de x y se denota por F(x) 
[o Fx, sin paréntesis]. 

F se llama mapeo lineal o transformación lineal si para todos los vectores v y x 
en Xy los escalares c. 


( 10 ) 


F(v + x) = F(v) + F(x) 
F(cx) = cF(x). 


Transformación lineal del espacio R n en el espacio R m 

En adelante, se hace X= R n y Y=R m . Entonces cualquier matriz real A = [a,] d enxn 
da una transformación de R" en R n \ 

(11) y = Ax. 


Puesto que A(u + x) = Au + Ax y A(cx) = cAx, esta transformación es lineal. 
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Se demuestra que, recíprocamente, cualquier transformación lineal Fde R”en R" 
puede darse en términos de una matriz Ademx», después de que se ha elegido 
base de R" y una base de R”. Esto puede probarse como sigue. 

Sea e (|) , ■ • ■, e (n) cualquier base de R\ Entonces todo x en R" tiene una represen 


una 


tacion única 


x = *l e U> + 


+ X n*(nr 


Puesto que F es lineal, esto implica que para la imagen F(x): 

F(x) = F( Xl e a) + ' ‘ • + x n e (n) ) = + • • • + * n F(e (n) ). 

Por tanto, F se encuentra determinada de manera única por las imágenes de los vectores 
de una base de R". Se elige ahora para R" la “base normal” 


( 12 ) 


e (D - 


f 


o" 


~0~ 

0 


1 


0 

■ 

’ e (2) ~ 

• 

’ ' ’ ’ ’ e (n) " 

• 

0 




1 


donde e 0) tiene su y'-ésima componente igual a 1 y las demás 0. Puede determinarse 

ahora una matriz A = faj demxn tal que para todo x en R" y toda imagen y = F(x) 

en i\ , 


y = F(x) = Ax. 


De hecho, de la imagen 

y(0 = 



M 1 )" 


y (1) = 


- 


Ál 



a 


11 


a 


1 n 


a 


21 


a 


2 n 


a 


mí 


a 


mn 


a partir de la cua|puede determinarse la primera columna de A, a saber, a =y a 

a »' ~ De manera Slmi, ar, a partir de la imagen de e„. seobtiene la 
segunda columna de A y así sucesivamente. Se termina así la demostración. | 

Se dice que A representa a F, o que es una representación de F, con respecto a 
las bases de R" y R’". En términos muy generales, la finalidad de una “ representación '’ 
es la sustitución de un objeto de estudio por otro objeto cuyas propiedades sean acce- 
sibles con mayor facilidad. 
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La base normal (12) de /? 3 acostumbra escribirse e (1) = i, e (2) = j, e {3) = k; por tanto 


T 


o" 


"o“ 

0 

♦ 

> j = 

1 

, k = 

0 

0 


0 


1 


EJEMPLO 6 Transformaciones lineales 


Interpretadas como transformaciones de coordenadas cartesianas en el plano, las matrices 


"o 

f 


i o" 

"-i o" 

a 

o" 

1 

0 _ 


0 


0 

1_ 


representan una reflexión en la recta x 2 = x, una reflexión en el eje x p una reflexión en el origen y un 
alargamiento (cuando a > l, o una contracción cuando 0 < a < 1) en la dirección x p respectivamente. I 


EJEMPLO 7 Transformaciones lineales 

La discusión que precede al ejemplo 6 es más simple'de lo que podría parecer a primera vista. Para ver 
esto, encontrar A que represente la transformación lineal que mapea (x p x,) sobre (2x, - 5x 2 , 3x, + 4x,). 
Solución. Puesto que 


T 

y 

o" 

se mapean sobre 

Y 

y 

’-5~ 

_o^ 


i 


_3_ 


4 


respectivamente, se obtiene, de acuerdo con la discusión anterior. 



Esta expresión se comprueba encontrando 


~y\ 


'2 

- 5*1 

"■*1 

~2x 1 - 5x 2 

_^ 2 _ 


3 

4 

3 - 

3x x + 4 x 2 


El lector también puede obtener A de inmediato escribiendo la transformación dada en la forma 


yj = 2x x - 5x 2 
y 2 = 3xj + 4x 2 . 


Si A en (11) es cuadrada, d enxn, entonces (11) mapea R" en R". Si esta A es no 
singular, de modo que existe A -1 (ver la sección 7.7), entonces la premultiplicación de 
(11) por A 1 y el uso de A' 1 A = I da como resultado la transformación inversa 

(14) x = A _1 y* 

Mapea todo y = y 0 sobre ese x que por (11) es mapeado sobre y 0 . La inversa de una 
transformación lineal es en si misma lineal , porque está dada por una matriz, como 
indica (14). 
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Se llega así al final del capítulo 7 sobre álgebra lineal, en el que se estudiaron las 
operaciones algebraicas con matrices y vectores y las aplicaciones a sistemas de 
ecuaciones lineales y a problemas de eigenvalores. El capítulo siguiente se dedica a la 
aplicación del cálculo diferencial a funciones vectoriales en el espacio tridimensional, 
un campo de importancia fundamental en la ingeniería y la física. 

Problemas de la sección 7.15 

Espacios vectoriales, bases 

¿El conjunto dado (tomado con la adición y la multiplicación por escalares comunes) es un 
espacio vectorial o no? (Dar una razón.) Si la respuesta es afirmativa, determinar la dimensión 
y encontrar una base. (Ver la sección 7.5 para problemas similares.) 

1. Todos los polinomios en x , de grado que no exceda 4. 

2. Todas las matrices reales simétricas de 3 x 3. 

3. Todas las matrices reales antisimétricas de 2 x 2. 

4. Todos los vectores en /? 3 que satisfacen v, - 2v 2 + v 3 = 0. 

5. Todas las matrices reales de 4 x 4 con elementos positivos. 

6. Todas las matrices reales de 2x3 cuyo primer renglón es cualquier múltiplo de [1 0 2], 

7. Todas las funciones^*) = (ax + b)e x con constantes ay b arbitrarias. 

8. Todos los quintetos ordenados de números reales no negativos. 

independencia lineal, bases. (Ver la sección 7.5 para problemas adicionales.) 

9. Si un subconjunto S 0 de un conjunto S es linealmente independiente, demostrar que S es 
en sí mismo linealmente independiente. 

10. Demostrar que un subconjunto de un conjunto linealmente independiente es en sí mismo 
linealmente independiente, 

1 1. Encontrar tres bases diferentes de R 2 . 

12. (Unicidad) Demostrar que la representación v = Cja (1) + * * • + ca (w) de cualquier vector v 
dado en un espacio vectorial V de dimensión n en términos de una base a (1) , • • ■, a {(f) de V 
es única. 

Producto interior ortogonalidad 

Encontrar la norma euel ¡diana de los vectores: 

13. [1 3 -1] T 14. [2 4 1 3] T 15. [3 0 0 4] T 

16. [4 2 0] T 17. [5 1 0 6] T 18. [£ 3 \ 2] T 

Usando la norma euclidiana, comprobar: 

19. La desigualdad de Schwarz para los vectores de los problemas 13 y 16. 

20. La desigualdad de Schwarz para los vectores de los problemas 14 y 18. 

21. La desigualdad del triángulo para los vectores de los problemas 15 y 17. 

22. La igualdad del paralelogramo para los vectores [2 1 ] T y [ 1 3] T . Graficar el paralelogramo 
con estos lados y explicar el significado geométrico de esta igualdad. 

23. Encontrar todos los vectores v ortogonales a a = [1 2 0] T . ¿Forman un espacio vectorial? 

24. Usando (6), encontrar todos los vectores unitarios v = [v, vj ortogonales a [3 -4]. 
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Transformaciones lineales 

Encontrar la transformación inversa: ' 


25. = 3jc x 

- *2 


IV 

s* 

11 

+ 3*2 


H 

1 

II 

W 

+ 2* 2 


y 2 = 3 -*i 

+ 2x 2 


27. y í - 2x l + 

4*2 + 

*3 

28. y l = *, 

+ 

3jt 3 

y 2 = *1 + 

2*2 + 

*3 

v 2 = 

2*2 + 

*3 

v 3 = 3*, + 

4*2 + 2*3 

.>3 = 3 *1 

+ X 2 + 

10*3 

29. Vj = 0.2*, 

- 0.1*2 


30. y l = 

3*1 - * 2 

+ X 

y 2 = 

* 

<N 

o 

! 

+ 0.1* 3 

y 2 = - 15-Vj + 6 x 2 

- 5* 

y 3 = ou i 


+ 0.1*3 

y 3 = 

5jCj - 2x 2 

+ 2x 


Preguntas y problemas de repaso del capítulo 7 

1. Sea A una matriz de 20 x 20 y B una matriz de 20 x 10. Indicar si las siguientes expresio¬ 
nes están definidas o no: A + B, AB, A T B. AB T , B T A, A% AA T , B% BB T , B 7 BA. (Dar 
razones.) 

2. ¿Qué propiedades de la multiplicación de matrices son “no naturales" (es decir, diferentes 
de las de la multiplicación de números)? 

3. ¿De qué manera puede darse el rango de una matriz en términos de vectores renglón? ¿De 
vectores columna? ¿De determinantes? 

4. ¿Qué sabe el lector acerca de la existencia y el número de soluciones de un sistema no 
homogéneo de ecuaciones lineales? ¿De un sistema homogéneo? 

5. ¿Para qué sirve la eliminación de Gauss? ¿Cuál es la idea básica de este método? ¿Por qué 
esta eliminación generalmente es mejor que la regla de Cramer? ¿Qué se entiende por pivoteo? 

6. ¿Qué es la inversa de una matriz? ¿Cuándo existe? ¿Cómo se determinaría en la práctica? 

7. Dar ejemplos simples de sistemas lineales de ecuaciones sin soluciones. Con una solu¬ 
ción única. Con más de una solución. 

8. Escribir de memoria las fórmulas de (AB) T y (AB) -1 . Elaborar un ejemplo. 

9. ¿Los vectores renglón de una matriz de 8 x 6 pueden ser linealmente independientes? 

10. ¿Qué son las matrices simétrica, antisimétrica y ortogonal? 6 Las matrices hermitiana, 
antihermitiana y unitaria? 

11. Demostrar que las matrices simétricas de 4 x 4 forman un espacio vectorial. ¿Cuál es su 
dimensión? Encontrar una base. 

12. ¿Qué es la nulidad de una matriz A? ¿El espacio renglón de A? ¿El espacio columna de A? 

13. Formular las definiciones de un eigenvalor y un eigenvector de una matriz A. ¿Qué es el 
espectro de A? ¿La ecuación característica? 

14. ¿Qué sabe el lector acerca de los eigenvalores de las matrices del problema 10? 

15. ¿Existen matrices cuadradas sin eigenvalores? ¿Una matriz real puede tener eigenvalores 
complejos? ¿Una matriz real siempre tiene un eigenvalor real? 
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Encontrar una base de eigenvectores y diagonal izar: 


0 4 
9 0 


60. 0 


0 0 1 


o o 


o o 


o o 


o o 


¿Qué tipo de sección cónica representa la forma cuadrática dada? Transformarla a los ejes 
principales. Expresar [x x ] T en términos de las nuevas coordenadas. 


62. 1 OjCj 2 - 9x v x 2 + x 2 ~ 13 
64. 4jCjjr 2 + 3 x 2 2 - 1 

Encontrar x T Ax donde 


63. 7jt 1 2 + 48x^2 - lx 2 2 = 25 

65. 801*! 2 - 600x^2 + 1 396 jc 2 2 = 169 


66 . A = 


67. A 


68 . A = 


-2 + / 


0 3 L x = \ x 


69. A = 


-2/0 l 


0 ,x = 1 


70. (Matrices del spin de Pauli) Encontrar los eigcnvalores y los eigenvectores de las lla¬ 
madas matrices del spin de Pauli y demostrar que S V S V =/S-, S y S x - - /S-, S v 2 - S, 2 = I 
donde 


1 0 


0 -/ 
i 0 


0 -1 


Redes. Encontrar las corrientes en las siguientes redes. 


72. 110 volts 


20 ohms 



5 ohms 


10 ohms 


20 ohms 


10 ohms 


30 ohms 


20 ohms 


10 volts 


130 volts 


100 volts 


120 volts 
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Redes de cuatro terminales. Suponer que la corriente /, y el voltaje w, de entrada de la red 
de cuatro terminales de la figura 138 se relacionan con la corriente i 2 y el voltaje u 2 de salida de 
acuerdo con 


v i = Tv 2 , donde v 


“i 

, T = 


*12 

’ V 2 = 

V 

_'l_ 


_*21 



_'2_ 


y donde T se denomina la matriz de transmisión de la red. Comprobar la forma de T: 




o 


u 1 

o 


*1 


*2 


>t 


Figura 138. Red de cuatro terminales. 




76. 




1 

z 


1 

0 


1 Z./Z 9 z. 

T = 



T - 



T = 

12 1 


0 

1 


1/Z 

1 


l/z 2 1 _ 


77. Demostrar que para las redes en cascada de la figura 139 se tiene v, = Tv 2 con T = TjT 2 y 
v, y v, como antes. 

78. Usar el problema 77 para obtener la matriz en el problema 76 a partir de las matrices de 
los problemas 74 y 75. 


«i 



«2 


Figura 139. Redes de cuatro terminales en cascada. 


Resumen del capítulo 7 

Álgebra lineal: Matrices, vectores, determinantes 


Una matriz A = [a J de m x n es un arreglo rectangular de números (“elemen¬ 
tos’' o “entradas”) dispuestos en m renglones horizontales y n columnas vertica¬ 
les. Si m = n, la matriz se llama cuadrada. Una matriz 1 x n se llama vector 
renglón y una matriz m x 1 vector columna (ver la sección 7.1). 

La suma A + B de matrices del mismo tamaño (es decir, ambas de m x ri) 
se obtiene sumando los elementos correspondientes. El producto de A por un 
escalar c se obtiene multiplicando cada a. k por c (ver la sección 7.2). 
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El producto C = AB de una matriz A de m x n y una matriz B = \b jk ] de 
r x p solamente está definido cuando r = n y es la matriz C = [c J de m x p con 
elementos 

(renglón j de A 

O c jk = a ji b ik + «i2 ¿ 2k -*-•••+ «jAk multiplicado por 

la columna k de B) 

Esta multiplicación se encuentra motivada por la composición de transforma¬ 
ciones lineales (secciones 7.3, 7.15). Es asociativa, pero no es conmutativa : si 
AB está definida, BA puede no estarlo, pero aun cuando BA esté definida, en 
general AB * BA. Asimismo, AB = 0 puede no implicar que A = 0oB = 0o BA 
= 0 (secciones 7.3, 7.7): 


f 


- 

1 

1 


0 

0 


2 2 



1 

- 1 _ 


0 

0 

* 

1 

1 


~1 

f 


1 


f 

1 - 

1 


2 

i 


-1 

- 

1 


"3 


T 


3 6 


= un. 


[1 2] = 


4 


4 


4 8 . 


Una de las principales aplicaciones de las matrices se refiere a los sistemas 
lineales de ecuaciones 

(2) Ax = b (Sección 7.4) 

(m ecuaciones en n incógnitas ■ - ■, x n \ b dado). El método de solución más 
importante es la eliminación de Gauss (sección 7.4), que reduce el sistema a la 
forma '‘triangular” por medio de operaciones elementales sobre los renglones , 
las cuales dejan invariable al conjunto de soluciones. (Los aspectos numéricos 
y las variantes tales como el método de Doolittle se discuten en las secciones 
19.1 y 19.2.) 

La regla de Cramer (sección 7.9) representa las incógnitas de un sistema 
(2) de n ecuaciones en n incógnitas como cocientes de determinantes; para el 
trabajo numérico no resulta práctica. Los determinantes (sección 7.8) han per¬ 
dido importancia, pero conservan su lugar en los problemas de eigenvalores, 
geometría elemental, etcétera. 

La inversa A 1 de una matriz cuadrada satisface AA 1 = A~'A = I. Existe si 
y sólo si det A * 0. Puede calcularse por medio de la eliminación de Gauss- 
Jordan. Ver las secciones 7.7, 7.9. 

El rango r de una matriz A es el número máximo de renglones o columnas 
de A linealmente independientes, o de manera equivalente, el número de ren¬ 
glones de la mayor submatriz cuadrada de A con determinante diferente de cero 
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(secciones 7.5, 7.9). El sistema (2) tiene soluciones si y sólo si rango A = rango 
[A b], donde [A b] es la matriz aumentada (teorema fundamental, sección 
7.6). El sistema homogéneo 


tiene soluciones x * 0 (“soluciones no triviales”) si y sólo si rango A < w, en el 
caso m = n o, de manera equivalente, si y sólo si det A = 0 (secciones 7.6,7.9). 
Por tanto el sistema de n ecuaciones en n incógnitas 


Ax = Ax 


(A - AI)x = 0 


tiene soluciones x * 0 si y sólo si A es una raíz de la ecuación característica 


det (A - AI)x = 0 


(Sección 7.10). 


A tal número (real o complejo) A se le llama eigenvalor de A y a esa solución 
x * 0 un eigenvector de A correspondiente a este A. La ecuación (4) se denomi¬ 
na problema (algebraico) de eigenvalores (sección 7.10). Los problemas de 
eigenvalores son de gran importancia en la física y la ingeniería (sección 7.11) 
y también tienen aplicaciones en la economía y la estadística. Son básicos en la 
solución de sistemas de ecuaciones diferenciales (capítulo 4). 

La transpuesta A T de una matriz A = [a ¡k ] es A T = [a k/ \\ los renglones pasan 
a ser columnas y viceversa (sección 7.1). Para un producto, (AB) T = B T A T (sec¬ 
ción 7.3). El conjugado complejo de A es A = [ á fk \. Seis clases importantes de 
matrices cuadradas de importancia práctica surgen de lo anterior: una matriz 
real A se llama simétrica real si A T = A, antisimétrica real si A T = -A, ortogonal 
si A T = A 1 (secciones 7.2, 7.12); una matriz compleja se llama hermitiana si 
A T = A, antihermitiana si A 7 = -A y unitaria si X 1 " = A 1 (sección 7.13). Los 
eigenvalores de las matrices hermitianas (y las simétricas reales) son reales; los 
de las antihermitianas (y las antisimétricas reales) son imaginarios puros o 0; los de 
las matrices unitarias (y las ortogonales) tienen valor absoluto 1 (sección 7.13), 

La diagonalización de matrices y la transformación de formas cuadráticas 
a los ejes principales se discuten en la sección 7.14. 

Los espacios vectoriales generales y los espacios con producto interior se 
discuten en la sección 7.15. Para R n y <?', ver también las secciones 7.5 y 7.13. 







Capítulo 

8 

Cálculo diferencial 
vectorial. Gradiente, 
divergencia, rotacional 


El tema de este capítulo son los vectores y las funciones vectoriales en el espa¬ 
cio tridimensional, así como la aplicación del cálculo diferencial a los mismos. 
Esto lleva a útiles aplicaciones en la física y la ingeniería, particularmente en 
relación con fuerzas y velocidades de movimientos. En el caso de los vectores y 
las funciones vectoriales en el espacio tridimensional se tiene la ventaja de que 
es posible dar interpretaciones geométricas de los conceptos y las relaciones, 
aunadas a los aspectos algebraicos. Se empieza con la caracterización geométrica 
de los vectores en términos de segmentos dirigidos en el espacio. Se verá que 
los vectores proporcionan una notación abreviada que simplifica de manera 
considerable muchos de ios cálculos y ayuda a visualizar las cantidades físicas 
y geométricas así como las relaciones entre ellas. Por todas estas razones, los 
métodos vectoriales son de uso generalizado en las matemáticas aplicadas. Im¬ 
portante para el ingeniero es el enorme impacto de estos métodos en el estudio 
de fenómenos físicos, tales como la elasticidad, la dinámica de fluidos, la con¬ 
ducción de calor, la electrostática y las ondas en sólidos y fluidos, que el inge¬ 
niero debe entender como la base en el diseño y construcción de sistemas tales 
como aviones, generadores láser, sistemas termodinámicos y robots. 

Las secciones 8.1-8.3 se concentran en las operaciones algebraicas ele¬ 
mentales con vectores en el espacio tridimensional. El cálculo vectorial, inte¬ 
grado por el cálculo diferencial vectorial (tratado en este capítulo) y el cálcu¬ 
lo integral vectorial (capítulo 9) se inicia con una discusión de las funciones 
vectoriales, que representan campos vectoriales (sección 8.4) y tienen diversas 
aplicaciones físicas y geométricas. Después se amplían los conceptos básicos 
del cálculo diferencial a las funciones vectoriales en una forma simple y natu¬ 
ral. En las secciones 8.5-8.7 se muestra que las funciones vectoriales son útiles 
en el estudio de curvas y de sus aplicaciones como trayectorias de cuerpos en 
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movimiento en la mecánica (sección 8.6). Conceptos de importancia física y 
geométrica en relación con campos escalares y vectoriales son los de gradiente 
(sección 8.9), divergencia (sección 8.10) y rotacional (sección 8.11). (Los teo¬ 
remas con integrales en los que intervienen estos conceptos se considerarán en 
el capítulo 9.) En la última sección (opcional, sección 8.12) se muestra la mane¬ 
ra en que el gradiente, la divergencia y el rotacional así como el laplaciano 
pueden transformarse en coordenadas curvilíneas generales. 

Este capitulo se mantendrá independiente del capitulo 7. 1 2 

Prerrequisitos para este capítulo: En la sección 8.3 se hará elemental uso de 
determinantes de segundo y tercer orden. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: 8.6-8.8, 8.12. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte B. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


8.1 ÁLGEBRA VECTORIAL EN ESPACIOS BIDIMENSIONALES 
Y TRIDIMENSIONALES 


En geometría y física, así como en aplicaciones de ingeniería, se han usado dos clases 
de cantidades, escalares y vectores. Un escalar es una cantidad que está determinada 
por su magnitud, el número de unidades que comprende medido en una escala ade¬ 
cuada. Por ejemplo, la longitud, la temperatura y el voltaje son escalares. 

Un vector es una cantidad que está determinada tanto por su magnitud como por 
su dirección; así, es una flecha o segmento de recta dirigido. Por ejemplo, una fuer¬ 
za es un vector, al igual que la velocidad, que da la rapidez y la dirección del movi¬ 


miento (figura 140). 

Los vectores se denotan por minúsculas en negritas 2 a, b, v, etc. 

Un vector (flecha) tiene una cola, llamada su punto inicial y una punta, llamada 
su punto final. Por ejemplo, en la figura 141, el triángulo sufre una traslación (des- 

Velocidad 



Figura 140. Fuerza y velocidad. Figura 141. Traslación. 


1 Los lectores familiarizados con el capítulo 7 notarán que el enfoque presente concuerda con el de dicho 
capítulo. La restricción a dos y tres dimensiones dará lugar a una teoría más rica con aplicaciones 
físicas, de ingeniería y geométricas básicas. 

2 Es la convención en el material impreso; cuando se escribe a mano, los vectores pueden caracterizarse 
con Hechas, por ejemplo, a (en lugar de a), b . etcétera. 
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Vectores iguales, 

a = b 


\ 


Vectores que tienen 
la misma longitud 
pero diferente 
dirección 


Vectores que tienen 
la misma dirección 
pero diferente 
longitud 


Figura 142. Vectores. 



Vectores que tienen 
diferente longitud 
y diferente 
dirección 


plazamiento sin rotación); el punto inicial P deJ vector a es la posición original de un 
punto y el punto final Q es su posición después de la traslación. 

A la longitud de un vector a (la longitud de la flecha) se le llama también la 
norma (o norma euclidiana) de a y se denota por |a|. 

Un vector de longitud 1 conoce como vector unitario. 

lonJn l H def j nÍCÍÓn ’ d ° , SVectores ayhson ¡ g ua,es > denotado a = b, si tienen la misma 
longitud y la misma dirección (figura 142). Por tanto, puede hacerse la trasla 

^2' ™ fr '“' or - e , s dedr ’ su punra inic¡ai p “ ede "rJí 

arbitraria. Esta definición resulta práctica en relación con fuerzas y otras aplicacio- 


Componentes de un vector 

Si se elige un sistema de coordenadas cartesianas^ xyz en el espacio (figura 143) es 
decir, un sistema convencional de coordenadas rectangulares con la misma escala de 
medición en los tres ejes de coordenadas mutuamente perpendiculares y un vector 

¡s;r sr 131 ** zi) y punto nnai * * *—-- 


ó) 


r 


#1 X 2 




a 2 ~ y 2 


yv 


= ^2 - Zi 



Figura 143. Sistema de coordenadas 
cartesianas. 



Figura 144. Componentes de un vector. 


CARTEA ISilní™ RENATUS CARTESIUS. RENE DES- 
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se llaman las componentes del vector a con respecto a este sistema de coordenadas y 
se escribe simplemente 


a = [a v a T a^]. 


La longitud en términos de las componentes. Por definición, la longitud |a| de un 
vector a es la distancia entre su punto inicial P y su punto final Q , y por el teorema de 
Pitágoras y (1) se observa que 


( 2 ) 


a 


= Va- 


+ a¿ 2 + a. 


EJEMPL01 Componentes y longitud de un vector 

El vector a con punto inicial P: (3, 1, 4) y punto final Q. (1,-2, 4) tiene las componentes 
a l = 1 - 3 = -2, éi 2 = -2 - 1 = -3, « 3 = 4 - 4 = 0. 

Por tanto, a = [-2, -3, 0], de donde por (2) se obtiene la longitud 

|a| = V(-2) 2 + (-3) 2 + O 2 - V7I 

Si se elige (-1, 5, 8) como punto inicial de a, el punto final correspondiente es (-3, 2, 8). Si se elige el 
origen (0, 0, 0) como punto inicial de a, el punto final correspondiente es (-2, -3, ü); sus coordenadas son 
iguales a las componentes de a. ® 

Vector de posición. Dado un sistema de coordenadas cartesianas, es posible determi¬ 
nar cada punto A: (x,y, z) por su vector de posición r = [x, y, z], cuyo punto inicial es 
el origen y cuyo punto final es A (ver la figura 145). Esto puede observarse directa¬ 
mente de (1). 

Vectores como ternas ordenadas de números. Si se hace la traslación de un vector 
a, con punto inicial P y punto final Q , entonces las coordenadas correspondientes de 
p y Q cambian en la misma cantidad, de tal modo que las diferencias en (1) se mantie¬ 
nen sin cambio. Esto demuestra el teorema 1 de la página siguiente. 



Figura 145. Vector de posición r de un punto A: (x, y, z). 
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Teorema 1 (Vectores como ternas ordenadas de números reales) 

Dado un sistema de coordenadas cartesianas fijo, cada vector se encuentra determi¬ 
nado de manera única por la terna ordenada de las componentes correspondientes. 
Recíprocamente , a cada terna ordenada de números reales (a v a 2i a } )le corresponde 
exactamente un vector a =[a v a v aJ, con <0, 0 , 0) correspondiendo al vector cero 0, 
que tiene longitud 0 y no tiene dirección. 

Por tanto, una ecuación vectorial a = b es equivalente a las tres ecuaciones a x = 
b r a 2 = b v a i = ¿> 3 para las componentes. 

# 

Se observa que partiendo de la definición “geométrica” de los vectores como 
flechas, por el teorema 1 se ha llegado a una caracterización “algebraica”; pudo ha¬ 
berse empezado de esta última 4 e invertir el proceso. Con esto se demuestra que los 
dos enfoques son equivalentes. 


Adición de vectores, multiplicación por un escalar 

Las aplicaciones han sugerido cálculos algebraicos con vectores que resultan de utili¬ 
dad práctica y casi tan simples como los cálculos con números. 


Definición 1. Adición de vectores 

La suma a + b de dos vectores a = [a r a v a 3 ] y b = b v ¿ 3 ] se obtiene sumando las 
componentes correspondientes, 


(3) 


a + b = [a x + b v a % + b 2 , a 3 + b 3 ]. I 


Desde el punto de vista geométrico, los vectores se colocan como en la figura 146 (el 
punto inicial de b en el punto final de a); entonces a + b es el vector trazado del punto 
inicial de a ai punto final de b. 



c = a + b 


Figura 146. Adición de vectores. 


En la figura 147 se ilustra que en el caso de fuerzas, esta adición es la ley del 
paralelogramo mediante la cual se obtiene la resultante de dos fuerzas en mecánica. 


4 Esto concuerda con ei capítulo 7 (que no se usará aquí). 
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Figura 147. Resultante de dos fuerzas (ley del paralelogramo). 


En la figura 148 se ilustra (para el plano) que el procedimiento “algebraico” y el 
“geométrico” para realizar la adición de vectores llevan al mismo resultado. 

Las propiedades fundamentales de la adición de vectores, obtenidas de acuerdo 
con la definición, son (ver también las figuras 149, 150) 


(a) 

a + b = b + a 

( conmutatividad ) 

(b) 

(u + v) + w = u + (v + w) 

( asociatividad ) 

(c) 

a+0=0+a=a 


(d) 

O 

II 

'S 

l 

+ 

es 



donde -a denota al vector que tiene la longitud |a| y la dirección opuesta a la de a. 

En (4b) puede escribirse simplemente u + v + w, al igual que en las sumas de más 
de tres vectores. En lugar de a + a también se escribe 2a, etc. Esto (y la notación -a 
usada antes) sugiere que la segunda operación algebraica para vectores, la multiplica¬ 
ción de un vector por un escalar, se defina de la siguiente manera. 

Definición 2. Multiplicación por un escalar (Multiplicación 
por un número) 

El producto ca de cualquier vector a = [a,, a,, a,] y cualquier escalar c (el número real 
c) es el vector 

( 5 ) ca = [ca v ca 2 , ca 3 ] 


obtenido al multiplicar cada componente de a por c. 



Figura 148. Adición Figura 149. Conmutatividad Figura 150. Asociatividad 
de vectores. de la adición de vectores, de la adición de vectores. 
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/ / / / 

a 2a - a _1. 

2 

Figura 151. Multiplicación de vectores 
por escalares (números). 



Figura 152. Diferencia de vectores. 


<0 la dirección opuesta a la dea. EnambTs clsos J a ° lorgitiddTca'rical ^a" y 
ca — Osia — Ooc — 0(o ambos). (Ver la figura 151.) 11 > 


Las propiedades fundamentales, según se obtienen de las definiciones 



(a) 

c(a + b) = ca + <?b 

( 6 ) 

(b) 

(c + k) a = ca + ¿ a 


(c) 

c(ka) = (cA)a 


(d) 

la = a. 


(denotado cka) 


y 2, son 


El estudiante puede demostrar que (4) y (6) implican que para cualquier a 
(7) (a) 0a = 0 

(b) (-l)a=- a . 

En lugar de b + (-a) se escribe simplemente b - a (figura 1 52). 

EJEMPLO 2 Adición de vectores. Multiplicación por escalares 

Con respecto a un sistema de coordenadas dado, sean 

3 " ,4 ' °' 11 T b = [2, -5, 3]. 

Entonces -a = [~4, 0, - ,]. 7a = [28, 0, 7], a + „ = [6 , _ 5 , y 

2<a - b) = 2[2, 5, f] = [4, 10, |] = 2a - 2b. 


Vectores unitarios i, j, k. Otra representación de los 


vectores usada con frecuencia es 


( 8 ) 


a a 2< a 3Í ~ a j* + a 2 j + a„k 


ri'-í ™r* ios *■ * - 

^ * — fl, 0 , 0J, j = [0, 1,0], k = [0, 0 , 1] 

y el segundo miembro de (8) es una suma de tres vectores paralelos a los tres ejes. 
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Figura 153. Los vectores unitarios i, j, k 
y la representación (8). 


El espacio vectorial fíP (Opcional) 

Cabe mencionar que se dice que el conjunto de todos los vectores considerados for¬ 
man el espacio vectorial tridimensional R 3 con las dos operaciones algebraicas de 
adición de vectores y multiplicación por escalares. Para explicar la “dimensión” se 
requiere del concepto de independencia lineal. Por una combinación lineal de los 
vectores dados a,„, a,, v , • •, a, , se entiende una expresión de la forma 


C l a (l) + C 2 a (2) + * * * + c m a (m)’ 


donde c , - * *, c m son escalares cualesquiera; evidentemente, se trata de un vector. A 
los vectores dados se les llama conjunto linealmente independiente o, abreviando, 
linealmente independientes si y sólo si la única solución de 


( 10 ) 


c i a d> 


+ r* a^x = 0 
m (m) 


{c v * * ■ , c m escalares cualesquiera) 


es c ] = c 2 = • * * = c m = 0. Si (10) también es válida con escalares que no sean todos 
cero, entonces esos m vectores se llaman linéalmente dependientes. Ahora puede 
demostrarse que 4 o más vectores en R 3 son siempre linealmente dependientes, pero 
R 3 contiene conjuntos linealmente independientes de 3 vectores, por lo que el ma¬ 
yor número posible de vectores en un conjunto linealmente independiente en R 3 es 
3. A este número 3 se le llama la dimensión de R 3 y a cualquiera de estos conjuntos 
se le llama una base de R 3 . Resulta de particular utilidad la “base normal” (9). Dada 
cualquier base, todo vector en R 3 puede escribirse de manera única como una com¬ 
binación lineal de los vectores de la base. La representación (8) es un ejemplo de 
este hecho. 

El espacio vectorial R 3 es un modelo de un espacio vectorial generala como se 
analizó en la sección 7.15 aunque no se necesitará en este capítulo. 
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Problemas de la sección 8.1 


Encontrar las componentes del vector v con punto inicial P: (jc,, y,, z t ) y punto final Q: (x 2 , v,, z 2 ) 
dados. Encontrar |v|. 


1. />:(!, 0,0), Q: (4, 2 , 0 ) 

3. P: (4, 0, - 1), 2:0,0, 2) 

5. P: (-1, -1, -1), Q: (3, 0, 0) 

7. P: (-1,7,5), Q: (-1, 7, 5) 


2. P: ( 6 , — 1, 0), Q: (3, 3, 0) 

4. P: (0, 0, 0), Q: (a, b, c) 

6 . P: ( 8 , 6,1), £>: (- 8 , 6 , 1) 

8 . P: (-3, -2, 1), Q: (3, 2,-1) 


En cada caso, se dan las componentes v 2 , v 2 , v 3 de un vector v y un punto inicial particular P. 
Encontrar el punto final correspondiente y la longitud (norma) de v. 


9. I, -1,0, P: (2, 1,0) 

11. 6 , 2, 1, P: (- 6 , -2, -1) 
13. 0,0,0, P: (I, -1, -2) 
15. 2, -4, 6 , P:(4, -2, 6 ) 


10.0,0,1, P:(- 3,2,0) 
12. 2, 2, 2, P: (4, 4, 0) 
14.1,2,3, P: (0,0,0) 


Sean a = [2.-1, 3] = 2¡ - j + 3k, b = [1, 1, -1] = i + j - k, C= [0, 0, 4] =4k. Encontrar 


17. a + b, b + a 


18. -a, 2a, 0.5a 


19. 3a - 2b + 4c 
21. 3b - 6 c, 3(b - 2c) 


20 . 2 a + 2 b, 2 (a + b) 

22. (a + b) + c, a + (b + 


23. ¡a + b|, |a| + |b| 24. (l/|b|)b, (l/|c|)c 

25. ¿Qué leyes ilustran los problemas 17, 20 y 22? 


c) 


Fuerzas. En cada caso, encontrar la resultante (sus componentes) y su magnitud. 

26. p - [1, 1, 1], q = [1, -2, 3], u = [-2, 3, 1] 

27. p = [1, 3, - 1], q - [5, 0, -2], u = [0, - 1, 3] 

28. p = [3,2, 1], q - [4, -1, -1], u = [-7, -1,0] 

29. p = [3,2, 1], q = [4, 1, 1], u = [7, 1,0] 

30. p = [- 1, 0, 2], q - [0, 4, 13], u = [1, 2, 3], v = [3, - 8 , 0] 

31. Determinar una fuerza p tal que p, q = 3j - 4k y u = i - j estén en equilibrio. 

32. Determinar tres fuerzas p, q, u en la dirección de los ejes de coordenadas tales que p, q, u, 
v = 3¡-2j + kyw= -2k estén en equilibrio. ¿Están determinados de manera única p, q, u? 

33. Si |p| = 1 y |q| = 2, ¿qué puede decirse acerca de la magnitud y dirección de la resultante? 


Aplicaciones geométricas. Usando vectores, demostrar los siguientes enunciados. 

34. La recta que pasa por los puntos medios de lados adyacentes de un rectángulo divide una 
de las diagonales en la razón 1:3. 

35. Las diagonales de un paralelogramo se bisecan recíprocamente. 

36. Las cuatro diagonales en el espacio de un paralelepípedo se cortan y bisecan recíproca¬ 
mente. 

37. La recta que pasa por uno de los vértices de un paralelogramo y por el punto medio de uno 
de los lados opuestos divide una de las diagonales en la razón 1 : 2 . 

38. La suma de los vectores trazados desde el centro de un polígono regular a sus vértices es 
el vector cero. 
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8.2 PRODUCTO INTERIOR (PRODUCTO PUNTO) 

Se definirá ahora una multiplicación de dos vectores que da un escalar como producto 
y se motiva por varias aplicaciones. 

Definición. Producto interior (producto punto) de vectores 

El producto interior o producto punto a * b (léase “a punto b”) de dos vectores a = 
[a,, a 3 \ y b = [A,, A 2 , ¿> 3 ] se define como 

a*b = |a||b| eos y si a ^ 0, b ^ 0 

( 1 ) 

a*b = 0 si a = 0ob = 0 


donde y, 0 < y¿ ;r, es el ángulo entre a y b (medido cuando los puntos iniciales de los 
vectores coinciden, como en la figura 154). En componentes. 


( 2 ) 


a*b = a l b l + a 2 b 2 + a 3 A 3 


Para deducir (2) a partir de (1), ver más adelante. I 

Puesto que el coseno en (1) puede ser positivo, cero o negativo, el producto 
interior puede tener estos valores (figura 154). El caso en que el producto interior es 
cero es de gran interés práctico y motiva lo siguiente. 

Se dice que un vector a es ortogonal a un vector b si a • b = 0. Entonces b 
también es ortogonal a a y estos vectores reciben el nombre de vectores ortogonales. 
Evidentemente, el vector cero es ortogonal a cualquier vector. Para vectores diferen¬ 
tes de cero se tiene a ■ b - 0 si y sólo si eos y~ 0 y, en consecuencia, y= ni 2 (90°). Con 
esto se demuestra el importante 


Teorema 1 (Ortogonatidad) 

El producto interior de dos vectores diferentes de cero es cero si y sólo si dichos 
vectores son perpendiculares. 


La longitud en términos del producto interior. De la ecuación (1) con b - a se 
obtiene a * a = |a| 2 , de donde se tiene 


( 3 ) 


a| = Va*a. 


4 



a*b >0 a*b = 0 a*b < 0 * 

Figura 154. Ángulo entre vectores y valor del producto interior. 
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cero 


A partir de (3) y (1) se obtiene para el ángulo y entre dos vectores diferentes de 


(4) 


eos y = 


a*b 


a*b 


|a||b| VÍTiVbTb 


EJEMPLO 1 Producto interior. Angulo entre vectores 

Encontrar el producto interior y las longitudes de a = [I, 2, 0] y b = [3, -2, 1] así como el ángulo entre 

estos vectores. 

^r ,b=, - 3+2( - 2)+o ^ 

y = are eos = are eos ( -0.11952) = 1.69061 - 96.865°. 

¿Puede trazar el lector estos vectores y convencerse de que forman un ángulo mayor de 90°, por lo que el 
producto interior resulta negativo? ’ | 

A partir de la definición se observa asimismo que el producto interior tiene las 
siguientes propiedades. Para cualesquiera vectores a, b, c y cualesquiera escalares 

9V <h-> 


(a) [^a + <? 2 b].c = q 1 a*c + <? 2 b*c 

(5) a«b = b*a 

a*a ^ 0 "I 


(c) 


•a - 0 si y sólo si a = 0 


{Linealidad) 

( {Simetría) 

{Definitividad positiva) 


Por tanto el producto punto es conmutativo [ver 5(b)] y es distributivo con respecto a 
la adición de vectores ; de hecho, por (5a) con q = 1 y q = 1 se tiene 


{Distributividad) 


) (a 4 - b)*c = a*c + b*c 

Además, por (1) y |cos y| < 1 se observa que 

^ I a * b l — l a J M {Desigualdadde Schwarz 5 ) 

Usando esta expresión y (3), el lector puede probar que 

^ I a + b| = |a| + |b| (Desigualdad del triángulo). 

Un cálculo directo simple con productos interiores indica que 

|a + b[ + |a b| — 2(|a| 2 + |b| 2 ) {Igualdad del paralelogramo) 


( 8 ) 


3 Ver la nota de pie de página de la sección 7.15. 
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Deducción de (2) a partir de (1). Usando (8) de la sección 8.1, puede escribirse 
a = a x \ + a 2 j + a 3 k y b = b x \ + b 2 j + ¿> 3 k. 

Puesto que i, j y k son vectores unitarios, por (3) se tiene 

i • i = 1, j*j = 1, k*k = 1, 

y como son ortogonales (ya que los ejes de coordenadas son perpendiculares), por el 
teorema 1 se obtiene 

i.j = o, j*k = 0, k-i = 0, 

Por tanto, si se sustituyen esas representaciones de a y b en a * b y se usan (5a*) y (5b), 
se tiene primero una suma de nueve productos interiores 

a*b = + a l b 2 i«j + • • * + k*k. 

Puesto que seis de estos productos son cero, se obtiene (2). I 

Aplicaciones de los productos interiores 

Las aplicaciones típicas de los productos interiores se muestran en los ejemplos si¬ 
guientes y en los problemas de la sección 8.2. 


EJEMPLO 2 El trabajo realizado por una fuerza considerado como producto interior 

Considérese un cuerpo sobre el que actúa una fuerza constante a. Al cuerpo se aplica un desplazamiento 
d. Entonces el trabajo realizado por a en el desplazamiento se define como 


(9) 


W ~ |a||d| eos a - a«d, 


es decir, el producto de la magnitud |aj de la fuerza, la longitud |d| del desplazamiento y el coseno del 
ángulo a entre a y d (figura 155). Si a < 90°, como en la figura 155, entonces W > 0. Si a y d son 
ortogonales, entonces el trabajo es cero (¿por qué?). Si a > 90°, entonces W< 0, lo que significa que en e! 
desplazamiento tiene que hacerse trabajo en contra de la fuerza. I 



d 

Figura 155. Trabajo realizado por una fuerza. 


EJEMPLO 3 Componente de una fuerza en una dirección dada 

¿Qué fuerza en la cuerda de la figura 156 mantendrá en equilibrio un automóvil de 5 000 Ib si la rampa 
forma un ángulo de 25° con la horizontal? 

Solución. Al introducir coordenadas como se muestra, el peso es a = [0, -5 000] ya que esta fuerza apunta 
hacia abajo, en la dirección y negativa. Ahora es necesario representar a como una suma (la resultante de 
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Figura 156. Ejemplo 3. 


dos fuerzas, * = c + p, donde c es la fuerza que ejerce el automóvil sobre la rampa, la cual no es de interés 
en este caso, y p es paralela a la cuerda, de magnitud (ver la figura 1 56) 


|p| = ja{ eos y - 5000 eos 65° = 2113 [Ib] 


y con la dirección del vector unitario u opuesta a la dirección de la cuerda; aquí y - 90° - 25° = 65° es el 
ángulo entre a y p. Ahora un vector en la dirección de la cuerda es 

b = [-1, tan 25 o ] = [-1,0.46631], por tanto |b| = 1.10338, 

de donde 


-- = [0.90631, 

l"l 


0.42262]. 


Puesto que ju| = 1 y eos y > 0, se observa que el resultado también puede escribirse como 


|p| = (|a| eos y)|u| = a»u 


a.b _ 5000 • 0.46631 
|b| “ 1.10338 


2113 [Ib]. 


Respuesta. Aproximadamente 2 100 Ib. 


I 


El ejemplo 3 es típico de las aplicaciones en que se usa el concepto de compo¬ 
nente o proyección de un vector a en la dirección de un vector b (* 0), definida por 
(ver la figura 157) 

(10) p = |a| eos y. 

En consecuencia, p es la longitud de la proyección ortogonal de a sobre una recta / 
paralela a b, tomada con signo positivo si pb tiene la dirección de b y con signo 




(p > 0) 


(p = 0) 


(p < 0) 


Figura 157. Componente de un vector a en la dirección de un vector b. 
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negativo si pb tiene la dirección opuesta a b; ver la figura 157. Si b es un vector 
unitario, entonces de (10) se obtiene p = |a| eos y |b|; por tanto 


( 11 ) 

y en caso contrario, 

( 12 ) 


p = a • b 



(|b| = 1) 


(b ft 0). 


EJEMPLO 4 Base ortonormal 

Por definición, una base ortonormal del espacio tridimensional es una base {a, b, c} que consta de 
vectores unitarios ortogonales. Posee la gran ventaja de que la determinación de los coeficientes en repre¬ 
sentaciones 


v = + / 2 b + / 3 c (v un vector dado) 

es muy sencilla. Se afirma que /, - a • v, l 2 = b * v, / 3 - c * v. De hecho, esto se sigue directamente al tomar 
los productos interiores de la representación con a, b, c, respectivamente, y usando la ortonormal idad, a * 
v = /,a * a + / 2 a ■ b + / 3 a * c = /,, etcétera. 

Por ejemplo, los vectores unitarios i, j, k en (8), sección 8.1, asociados con un sistema de coordenadas 
cartesianas forman una base ortonormal. I 


EJEMPLO 5 Rectas ortogonales en el plano 

Encontrar la recta que pasa por el punto P: (1, 3) en el plano xy y es perpendicular a la recta I 2 : x-2 y 
+ 2 = 0; ver la figura 158. 

Solución, Toda recta L x en el plano xy puede escribirse a x x + ay=c o, por (2), a * r = c, donde a = [a v a 2 ] 
* 0 y r - lx, y]. Ahora bien, la recta L* que pasa por el origen y es paralela a L, es a * r = 0. En 
consecuencia, por el teorema 1, el vector a es perpendicular a r y, por lo tanto, es perpendicular a L* y 
también a ya que y L* son paralelas. A a se le llama vector normal a¿, (ya L*). 

Entonces, un vector normal a la recta dada x - 2y + 2 = 0 es b = [2, 1 ], por lo que es perpendicular 
a L 2 si b • a = a x - 2a 2 = 0, por ejemplo, si a = [2,1]. En consecuencia, L x está dada por 2x + y - c y pasa 
por P: (1,3) cuando 2 * 1 + 3 = c = 5. 

Respuesta, y - -2x + 5 (figura 158). I 

EJEMPLO 6 Vector normal a un plano 

Encontrar un vector unitario perpendicular al plano 4x + 2y + 4z = -7. 



Figura 158. Ejemplo 5. 
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Figura 159. Vector normal a un plano. 


Solución. Usando (2), cualquier plano en el espacio puede escribirse como 
03) a-r = aj x + a 2 y + a 3 z = c 


donde a - [a,, a v a y ] * O y r = [. x y y , z]. El vector unitario en la dirección de a es (figura 159) 


1 



Al dividir entre |a|, a partir de (13) se obtiene 

(14) n*r — p donde p ~ ~ . 

1*1 

Por (1 1 ) se ve que p es la proyección de r en la dirección de n, y esta proyección tiene el mismo valor 
constante c|a| para el vector de posición r de cualquier punto en el plano. Por supuesto, lo anterior se 
cumple si y sólo si n es perpendicular al plano. A n se le llama vector unitario normal al plano (siendo 
el otro -n) Además, a partir de lo anterior y de la definición de proyección se sigue que \p\ es la 
distancia del plano al origen. A la representación (14) se le llama forma normal de Hesse 6 de un plano. 
En el caso presente, a = [4, 2,4], c = -7, |a| = 6, n = = [ y, " 3 % "f* ] y la distancia del plano al origen 

es 7/6. g 

Cabe mencionar que R 3 con el producto interior como se acaba de definir es un caso 
especial de un espacio general con producto interior según se definió en la sección 
7.15 (el cual no se necesitará aquí). 


Problemas de la sección 8.2 




Sean a = [2,1,3], b = [1,0, -4], c = 

- [3, -1, 2]. Encontrar 



1. 

a*b, b*a 2. 

W> l«>l, |c| 

3. 

(a + b)«c, a*c + b*c 

4. 

3a*2c, 6(a*c) 5. 

|a + b + c| 

6. 

(a - c)»b, a*b - c*b 

7. 

a-(b - c), a*(c - b) 8. 

I a + c|, |a| + |c| 

9. 

|a - 2b|, |2b - a| 

10. 

a* (b + c), (a*b)c 11. 

I a - «I. M - |c| 

12. 

a*b + b*c + c«a 

13. 

¿Qué leyes ilustran los problemas 1, 3 y 6 ? 




14. Si a está dado y a ■ b - a * c, ¿puede concluirse que b = c? 

15. Encontrar a • b donde a = 2i y b = i 4 - j, b = j,y trazar una figura similar a la figura 157. 


6 LUD WIG OTTO HESSE (1811-1874), matemático alemán, quien contribuyó a la teoría de las curvas y 
las superficies. 
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Trabajo. Encontrar el trabajo realizado por una fuerza p que actúa sobre un cuerpo si éste se 
desplaza de un punto A a un punto B sobre el segmento de recta AB , donde 

16. p = [2,1,0], A: (0,0,0), B: ( 0,1,0) 

17. p = [1, 2, 0], A: (4, -7, 3), B: (4, -7, 8) 

18. p = [1, 1, 1], A: (1, -1,2), B : (2, 1,3) 

19. p = [3, -2, 4], A: (8, -2, -3), B: (-2, 0, 6) 

20. Demostrar que el trabajo realizado por la resultante de dos fuerzas constantes p y q en el 
desplazamiento de un cuerpo de un punto A a un punto B sobre el segmento de recta AB es 
igual a la suma de los trabajos realizados por cada una de las fuerzas en este desplaza¬ 
miento. 

21. ¿Por qué el trabajo en el problema 17 es igual á cero? 

Ortogonal idad de vectores 

22. Demostrar que a = [1, -1, 2], b = [0, 4, 2], c = [-10, -2, 4] son ortogonales. 

23. ¿Para qué valores de a x son ortogonales a = [a r 2, 0] y b = [3, 4, -1]. 

24. Encontrar todos los vectores unitarios a - [a r a 2 ] ortogonales a [2, -5]. 

25. Demostrar que las rectas 3 jc + 5y = 1 y 10.r - 6y = 1 son ortogonales. 

26. Encontrar una base ortonormal {a, b, c} en el espacio tridimensional, donde b = <^[3,4, 0], 
c = q 2 [ 4, -3, 0] y q v q 2 son escalares adecuados. 

27. Encontrar un vector unitario normal al plano 2x + y - 2z = 5. 

28. Encontrar todos los vectores v ortogonales a a = [1, 2, 0]. ¿Forman un espacio vectorial? 

29. ¿Para qué valores de c los planos x + 2y + 3z = 6yx + cy + z-2 son ortogonales? 

30. Usando vectores, demostrar que si las diagonales de un rectángulo son ortogonales, el 
rectángulo debe ser un cuadrado. 

Ángulo entre vectores. Sean a = [1, 1, 1], b = [-1, 1, 0], c = [3, 0, 1]. Encontrar el coseno del 
ángulo entre los siguientes vectores. 

31. a. b 32. a, b + c 33. a + b, c 34. a + c, a-c 

35. Encontrar el ángulo entre las rectas Ax -y = 2 y jf + 4 >í = 3. 

36. Encontrar el ángulo entre las rectas x+y = 1 y 2x -3y = 0. 

37. Encontrar el ángulo entre los planos x + 2y + z = 2y2x-y + 3z = -4. 

38. Encontrar el ángulo entre los planos jc + v + r = 3y*-y = 4. 

39. Encontrar los ángulos del triángulo con vértices A: (0, 0, 0), B:( 1,2, 3), C: (4, -1,3). 

40. Encontrar los ángulos del triángulo con vértices A: (2, 1, 5), B\ (4, 1, 5), C: (2, 3, 5). 

41. Deducir la ley de los cosenos usando ios vectores a, b y a - b. 

42. Sean a = eos a i + sen a j y b = eos p i + sen ¡5 j, donde 0 < a < < 2;r. Demostrar que 
a y b son vectores unitarios. Usar (2) para obtener la identidad trigonométrica de eos ()3 
- a). 


Componente en la dirección de un vector. En cada caso, encontrar la componente de a en la 
dirección de b. 

43. a = [1, 1,2], b = [0,0,6] 44. a 

45. a - [0, 3, -4], b = [0, 4, 3] 46. a 

47. a = [2, 3, 0], b = [-2, -3, 0] 48. a 

49. Demostrar la desigualdad del triángulo (7). 

50. Demostrar la igualdad del paralelogramo (8). 


= [3,0, -2], b - [1, 1, 1] 

= [-2, -5,6],b = [2, 1,2] 

= [7, -5, 3], b - [0.8, 0,0.6] 
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8.3 PRODUCTO VECTORIAL (PRODUCTO CRUZ) 

La multiplicación punto da un escalar como el producto de dos vectores (sección 8.2). 
pero hay otras aplicaciones que sugieren otra multiplicación, la “multiplicación cruz'\ 
que da un nuevo vector como producto de dos vectores en el espacio tridimensional. 

Definición. Producto vectorial (Producto cruz) 

El producto vectorial (producto cruz) a x b de dos vectores a = [a p a r a 3 ] y b = [¿> r 
b r ¿> 3 ] es un vector 


v = a x b 

de acuerdo con lo siguiente. Si a y b tienen direcciones iguales u opuestas o si uno de 
ellos es el vector cero, entonces v = a x b = 0. 

En los demás casos, v = a x b tiene la longitud 

(1) |v| = |a||b| sen y, 

que es el área del paralelogramo de la figura 160 con a y b como lados adyacentes. La 
dirección de v = a x b es perpendicular tanto a a como a b y es tal que a, b, v, en este 
orden, forman una terna derecha como en la figura 160 (a continuación se explica el 
punto). | 



Figura 160. Producto vectorial. 


En componentes, v = [v v v] = axbes 


( 2 ) 


V \ a 2^Z a 3^2 J V 2 a Z^\ ü 3 ~ a \^2 a 2^V 


Se supone aquí que el sistema de coordenadas cartesianas es derecho (el concepto se 
explica a continuació^i), mientras que en un sistema izquierdo estas tres componentes 
deben multiplicarse por —1. La fórmula (2) se deduce en el apéndice 4. 


Explicaciones. Primera, una terna derecha de vectores a, b, v es aquella en la que 
los vectores, en el orden dado, adoptan el mismo tipo de orientación que los dedos 
pulgar, índice y medio de la mano derecha cuando se colocan como se muestra en la 
figura 161. También puede decirse que si se hace girar a un ángulo a (< k) en direc¬ 
ción de b, entonces v avanza en la misma dirección que seguiría un tomillo de cuerda 
derecha si se hiciera girar del mismo modo (figura 162). 
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Figura 161. Terna derecha de vectores Figura 162. Tornillo de cuerda 
a, b, v. derecha. 


Segunda, un sistema de coordenadas cartesianas se llama derecho si los vectores 
unitarios i, j, k correspondientes en las direcciones positivas de los ejes (ver la sec¬ 
ción 8.1) forman una tema derecha como en la figura 163 a. El sistema se llama 
izquierdo si se invierte el sentido de k, como en la figura 1636. En las aplicaciones 
se acostumbra usar sistemas derechos. 

EJEMPLO 1 Producto vectorial 

Para el producto vectorial v-axbdea = [l, 1, 0] y b = [3, 0, 0] en coordenadas derechas por (2) se 
obtiene 

í'j = 0, l ' 2 = 0, = 10 l • 3 - - 3. 

Para comprobar el resultado de este caso simple, trazar a, b y v. ¿Puede ver el lector que dos vectores en el 
plano xy deben tener siempre su producto vectorial paralelo al eje z (o igual al vector cero)? I 


z 



(a) Derecho. (b) Izquierdo. 

Figura 163. Los dos tipos de sistemas 
de coordenadas cartesianas. 
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Cómo memorizar la fórmula (2) de la página 493. Los estudiantes familiarizados 
con determinantes de segundo y tercer orden observarán que en (2) 



por lo que v - [v,, v 2 , v 3 ] - v,i + vj + v,k queda como el desarrollo del determinante 
simbólico de tercer orden 


( 2 **) 


a x b = 


a. 


k 

a 3 

b 3 


por el primer renglón. (Se denomina “simbólico” porque el primer renglón consta de 

vectores y no de números.) En coordenadas izquierdas estos determinantes deben 
multiplicarse por -1. 


EJEMPLO 2 Una aplicación de (2**) 

Con respecto a un sistema derecho de coordenadas cartesianas, sean a = [4 0 -11 y b = í-2 1 31 
Entonces ’ J L * ’ J 


a x b = 


i 

4 

-2 


j k 

0 -I 
1 3 


10j + 4k = [1, -10, 4], 


i 


EJEMPLO 3 Productos vectoriales de los vectores de la base normal 

Puesto que i, j, k son vectores unitarios ortogonales (mutuamente perpendiculares), de la definición de 
producto vectorial se obtiene, en coordenadas derechas. 


(3a) 

así como 
(3b) 


' x j = k > j x k = i, k x i = j 

j x i = -k, k x j = -i, i x k = -j. 


I 


Propiedades generales de los productos vectoriales 

La multiplicación cruz tiene la propiedad de que 

^ X b = ¿(a X b) = a X (/:b) para cualquier escalar k. 

Es distributiva con respecto a la adición de vectores, es decir, 

(a) a x (b + c) = (a x b) + (a x c ), 

(b) (a + b) x c = (a x c) + (b x c). 


(5) 
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Figura 164. Anticonmutatividad de 
la multiplicación cruz. 


No es conmutativa sino anticonmutativa, es decir, 

(6) b x a = -(a x b) (Figura 164). 

No es asociativa , es decir, 

(7) a x (b x c) ^ (a x b) x c en general, 

por lo que no pueden omitirse los paréntesis. 

Demostraciones . La expresión (4) se sigue directamente de la definición. En (5a), por 
la fórmula (2*) se obtiene la primera componente de la izquierda 


«2 

"F c 2 ^3 c 3 


— £*2^3 C 3^ a Z^2 C 2^ 


— (^2^3 ^3^2^ ^ a 2 C 3 a 3 C 2 ^ 


a 2 a 3 
^3 


+ 


a 2 ü 3 
C 2 C 3 


y, por (2*), la suma de los dos determinantes es ia primera componente de (a x b) + (a x c). 
el segundo miembro de (5a). Para las demás componentes de (5a) y (5b) la igualdad 
se establece por la misma idea. 

La anticonmutatividad (6) se sigue de (2**) observando que al intercambiar los 
renglones 2 y 3 se multiplica por -1 el determinante. Lo anterior puede confirmarse 
geométricamente si se hace axb=vybxa^w; entonces |v| - |wj por (1) y para que 
b, a, w formen una tema derecha debe tenerse w = -v. 

Por último, i x (i x j) = i x k = -j, en tanto que (ixi)xj = 0xj = 0 (ver el ejemplo 
3), lo cual ilustra (7). ■ 
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Aplicaciones típicas de los productos vectoriales 

EJEMPLO 4 Momento de una fuerza 

En mecánica, el momento m de una fuerza p alrededor de un punto Q se define como el producto m = |p| 
donde d es la distancia (perpendicular) entre Q y la línea de acción L de p (figura 165). Si r es el vector 
que va de Q a cualquier punto A de L , entonces |r| sen y (figura 165) y 

m - |r| |p| sen y. 

Puesto que y es el ángulo entre r y p. 


m = |r X p|. 


como se sigue de (1). El vector 

( 8 ) 

se llama el vector momento o momento vectorial de p alrededor de Q. Su magnitud es m y su dirección 

es la del eje de rotación alrededor de Q que tiende a producir p. p 


m = r x p 



Figura 165. Momento de una fuerza. 


EJEMPLO 5 Momento de una fuerza 

Encontrar el momento de la fuerza p de la figura 166 alrededor del centro del volante. 

Solución. Al introducir coordenadas como se muestra en la figura 166, se tiene que 

p = [1000 eos 30°, 1000 sen 30°, 0] = [866, 500, 0], r - [0, -1.5, 0], 

de donde por (8) y (2**) se obtiene 



i 

j 

k 




m = r x p = 

0 

-1.5 

0 

= OI - 0j + 

0 

-1.5 


866 

500 

0 

866 

500 


Este vector momento es normal (perpendicular) al plano del volante; por tanto tiene la dirección del eje de 
rotación alrededor del centro del volante que la fuerza tiende a producir | 



Figura 166. Momento de una fuerza p. 
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EJEMPLO 6 Velocidad de un cuerpo en rotación 

La rotación de un cuerpo rígido B en el espacio puede describirse de manera sencilla y única por un vector 
w de la siguiente manera. La dirección de w es la del eje de rotación y tal que la rotación se ve en el sentido 
del movimiento de las manecilla del reloj si se mira del punto inicial de w hacia su punto final. La 
longitud de w es igual a a la velocidad angular <o (> 0) de la rotación, es decir, la velocidad lineal (o 
tangencial) de un punto de B dividida entre su distancia al eje de rotación. 

Sean P un punto cualquiera de B y d su distancia al eje. Entonces P tiene la velocidad cod. Sea r el 
vector de posición de P respecto a un sistema de coordenadas con origen 0 sobre el eje de rotación. 
Entonces d = |r| sen y, donde yes el ángulo entre wyr. Por lo tanto. 


(od = |w| |r| sen y = |nv x r|. 

A partir de esta expresión y de la definición de producto vectorial se observa que el vector velocidad v de 
P puede representarse en la forma (figura 167) 


(9) 


v - w x r. 


Esta fórmula simple es útil para determinar v en cualquier punto de B. 


I 



d 


r 


Figura 167. Rotación de un cuerpo rígido. 


Triple producto escalar 

El triple producto escalar o triple producto mixto de tres vectores 

a — [ííjj £*2, flg]) b ¿2» ^3] > ^ [f p ^2’ ^3] 

se denota por (a b c) y se define por 

(a b c) - a * (b x c). 

Ahora bien, por el producto punto en componentes [fórmula (2) de la sección 8.2] y 
por (2*), denotando b x c por v = [v p v 2 , v 3 ], se obtiene en primer término 

a*(b x c) = a 1 v 1 + a 2 v 2 + a 3 v 3 


= a, 


^3 


C 2 C 3 


+ a , 


b x 


C 3 C 1 


4* Q< 


b x b 2 


c i C 2 
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La expresión del segundo miembro es el desarrollo de 
den, por ejemplo, por su primer renglón; por tanto. 


( 10 ) 


(a b c) = a»(b x c) 


¿i 


c 


1 


un determinante de tercer or- 


a 2 a 3 
^2 ^3 

C 2 C 3 


Se tiene asimismo que para cualquier escalar k 
O*) (¿a b c) = ¿(a b c) 


ya que la multiplicación de un renglón de un determinante por k multiplica el valor del 
determinante por k. Además, 


(12) a*(b x c) = (a x b)*c 


ya que la multiplicación punto es conmutativa, de donde 



c i 

C 2 

C 3 


a i 

fl 2 

ü 3 

(a x b)*c = c*(a x b) = 

a i 

°2 

fl 3 

= 

h 

b 2 

b 3 


*1 

*2 

^3 


c i 

C 2 

C 3 


donde el determinante del segundo miembro es el de (10) y se obtiene a partir de otro 
determinante al intercambiar los renglones 1 y 2 y al intercambiar los renglones 2 y 3 
en el resultado, obteniéndose dos factores -1 y (-1)(-1) = 1. 

Interpretación gométrica. El valor absoluto del triple producto escalar (10) es el 
volumen del paralelepípedo con a, b, c como vectores arista (figura 168), ya que, por 
(1) de la sección 8.2, 


|a.(b x c)| = |a||b x c| eos /3 (Figura 168). 

donde |a| |cos es la altura h y, por (1), la base, el paralelogramo con lados b y c, tiene 
área |b x c|. 

EJEMPLO 7 Tetraedro 

Un tetraedro está determinado por tres vectores arista a, b, c como se indica en la figura 169. 

Encontrar el volumen del tetraedro con a = [2, 0, 3], b = [0, 6, 2], c = [3, 3, 0] como vectores arista. 



Figura 168. Interpretación geométrica 
del triple producto escalar. 



/ 


b 

Figura 169. Tetraedro. 





500 


CÁLCULO DIFERENCIAL VECTORIAL GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROTACIONAL 


Solución. El volumen V del paralelepípedo con estos vectores como vectores arista es el valor absoluto del 
triple producto escalar 


(a b c) = 



— 12 — 54 = -66, 


es decir, V= 66. El signo menos indica que a, b, c, en este orden, forman una tema izquierda si el sistema 
de coordenadas cartesianas es derecho (y una tema derecha si el sistema es izquierdo). El volumen del 
tetraedro es j del del paralelepípedo, es decir, 11 . 

¿Puede el lector trazar el tetraedro, eligiendo el origen como el punto inicial común de los tres vectores? 
¿Cuáles son las coordenadas de los cuatro vértices? ' I 


La independencia lineal de tres vectores puede investigarse con triples productos 
escalares, como sigue. 

Se dice que un conjunto de vectores dado a (l) , * * •, a (m) es lineaimente indepen¬ 
diente si los únicos escalares c,, * * *, c m para los que la ecuación vectorial 


c i a (D + c 2 a < 2 ) + • • • + c m a (m) = 0 


se satisface son c, = 0, c 2 = 0, • ■ • , c m = 0. En caso contrario, es decir, si dicha ecuación 
también es válida para m escalares ordenados no todos ceros, se dice que el conjunto 
de vectores es lineaimente dependiente. 

Entonces, tres vectores, si se hace que coincidan sus puntos iniciales, forman un 
conjunto linealmente independiente si y sólo si no están en el mismo plano (o en la 
misma recta). La interpretación del triple producto escalar como un volumen da lugar 
al siguiente criterio. 

Teorema 1 (Independencia lineal de tres vectores) 

Tres vectores forman un conjunto linealmente independiente si y sólo si su triple 
producto escalar es diferente de cero . 

El triple producto escalar es el “producto repetido” más importante. Algunos 
otros que se necesitan ocasionalmente se incluyen en los problemas de la sección. 

Concluye así el álgebra vectorial (en el espacio tridimensional y en el plano). El 
cálculo (derivación) vectorial se inicia en la siguiente sección. 


Problemas de la sección $.3 

Con respecto a un sistema de coordenadas cartesianas derecho, sean a = [ 1,1, 0], b = [-1,2, 0], 


c = [2, 3, 1], d = [5, -7, 2]. Encontrar 

1. a x b, b x a 
3. a x c, |a x c], a*c 
5. (a + b) x c, a x c + b x c 
7. (a + c) x c, a x c 
9. axc + cxa 
11. (3a - 6b) xc,3cx (2b - a) 
13. (a'b)c, (a x b)*c 


2. b x c, |b x c|, |c x b| 

4. 2a x 3b, 3a x 2b, 6a x b 
6. (a + b) x c, a x (b + c) 

8. (a - b) x (a - c), (a - b) x (c - a) 

10. (a + b) x (b + a) 

12. a x (3b - 5c), 3a x b - 5a x c 

14. (a x b) x c, a x (b x c) 
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Con respecto aun sistema de coordenadas cartesianas derecho, sean a = II I 01 b=f-l 2 01 
c = [ 2 .3. I],d = [5,-7, 2 ], Encontrar ’ ’’ J 


15. (¡ j k), (i k j) 

17. (a x b) x (c x d) 

19. (a x b).(c x d). (b x a).(d x c) 

21. (a - b b - c c), (a b c) 

23. (2a 3b 5d), 30(a b d) 

25. ¿Qué propiedades de la multiplicación 


16. (b x c) «d, b*(c x d) 

18. b x (b x c), (b x b) x c 
20. [(a x b) x c ]-d 
22. (b c d), (c b d) 

24. (a + b b + c c + d) 
i ¡lustran los problemas I, 4 , 5 y 14? 


Aplicaciones del producto vectorial 


Momento de una fuerza. Una fuerza p actúa sobre una recta por un punto A. Encontrar el 
vector momento m de p alrededor de un punto Q. donde la fuerza, el punto A y el punto Q son 

26. [1, -2, 0], ( 1 , 1 , I), (2, - I, 3) 27. [0, 0, I], (0, 0, 0), (0, 0, 5) 

28. [3, - I, 2], (0, -1,4), (3, 0, 2) 29. [2, 4, 1], (4, 2, - 1 ), (0, 1, 2) 

30. [I, -2, 3], (4, 3, I), ( 6 , - 1 , 7) 31. [3, 0, - 6 ], (1, 8 , 1), (4, 6 , - 1) 

Área de un paralelogramo. Encontrar el área si los vértices en el plano xy son los siguientes. 

(Sugerencia Obtener primero dos vectores arista adyacentes.) 

32. (- I, 2), (2, 0), (4, 3), (7, I) 33. (0, 0), (4, I), (2, 3), ( 6 , 4) 

34. (4, 4), (-1,9), ( 6 , 6 ), (I, II) 35. (2, -3),(1, 1), (5, - 6 ), (4, -2) 

Area de un triángulo. Encontrar el área si los vértices son 

36. (0, 0, 2), (0, 1,2), (I, 1,2) 37. ( 6 , -1,3), ( 6 , 1, I), (3, 3, 3) 

38. (I,3,0), (0, 2,5), (-1,0, 2) 39. (2, 2, 2), (5, 2. 4), (-2, 4, - 1 ) 

Plano. Encontrar el plano que pasa por los tres puntos dados. ( Sugerencia. Encontrar dos 
vectores en el plano; su producto cruz dará como resultado un vector normal. Ver también el 
ejemplo 6 de la sección 8 . 2 .) 


40. (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2) 
42. (4, 3), (1,2, I), (7, -1,4) 


41. (1, 2, £), (4, 2, -2), (0, 8, 4) 

43. (1, 6, 1), (9, 1, -31), (-5, -2, 25) 


Aplicación del triple producto escalar 

Volumen de un paralelepípedo. Encontrar el volumen a partir de las aristas dadas. 

44. i, 2j, -3k 45. i + j, i - j, i + 2j + 4 k 

46. 2j + k, i - j, - j + 4k 47. 21 - 6 k, j + k, i + j 

Volumen de un tetraedro. En cóntrar el volumen si los vértices son 

48. (2, 2, 2), (3, 2, 2), (2, 3, 2), (2, 2, 3) 49. (0, 0, 0), ( 1 , 0, 0), (0, 1,0), (0, 0, I) 

50. (2, 1, I), (3, 3, 4), (0, 1 , 5), (1, 2, 2) 51. (0, 1, 2), (5, 5, 6 ), ( 1 , 2, I), (3, 3, 1) 

Independencia lineal. ¿Los vectores siguientes son linealmente independientes? 

52. [4, - 8 , 3], [7, 2, 5], [10, -52, 8 ] 53. [1, I, 0], [0, 1, 1 ], [ 1 , 0, I] 

54. [7, 3, -2], [5, 9, 8 ], [2, -7, 3] 55. [3, 5, -7], [-I, 37 , - 43 ], [ 8 , - 6 , 4 ] ' 

Fórmulas adicionales 

56. Usando sen 2 7=1— eos 2 y en (1), demostrar que 


(13) 


|a x b| = V(a.a)(b.b) - (a«b) 2 . 
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57. Usando el teorema 5, sección 7.8, demostrar que 

(a b c) = - (b a c) = - (a c b) 

(14) 

(a b c) = (b c a) = (c a b). 

58. Demostrar que 

(15) b x (c x d) = (b.d)c - (b«c)d. 

Sugerencia . Elegir coordenadas cartesianas derechas especiales tales que d = [d v 0,0] y c 
= [c v c v 0]. Comprobar después que cada lado es igual a \~b 2 c 2 d v b x c 2 d ]9 0]. Explicar 
después por qué los dos lados deben ser entonces iguales en cualquier sistema de coorde¬ 
nadas cartesianas. 

59. Usando (15), demostrar que 

(16) (a x b) x (c x d) = (a b d)c - (a b c)d. 

60. (Identidad de Lagrange) Demostrar que (15) implica la identidad de Lagrange 

(17) (a x b)*(c x d) = (a*c)(b»d) - (a*d)(b«c). 


8,4 FUNCIONES Y CAMPOS VECTORIALES Y ESCALARES. 
DERIVADAS 

Se inicia aquí el cálculo vectorial, en el que intervienen dos clases diferentes de fun¬ 
ciones, las funciones vectoriales, cuyos valores son vectores 

v = v(/>) = [i? x (P), v 2 (/>), ü 3 (F)] 

que dependen de los puntos P en el espacio, y las funciones escalares, cuyos valores 
son escalares 

/ = f(ñ 

que dependen de P. En las aplicaciones, el dominio de definición de estas funciones es 
una región del espacio, una superficie en el espacio o una curva en el espacio. Se dice 
que una función vectorial define un campo vectorial en esa región (o en esa superfi¬ 
cie o curva). En las figuras 170-173 se presentan ejemplos. De manera similar, una 
función escalar define un campo escalar en una región o, en una superficie o en una 
curva. Ejemplos son el campo de temperaturas en un cuerpo y el campo de presión del 




Figura 170. Campo de vectores 
tangentes de una curva. 


Figura 171. Campo de vectores 
normales a una superficie. 
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aire en la atmósfera terrestre. Las funciones vectoriales y escalares también pueden 
depender del tiempo / o de parámetros adicionales. 

Comentario acerca de la notación. Si se introducen las coordenadas cartesianasx,y, 
z, entonces en lugar de v(P) y j(P) también puede escribirse 

vU, y, z) = [v x (x f y, z), v 2 (x f y , z), v 3 (x, y, z)] 

Y A x >y-> Z X pero se tiene presente que un campo vectorial o escalar que tiene un signi¬ 
ficado geométrico o físico deberá depender únicamente de los puntos P donde está 
definido pero no de la elección particular de las coordenadas cartesianas. 

EJEMPLO 1 Función escalar (Distancia euclidiana en el espacio) 

La distancia J{P) de cualquier punto P a un punto lijo P (í en el espacio es una función escalar cuyo 
dominio de definición es el espacio completo.//’) define un campo escalaren el espacio. Si se introduce 
un sistema de coordenadas cartesianas y P 0 tiene las coordenadas jc () , y (j , z () , entonces/está dada por la 
conocida fórmula 


HP) = fU, y, z) = V(x - x 0 ) 2 + (y - > 0 ) 2 + (z - ¿ 0 ) 2 

donde r,y, z son las coordenadas de P. Si el sistema de coordenadas cartesianas dado se sustituye por otro 
sistema, entonces los valores de las coordenadas de P y P u generalmente variarán, pero/P) tendrá el 
mismo valor que antes. Por tanto//*) es una función escalar. Los cosenos directores de la recta que pasa 
por P y P n no son escalares ya que sus valores dependerán del sistema de coordenadas elegido. I 


EJEMPLO 2 Campo vectorial (Campo de velocidades) 

En cualquier instante, los vectores de velocidad ¥(/*) de un cuerpo B en rotación constituyen un campo 
vectorial, el llamado campo de velocidades de la rotación. Si se introduce un sistema de coordenadas 
cartesianas que tenga el origen en el eje de rotación, entonces (ver el ejemplo 6 de la sección 8.3) 

(1) v(x, y, z) = w X r = w x [x, y, z] = w x (jri + yj + ¿k), 


donde y, z son las coordenadas de cualquier punto P de B en el instante bajo consideración. Si las coorde¬ 
nadas son tales que el eje z es el eje de rotación y w apunta en la dirección z positiva, entonces w - cok y 


i J 

0 0 

x y 


w[-y, x, 0] = ü)(~y\ + xj). 


En la figura 172 se presenta un ejemplo de un cuerpo en rotación y del campo de velocidades correspon¬ 
diente. ■ 



Cp 


Figura 172. Campo de velocidades de un cuerpo en rotación. 
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EJEMPLO 3 Campo vectorial (Campo de fuerza) 

Sean una partícula A de masa M que está fija en el punto P (i y una partícula B de masa nt que es libre de 
ocupar varias posiciones P en el espacio. Entonces A ejerce una atracción sobre B. De acuerdo con la ley 
de la gravitación de Newton, la fuerza gravitacional p correspondiente se dirige de P a P 0 y su magnitud 
es proporcional a l/r\ donde r es la distancia entre P y P n , por ejemplo, 


( 2 ) 


IpI 


c = GMm, 


donde G (= 6.67 ■ 10 * cmVg • s 2 ) es la constante gravitacional. Por tanto, p define un campo vectorial en 
el espacio. Si se introducen coordenadas cartesianas tales que P 0 tenga las coordenadas x 0 , y 0 , z 0 y P tenga 
las coordenadas jc, y, z, entonces por el teorema de Pitágoras 

r = Vu - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 (= 0). 

Suponiendo que r > 0 e introduciendo el vector 

r = [jc - y - y 0 , z ~ z 0 ] = (* - ^ 0 )i + (y - y 0 )j + (z - z 0 )k. 


se tiene |r| = r y (—l/r)r es un vector unitario en la dirección de p; el signo menos indica que p se dirige de 
P a P 0 (figura 173). A partir de lo anterior y de (2) se obtiene 


(3) 





c y " - V Q i 
r 3 J 



k. 


Esta función vectorial describe la fuerza gravitacional que actúa sobre B. 


I 


V 





\ 


1 


Figura 173. Campo gravitacional del ejemplo 3. 


Cálculo vectorial 

Se establece a continuación que los conceptos básicos de cálculo, como convergen¬ 
cia, continuidad y derivabilidad, pueden definirse para funciones vectoriales en una 
forma simple y natural. Lo más importante aquí es la derivada. 

Convergencia. Se dice que una sucesión infinita de vectores a (/j) , n = 1,2, * * * conver¬ 
ge si existe un vector a tal que 

(4) lím |a (n) - a| = 0. 

n~* °c 

A a se le llama el vector límite de la sucesión y se escribe 

(5) lím a (n) = a. 




FUNCIONES Y CAMPOS VECTORIALES Y ESCALARES. DERIVADAS 


505 


Dadas coordenadas cartesianas, esta sucesión de vectores converge a a si y sólo 
si las tres sucesiones de las componentes de los vectores convergen a las componentes 
correspondientes de a. Se deja al estudiante la sencilla demostración. 

De manera similar, se dice que una función vectorial v(r) de una variable real 
tiene el límite / cuanto / tiende a t 0 si v(/) está definida en alguna vecindad 7 de / (con 
la posible excepción de t 0 ) y 0 

lím |v(r) - /| = 0. 

t-^to 

Entonces se escribe 


lím v(f) = /. 

t-*tQ 


Continuidad. Se dice que una función vectorial v(r) es continua en / = / si está 
definida en alguna vecindad de t 0 y 0 

(8) lim \(t) = v(r 0 ). 

t—*ÍQ 


Si se introduce un sistema de coordenadas cartesianas, puede escribirse 
v(í) — [nj(r), i> 2 (0> 0 3 (f)] = + v 2 (t)j + t> 3 (r)k. 

Entonces v(/) es continua en t 0 sj y sólo si sus tres componentes son continuas en t. 
Se establece ahora la más importante de estas definiciones. 


Definición. Derivada de una función vectorial 

Se dice que una función vectorial v(r) es derivable en un punto t si el límite 


(9) 


v'(t) 


lim ^~ + A0 ~ v(t) 
át—*o Ai 


existe. Al vector v'(í) se le llama la derivada de v(/). Ver la figura 174. (La curva en 
esta figura es lugar geométrico de las puntas de las flechas que representan a v para 
valores de la variable independiente en algún intervalo que contiene a / y a t + A/.) I 



Figura 174. Derivada de una función vectorial. 


Es decir en algún intervalo (segmento) del eje / que contiene a /„ como punto interior (no como punto 
extremo). En matemáticas (a diferencia del lenguaje cotidiano), un punto (r„ en este caso) se considera 
siempre como un punto de cualquiera de sus vecindades, por definición; esto resulta ser práctico 
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En términos de componentes con respecto a un sistema dado de coordenadas 
cartesianas, v(r) es derivable en un punto / si y sólo si sus tres componentes son 
derivables en t y en tal caso la derivada v'(/) se obtiene derivando cada componente 
por separado , 


( 10 ) 


v'(í) = [ü[(0, v' 2 (t) 9 ü¿(/)]. 


Se sigue que las familiares reglas de derivación dan lugar a las reglas correspon¬ 
dientes para derivar funciones vectoriales, por ejemplo, 


(cv)' = cv' 

(u + v)' = u' + v' 


(c constante). 


y en particular 


(ID 

( 12 ) 

(13) 


(u»v) / = u ; • V + u*v / 

(u x v)' = u x v + u x v f 
(u V w)' = (u' V w) + (u v' w) + (u V w'). 


Las sencillas demostraciones se dejan al lector. En (12), el orden de los vectores 
deberá seguirse con atención ya que la multiplicación cruz no es conmutativa. 

EJEMPLO 4 Derivada de una función vectorial de longitud constante 

Sea v(í) una función vectorial cuya longitud es constante, por ejemplo, jv(*)| = c. Entonces |v| 2 = v • v = c 2 , 
y (v * v) f = 2v * v' = 0, por derivación [ver (11)]. Se obtiene así el siguiente resultado. La derivada de una 
función vectorial v(/) de longitud constante es el vector cero o es perpendicular a \(t). I 


Derivadas parciales de una función vectorial 

Por la presente discusión se observa que la derivación parcial de funciones vectoriales 
que dependen de dos o más variables puede introducirse de la siguiente manera. Su¬ 
poner que las componentes de una función vectorial 

v = [v v v v ü 3 ] = + v 2 i + t? 3 k 

son funciones derivables de n variables /[,-•*, t n . Entonces la derivada parcial de v 
con respecto a se denota por 3v/9/, y se define como la función vectorial 

dv dv x dü 2 dt > 3 

— = - i H- j H- k. 

dt, dt t dt t dt t 
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De manera similar, 

ó 2 V d 2 v ! d 2 Vo d 2 V*> 

- - - - i + -- j + -- k, 

dtjdt dt,dt m dtjdt 

í m l m l m L m 

y así sucesivamente. 

EJEMPLO 5 Derivadas parciales 

Sea r(/ t , t 2 ) = a eos t { i + a sen j + t 2 k. Entonces 

dr . . dr ■ 

— - -a sen/i i + a eos ^ j, —— = k. ■ 

dt \ 

En las secciones siguientes y el capítulo 9 se discutirán diferentes aplicaciones 
físicas y geométricas de las derivadas de funciones vectoriales. 


Problemas de la sección 8.4 

Campos escalares 

Curvas de nivel. Determinar la s curvas de nivel T(x, y) - const (curvas de temperatura cons¬ 
tante o isotermas ) de los campos de temperatura dados por las siguientes funciones. Trazar 
algunas de las isotermas. 

I. T = x 2 - y 2 2. T = ln (.x 2 + y 2 ) 3. T = 3x - 4y 

4. T = x 2 - y 2 4- 4y 5. T = xy 6. T = are tan (y/x) 

Considerar el campo escalar (campo de presión) determinado por/(x,y) = x 2 + 4y 2 . Encontrar: 

7. La presión en los puntos (-1, 2), (3, 8) y (0, 5). 

8. Las curvas de nivel (curvas de presión constante o isóbaras). (Graficar algunas de 
ellas.) 

9. La presión en los puntos de la parábola y = 2x 2 . 

10. La región en la que I £ fix , y) < 4. 

Superficies de nivel. Encontrar las superficies de nivelfix, y, z) = const de los campos escalares 
en el espacio dados por las siguientes funciones. 

II. / = x + y + z 12. / = x 2 4- y 2 + z 2 13. / = x 2 + y 2 

14. / = x 2 + 9y 2 + 25 z 2 15. f = z - Vx 2 + y 2 16 . f = x 2 + y 2 - z 

Considerar el campo de presión en el espacio dado por^x, y, z) ~ 3x 2 + V 2 + z 2 . Encontrar: 

17. Las superficies de nivel. 

18. Una fórmula para la presión en la superficie xyz - 1. 

19. Las curvas de nivel en el plano z = 2. (Graficar algunas de ellas.) 

20. La región en la que 3 £fix* y, z) g 12. 
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Campos vectoriales 

Trazar figuras (similares a la figura 173) de los campos vectoriales en el plano xy dados por las 
siguientes funciones vectoriales. 

21. v = i 22. v — i — j 

23. v = 2i + 3xj 24. v = xi + yj 

25. v = x 2 i + y 2 ) 26. v = (x - y)i 4- (x + y)j 

Encontrar y trazar las curvas en las que v tiene longitud constante y las curvas en las que v tiene 

dirección constante, donde 

27. v = Jti + yj 28. v = x 2 i - y 2 j 29. v - yi + x 2 j 


Derivadas 

Encontrar la primera y segunda derivadas de las siguientes funciones vectoriales y las normas 
(longitudes) de estas derivadas. 

30. a + b/ 31. [/, / 2 , 0] 32. [eos /, sen /, 0] 

33. [3 eos/, 2 sen/, 0] 34. [/, / 2 , / 3 ] 35. [3 eos/, 3 sen/, 4/] 

36. [eos /, 4 sen/, /] 37. [eos /, sen 2/, 0] 38. [ e~ l eos /, e~ x sen/, 0] 

Derivadas parciales. Encontrar la primera derivada parcial con respecto ax, y, z: 

39. [x, y, z] 40. [2, x 3 y 2 z, 3x] 

41. [xy, yz, 0] 42. [e x seny, e x eos y, e z ] 

43. [y 2 , z 2 , x 2 ] 44. sen xyz (i + j) 

Derivadas de productos. Para u = [/ 2 , 0, -3/]. v = [0. -4Z 3 , / + 1] y w = [3/ 2 , /, -/ 3 ] comprobar 
45. Formulad 1) 46. Fórmula (12) 47. Fórmula (13) 


48. Usando (2), sección 8.2, demostrar (11). Demostrar (12). 

49. Deducir (13) a partir de (11) y (12). 

50. Demostrar que fri - (v«v) -3/2 [v'(v»v) - v(v*v')]. 


8.5 CURVAS. TANGENTES. LONGITUD DE ARCO 


Como una importante aplicación del cálculo vectorial, se consideran a continuación 
algunos hechos básicos acerca de las curvas en el espacio. El estudiante sabrá ya que 
las curvas se presentan en varios problemas del cálculo así como de la física, por 
ejemplo, como trayectorias de cuerpos en movimiento. Cabe mencionar que el estu¬ 
dio de curvas y superficies en el espacio por medio del cálculo es una importante rama 
de las matemáticas que se llama geometría diferencial. 

Dado un sistema de coordenadas cartesianas, una curva C puede representarse 
por una función vectorial (ver la figura 175 en la página 509) 


(1) | r (/) = [x(/), y(í), z(/)] = x(/)i + y(/)j + z(t) k; 


a cada valor t Q de la variable real / le corresponde un punto de C que tiene el vector de 
posición r(/ Q ), es decir, las coordenadas x(/ Q ), y(/ Q ), z(t 0 ). 

Una representación de la forma (1) se denomina representación paramétrica 
de la curva C y a / se le llama el parámetro de esta representación. 
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AI sentido en que se incrementan los valores de t se llama sentido positivo de C, 
el cual puede indicarse por la punta de una flecha como en la figura 175, y el sentido 
en que t se decrementa se llama sentido negativo de C. Se dice que de esta manera la 

función r(/) define una orientación de C. Evidentemente, hay dos maneras de orien- 
tar una curva. 

Las representaciones paramétricas son útiles en muchas aplicaciones, por ejem¬ 
plo, en mecánica, donde t puede ser el tiempo y el sentido positivo es el sentido en que 
un cuerpo se mueve sobre una curva. 

Otro tipo de representación de una curva C en el espacio es 

y = /(•*), i = g(x); 

aquí, y -fix) es la proyección de C en el plano xy,y z = g(x) es la proyección de C en 
el plano xz. 

Por último, un tercer tipo es la representación de una curva en el espacio como la 
intersección de dos superficies 

(3) F(x, y, z) = 0 y G(x, y, z) = 0. 




Figura 175. Representación Figura 176. Representación 

paramétrica de una curva. paramétrica de una recta. 


EJEMPLO 1 Recta 

Una recta L que pasa por un punto A con vector de posición a en la dirección de un vector constante b (ver 
la figura 176) puede representarse en la forma 

(4) r W = a + '*> = la x + tb v a 2 + tb 2 , a z + r¿ 3 ]. 

Si b es un vector unitario, sus componentes son los cosenos directores de /,, y en este caso ¡r| mide la 
distancia de los puntos de L a A. Por ejemplo, la recta en el plano xy que pasa por A- (3 2) con 
pendiente 1 es * 


r(0 = [3, 2, 0] + /[l, 1, 0] — [3 + /, 2 + /, 0]. I 

EJEMPLO 2 Elipse, circunferencia 

La función vectorial 
(5) 


r(í) - [a eos t, b sen t, 0] = a eos / i + b sen / j 
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representa una elipse en el plano xy con centro en el origen y ejes principales en la dirección de los ejes x 
y y. De hecho, ya que eos 2 1 + sen 2 / = 1, por (5) se obtiene 


x 

a 


2 

2 


+ 



z - o. 


Si b = ¿7, entonces (5) representa una circunferencia de radio a. 


■ 


EJEMPLO 3 Hélice circular 

La curva alabeada C representada por la función vectorial 

(6) r(/) = [a eos /, a sen /, c7] = a eos t i + a sen t j + c7k ( c ^ 0) 

se denomina hélice circular. Está en el cilindro x 2 + y 1 = a 2 . Si c > 0, la hélice adopta la forma de un 
tomillo de cuerda derecha (figura 177). Si c < 0, aparece como un tomillo de cuerda izquierda (figura 
178). Si c “ 0, entonces (6) es un círculo. I 



Figura 177. Hélice circular 
derecha. 



Figura 178. Hélice circular 
izquierda. 


Una curva plana es aquella que está en un plano del espacio. Una curva que no 
es plana se llama curva alabeada. Por ejemplo, la hélice es alabeada. 

Una curva simple es aquella que no tiene puntos múltiples, es decir, que no 
tiene puntos en los que la curva se corta o toca a sí misma. La circunferencia y la 
hélice son simples. En la figura 179 se muestran curvas que no son simples. 

Un arco de una curva es la porción comprendida entre dos puntos cualesquiera 
de la curva. Por simplicidad, se dice “curva” en lugar de curvas así como para los 
arcos. 

Comentario sobre el parámetro. Una curva C puede estar dada por varias funciones 
vectoriales. Si C está dada por (1) y se hace t = h{t *), se obtiene una nueva función 





Figura 179. Curvas con puntos múltiples. 
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vectorial r (/*) que representa a C. En mecánica, cuando / es el tiempo, esto significa 
que se cambia el movimiento de un cuerpo en el tiempo sin cambiar su trayectoria 
Ejemph. Para la parábola r(r) = [/, P], al hacer / = -2,*, se obtiene la nueva 
representación r (/*) = r(-2/*) = [-2/*, 4 1 * 2 ]. I 


La siguiente idea es la aproximación de una curva mediante rectas, que lleva al 
concepto de tangente y a una definición de longitud. Las tangentes son rectas que 
están en contacto con una curva como se explica a continuación. 


Tangente a una curva 

La tangente a una curva C en un punto P de C es la posición límite de una recta L que 
pasa por P y un por un punto Q de C cuando Q tiende a Palo largo de C. Ver la figura 


Si C está dada por r(r), con P y Q correspondiendo a / y / + Ar, 
entonces el vector 


respectivamente, 


- Mí + A t) - r(/)] 


tiene la dirección de L y en el límite es la derivada 


(7) 


r'(r) = lím ¿ [r(r + A/) - r(/)], 
Ai—►() 


siempre que r(/) sea derivable, como se supondrá en adelante. Si r '(/) *0,a r'(7) se le llama 
vector tangente de C en P porque tiene la dirección de la tangente; lo mismo se cumple 
para el vector unitario correspondiente, el vector unitario tangente (ver la figura 180) 


( 8 ) 




Figura 180. Tangente a una curva. 
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Figura 181- Fórmula (9) para la tangente 
a una curva. 


Obsérvese que tanto r' como u apuntan en la dirección en que se incrementa t\ en 
consecuencia, su sentido depende de la orientación de C. 

Ahora es sencillo ver que la tangente a C en P está dada por 

(9) q(w) = r + wr' (Figura 181), 

la suma del vector de posición r de P y un múltiplo del vector tangente r'de C en P , 
ambos vectores que dependen de P; aquí la variable real w es el parámetro en (9). 

EJEMPLO 4 Tangente a una elipse 

Encontrar la tangente a la elipse -j x 2 + y 2 - 1 en P: ( J2 , 1 / V2>. 

Solución. r(f) = 2 eos / i + sen t j, de donde r'(/) = -2 sen t i + eos / j y P corresponde a t = n/4, ya que 

2 eos (it/4) = V* y sen {n!A) ~ 1/ ^2 . Por tanto, r'(;r/4) - [- Jí, \/j2]. Respuesta. 

q(w) = [V2, 1/V2] + w[-V2, I/V2] = V2(l - w)i + (1/V2)(1 + w) j. 

Para comprobar el resultado, trazar la elipse y la tangente. I 


Longitud de una curva 

Ahora puede definirse la longitud / de una curva C como el límite de las longitudes de 
las líneas quebradas de n cuerdas como en la figura 182 (donde n — 5) con n cada vez 
más grande, como sigue. Sea r(/), a^t<b, que representa a C. Para cada n = 1,2, • • - se 
subdivide (“partición”) el intervalo a^t^b por los puntos 



Figura 182. Longitud de una curva. 
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donde t 0 < t < < t n . Se obtiene así una línea quebrada de cuerdas con puntos 

extremos r(g • • • , r(/_). Se hace esto de manera arbitraria pero del modo que el 
mayor | t J | t m — t m _ ,| tiende a 0 cuando n—> oo. Las longitudes / / - de estas 

Imeas de cuerdas pueden obtenerse por el teorema de Pitágoras. Si r (t) tiene derivada 
continua r (r), es pos,ble demostrar que la sucesión /,, ¡ 2 , ■ ■ • tiene un límite /, el cual 
es independiente de la elección particular de la representación de C y de la elección 
de las subdivisiones, y que está dado por la integral 


r'.r' dt 


, dr 

r — 

dt 


Este valor se llama la longitud de Cy a C se le llama rectificable. La demostración es 
similar a la de las curvas planas que se da en el cálculo elemental (ver referencia ri21) 
y puede encontrarse en la referencia [B5] del apéndice 1. En general, la evaluación 

practica de la integral (10) será difícil; en los problemas de la sección se ofrecen 

algunos casos simples. 


Longitudes de arco de una curva 

La longitud I de una curva C es una constante, un número positivo, pero si el límite 
superior fijo b de (10) se sustituye por un límite superior variable /, la integral queda 
como una función de /, denotada comúnmente por s(t) y llamada la función de longi¬ 
tud de arco o, abreviando, la longitud de arco de C, dada por 


( t ) = j Vr ; »r' 


(Aquí, / es la variable de integración ya que t se usa en el límite superior) Desde el 
punto de vista geométrico, con alguna / 0 >*es la longitud del arco de Ccompren- 

dido entre los puntos con valores paramétricos a y t Q . La elección de a (el punto s = 0) 
es arbitraria; cambiar a significa cambiar.? por una constante. 

Elemento lineal ds. Si se deriva (11) y se eleva al cuadrado, se tiene 


ds\ 2 

Jt 


dr dr , , 1(J 

707 , = |r (,) l * 


dx\ 2 

Tt) 


+ (* 

\dt 


Se acostumbra escribir 


(13*) 


dr = [dx, dy, dz] = dx i + dy j + dz k 


ds 2 = dr*dr = dx 2 + dy 2 + dz 2 . 
ds se llama el elemento lineal de C. 
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La longitud de arcos como parámetro en representaciones de curvas. El uso de la 
especial sustitución t = s (la longitud de arco) en representaciones (1) de curvas sim¬ 
plifica varias fórmulas. Un primer caso de ello ocurre para el vector unitario tangente, 
a saber, 

(14) u(s) = r'(j), 

como se sigue de (12) con / = s, ya que dsids = 1. Una simplificación aún mayor 
ocurre en la curvatura y la torsión (sección 8.7). 

EJEMPLO 5 Hélice circular. Circunferencia. La longitud de arco como parámetro 

Para la hélice del ejemplo 3, 

r(/) - [a eos /, a sen f, ct ] - a eos t i + a sen t j + rík. 


se obtiene 

r'U) = [ — a sen t, a eos t, c] = - a sen t i + a eos t j + ck, 
A partir de esta expresión, r ' • r' = a 1 + c 2 , de donde por (11) se obtiene 

a = i Va 2 + c 2 di = íVa 2 + r 2 . 

*0 


Por tanto t = sí Ja + c\ y una fórmula para la hélice con la longitud de arco 5 como parámetro es 


r*(s) 


(va 2 + c 2 ) 


eos 


i + a sen 


j + 


es 


vVT72 J 


Va 2 + c 2 / VÍTc 2 

Al hacer c = 0, se tiene / = s/a y se obtiene la representación para una circunferencia de radio a. 


k. 


© r $ si s s . 

= a eos a sen- = a eos - i + a sen - j. 
L a aj a a 


La circunferencia está orientada en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, lo que 
corresponde a valores crecientes de s. Al hacer s = -s* y usando eos (-a) = eos a y sen (-a) = -sen a, se 
obtiene 


/ s*\ f s* 

r i _ — | - a eos — 
\ a) L a 


— a 



s* s* . 

a eos — i - a sen — j; 
a a 


se tiene dsids * = -1 < 0, y la circunferencia está orientada ahora en el sentido del movimiento de las 
manecillas del reloj. 


Problemas de la sección 8.5 
Representación de curvas 

Rectas. Encontrar una representación paramétrica de las rectas que pasan por un punto A en la 
dirección de un vector b, donde 


1. A: (1, 1,0), b = k 

3. A: (-3, 1, -2), b = [3,0, - 1] 


2. A: (2, 3, 1), b - [1, -1, 2] 

4. A: (3, 4, 1), b = 3i + 5j - k 
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Encontrar una representación paramétrica de la recta que pasa por los puntos A y B, donde 


5. A: (0, 0, 0), B: (1, I, I) 

7. A: (3, - I, 5), B: (5, -5. 5) 
9. A: (I, 4. -2), B. (2, 2, 3) 


6. A: (1,4, 2), B: (1, 4, -2) 
8. A: (0, 2, 0), B:( 1,5, -2) 
•0. A: (9, 3, 8), B: (0, 3, I0|) 


Encontrar una representación paramétrica de la recta representada por 


U- y = x, z = 0 

13. x + y + z = \, y - z = 0 


12. x = y, y = z. 

14. X + y - z = 2, 2x - 5y + z = 3 


Slamétrfcasr 8168 ' ¿<?Ué CUrVaS ^ represen,adas P or ««-¡entes representaciones 


15. [/, 1//, ()] 

17. eos / j + (2 + 2 sen/)k 
19. cosh / i + 4 senh / j 


16. [0, 1 2 , /] 

18. [eos 3/, sen 3/, -/] 

20. 4i + (5 + 3 eos /)j + (2 + 3 sen /)! 


Representar las curvas siguientes en forma paramétrica. 

21. x* + y*= l,z = o 22. U + 2)2 + (y 

X 2 

“I 

25. 4x 2 


23. \x 2 + ^y 2 = z = i 


9 y 2 = 36, z = 0 


24. y 2 + 25z 2 

26. Jf 2 + y 2 = 4, 


2) 2 = 4, z = 6 
25, jc = -2 

3 are tan (y/ x) 


■ j ait lell 

27. (x - I) + 4(y + 2) 2 = 4, 2 = \ 28. (y - 5)(z + 5) = I, * = 1 

29 ‘ \ = ';; n ; í í ) = cos '¡ + sen / j y demostrar que el sentido en que /* se increment, 

sentido del movimiento de las manecillas del reloj en la circunferencia 

recto completa? ^ + ^ + ^ ^' = " ‘ ¿la ^Presentación resultante representa a I; 


Vectores tangente, tangentes 

Dada una curva C: r(/), encontrar (a) un vector tangente r'</) y el vector unitario tangente uf/ 
correspondiente, (b) r'yuen el punto P dado y (c) la tangente en P. 8 ( 

31. r(t) = / i + t 2 j, P ; (|, 1,0) 

32. r(7) = cos / i + sen/j, P\ (I/V2, I/V2) 

33. r(/) = ti + t 3 j, P: (2, 8, 0) 

34. r(/) = cos / i + sen / j + /k, P: (|, 0, 0) 

35. r(/) = 2 cos / i + sen / j, p : (V2, I/V2, 0) 

36. r(/) = cosh / i + senh / j, P: (§, j|, 0) 

37. r(/) = 3 cos / i + 3 sen/j + 4/k, P: (0, 3, 2v) 

38. r(/) = ti + / 2 j + ,3 k> p . ( , , I} 


Longitud de una curva 

Encontrar las longitudes de las curvas siguientes. Trazarlas. 

39. Catenaria r(/) = /i + cosh/j de/= 0 a/ = I. 

40. Hélice circular r(/) = a cos / i + a sen / j + c/ k de (a, 0, 0) a (a. 0, 2>tc) 

41. Parábola semicubica r(/) = / i +j de (0. 0. 0) a (4, 8, 0). 

42. Hipocicloide de cuatro cúspides r(/) = a eos' / i + a sen>’/ j, longitud total 
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43. Si una curva plana está representada en la forman = = 0, usando (10) demostrar que 

su longitud entre x = ayx = b es 

/ = j Vi + y 2 dx. 


44. Demostrar que si una curva plana está representada en coordenadas polares p - ^x 2 + y 1 
y 0 = are tan (y/x), entonces ds 1 = p^dB + dpi 1 y que 


/ = 


f 0 ,_._ 

J Vp 2 + p ' 2 do 


(P = rfp/</0). 


Usando esta fórmula y (10) del apéndice A3.1, encontrar la longitud total de la cardioide 
p= a( 1 - eos 0). Trazar esta curva. 


8.6 VELOCIDAD Y ACELERACIÓN 

Las curvas que acaban de discutirse desde un punto de vista geométrico también des¬ 
empeñan un papel importante en mecánica como trayectorias de cuerpos en movi¬ 
miento. Para ver esto, se considera una trayectoria C (una curva) dada por r(/), donde 
t es ahora el tiempo y se muestra que la derivada r'(0» interpretada geométricamente 
en la sección anterior, también es fundamental en mecánica, al igual que la segunda 
derivada r"(0- 

Por la sección 8.5 se sabe que el vector 


( 1 ) 


r 

v = r 


dr 

Tt 


es tangente a C y, por lo tanto, apunta en la dirección de movimiento instantáneo del 
cuerpo móvil P. Por (12) de la sección 8.5 se ve que este vector tiene la longitud 


v| = VV • r' 


ds 

Tt ’ 


donde s es la longitud de arco, que mide la distancia de P a un punto fijo (s = 0) en C 
sobre la curva. Por tanto, dsidt es la velocidad de P. El vector v se llama, en conse¬ 
cuencia, vector velocidad 8 del movimiento. 

La derivada del vector velocidad se denomina el vector aceleración y se denota¬ 
rá por a; por tanto. 


( 2 ) 


a(í) = v'(í) = r"(í). 


8 Cuando no hay lugar a confusión, la rapidez |v| se llama también velocidad. 
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EJEMPLO 1 Aceleración centrípeta 

La función vectorial 

r(/) = R eos tút i + R sentó/ j ^ > ^ 

v ~ r = ~ sen < 0 / i + Río eos ojí j 
(ver la figura 183) es tangente a C y su magnitud, la rapidez, 

|v| = Vr'. r' = Raí 

Elretw 


Reo 2 eos coi i - Ru) 2 


sen (ot j 


Se observa que hay una aceleración de magnitud constante lal = n>Vl - r,*i> i ■ 

la aceleración centrípeta Resulta del h^h a , ' r ‘ hacia el ongen. A a se le llama 

una razón constante. La fuerza centrípeta es lamía deÍ “ 0 ^“" 

ama a uerza centrífuga y las dos fuerzas están en equilibrio en cada instante del movimiento. | 



Figura 183. Aceleración centrípeta. 


Aceleración tangencial y aceleración normal 

M-ll d Z "X ú‘'i í" S" ? ca "! t,i0 “ cl ,i ' mpo de v - En " ejempi ° 1 » 

a C. De hecho, al aplicar la regla de la cadena a (1) se tiene 

v(í) = * = ** = u(s) ± 
dt dsdt U{S) dt ’ 

donde u(s) - dr/ds es el vector tangente unitario de C (sección 8 5) y al derivar He 
nuevo esta expresión, ’ y ’ a aenvar de 


,. d\ 
a(f) = — = 


— = - (»( r \ _ da íds \ 2 d 2 s 

dt dt ( (í) dt) ~Ts{jt) + U(S) Tfl 


( 4 ) 
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Ahora u(s) es tangente a C y de longitud constante (uno), por lo que dufds es per¬ 
pendicular a u(s) (recuérdese el ejemplo 4 de la sección 8.4). Por tanto (4) es una 
descomposición del vector aceleración en su componente normal (du/ds)(dsldt) 2 , (lla¬ 
mada aceleración normal, y su componente tangencial u (s)d í s/dt 2 } llamada la acele¬ 
ración tangencial. (A continuación se presentan ejemplos.) A partir de lo anterior se 
observa que si y sólo si la aceleración normal es cero, |a| es igual a la razón de cambio en 
el tiempo de |v| = ds/dt (excepto por el signo), ya que se tiene entonces |a| = |u(^)||úp5/úfr 2 | 
= \cPsídt 2 \ por (4). 

EJEMPLO 2 Aceleración de Coriolis 9 

* 

Una partícula P se mueve en un disco hacia el borde, siendo el vector de posición 

(5) r (t) = tb 

donde b es un vector unitario que gira junto con el disco con rapidez angular constante co en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figura 184). Encontrar la aceleración a de P . 

Solución. Debido a la rotación, b es de la forma 

(6) b (t) = eos o)t\ + senatfj. 

Al derivar (5) con respecto a ri se obtiene la velocidad 

(7) v = r' = b + ib'. 

Evidentemente, b es la velocidad de P con referencia al disco y /b'es la velocidad adicional debida a la 
rotación. Al derivar otra vez, se obtiene la aceleración 

(8) a = v' = 2b' + fb". 

En el último término de (8) se tiene b" = - ftfb, como se establece al derivar (6). Por tanto, esta acelera¬ 
ción tb” se encuentra dirigida hacia el centro del disco y por el ejemplo 1 se observa que se trata de la 
aceleración centrípeta debida a la rotación. De hecho, la distancia de P al centro es igual a /, que, por lo 
tanto, desempeña el papel de R en el ejemplo 1. 

El término más interesante y probablemente no esperado de (8) es 2b', la llamada aceleración de 
Coriolis, que resulta de la interacción de la rotación del disco y el movimiento de P en el disco. Tiene la 
dirección de b'; es decir, es tangencial al borde del disco y, con referencia al sistema fijo de coordenadas 
x y, apunta en la dirección de la rotación. Si P fuera una persona de masa m 0 que camina en el disco de 
acuerdo con (5), entonces P sentiría una fuerza -2/w u b' en la dirección opuesta, es decir, en contra del 
sentido de la rotación. I 



Figura 184. Movimiento en el ejemplo 2. 


9 GUSTAVE GASPARD CORIOLIS (1792-1843), ingeniero francés, quien realizó investigaciones en 
mecánica. 
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EJEMPLO 3 Superposición de dos rotaciones, aceleración de Coriolis 

Encontrar la aceleración de un proyectil P que se mueve a lo largo de un “meridiano” M de una esfera en 
rotación (por ejemplo, la superficie de nuestro planeta) con una rapidez constante con respecto a la esfera, 
que el cual también gira con una rapidez angular constante. 

Solución, El movimiento de P sobre M puede describirse en la forma 

(9) r(f) = R eos yt b + R sen yt k 

donde R es el radio de la esfera, y (> 0) es la rapidez angular de P sobre A/, b es un vector unitario 

horizontal en el plano de M (figura 185) y k es el vector unitario en la dirección z positiva. Puesto que b 
gira junto con la esfera, es de la forma 

(10) b = eos iút i + señoi/j 

donde Q) (> 0) es la rapidez angular de la esfera e i y j son los vectores unitarios en las direcciones x y y 
positivas, que están fijas en el espacio. Al derivar (9) se obtiene la velocidad 

(H) v = r' = R eos yt b' - yR sen yt b + yR eos yt k. 

AI derivar otra vez con respecto a t se obtiene la aceleración 

(12) a = v - R eos yt b" - 2 yR sen yt b' - y 2 R eos yt b - y 2 R senyí k, 
donde, por (10), 

b' - - o) sen <ot i + cu eos cot j, 

b" = - (o 2 eos ü>t i - ü) 2 sen <ot j = - w 2 b. 

Por (9) se observa que la suma de los dos últimos términos de (12) es igual a -f r y (12) queda 

(13) a = — <w 2 /? eos yt b — 2 yR senyf b* — y 2 r. 

El primer término del segundo miembro es la aceleración centrípeta producida por la rotación de la esfera 
y el último término es la aceleración centrípeta resultante de la rotación de P sobre M. El segundo término 
es la aceleración de Coriolis 

(14) a c = -2 yR senyf b\ 

En el “hemisferio Norte”, sen yt > 0 [ver (9)] y debido al signo menos, a c tiene la dirección contraria a b', 
es decir, tangencial a la superficie de la esfera, perpendicular a M y opuesta a la rotación de la esfera. Su 



Figura 185. Superposición de dos rotaciones. 
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magnitud 2y R ¡sen y/| o) es máxima en el ‘"polo Norte" y cero en el Ecuador. Si el proyectil P tiene masa m 0 , 
experimenta una fuerza opuesta a m () a ; esta fuerza es muy parecida a la del ejemplo 2. Esta fuerza tiende 
a hacer que el proyectil se desvíe hacia la derecha de la trayectoria AL En el “hemisferio Sur", senyr < 0 y esa 
fuerza actúa en la dirección opuesta, tendiendo a hacer que el proyectil se desvíe a la izquierda de AL Este efecto 
puede observarse con relación a misiles, cohetes y obuses. Las corrientes de aire que se dirigen hacia una zona 
de baja presión también manifiestan estas desviaciones. I 


Problemas de la sección 8.6 


Sea r(/) el vector de posición de una partícula en movimiento donde t (> 0) es el tiempo. 
Describir la forma geométrica de la trayectoria y encontrar el vector velocidad, la rapidez y el 
vector aceleración. 


1. r (/) 
3. r(/) 
5. r(/) 
7. r(/) 
9. r(/) 


3/i 

2. 

r(/) = 4/i - 4/j + 2/k 

4/ 2 k 

4. 

r(r) = (1 + / 3 )i + 2t 3 j + (2 - / 3 )k 

3 eos 2/ i + 3 sen 2/ j 

6. 

r(/) = eos / i + sen / j + /k 

e t\ + e -tj 

8. 

r(/) = eos / 2 i + sen / 2 j 

sen / j 

10. 

r(/) = 3 eos 2/ i + 2 sen 3/ j 


11. Encontrar el movimiento para el que el vector aceleración es constante. 

12. Obtener (3) a partir de v = w x r [(9), sección 8.3] por derivación. 

13. Encontrar (a) el vector velocidad v(/) y el vector aceleración a(/) del movimiento r(/) ~ 
sen t j, (b) los puntos en que v(/) - 0 y (c) los puntos en que |a(f)| es máximo. 

14. Encontrar la aceleración tangencial y la aceleración normal del movimiento dado por r(/) 
= f\ -t 2 j. 

15. Sea un movimiento que está dado por r(/) = eos / i + 2 sen / j. Encontrar la aceleración 
tangencial. 

16. En el problema 15, encontrar los puntos de rapidez y aceleración máxima y mínima (Primero 
hacer una conjetura.) 

17. (Cicloide) Trazar r(/) = (R sen ax + coRt) i + {R eos wt + /?)j, tomando R - 1 y (ú~ 1 . Esta 
curva, llamada cicloide , es la trayectoria que sigue un punto en el canto de un disco de 
radio R que rueda sin deslizamiento sobre el eje jc. Encontrar v y a en los valores y máxi¬ 
mo y mínimo de la curva. 

18. Encontrar la aceleración de Coriolis en el ejemplo 2 con r = t 1 b en lugar de (5). 

19. Encontrar la aceleración de la Tierra en dirección del Sol a partir de (3) y del hecho de que 
la Tierra gira alrededor del Sol en una órbita casi circular con una velocidad casi constante 
de 30 km/s. 


20. Encontrar la aceleración centrípeta de la Luna en dirección a la Tierra, suponiendo que la 
órbita de la Luna es una circunferencia con radio igual 239 000 millas = 3.85 * 10 8 metros 
y que el tiempo para efectuar una revolución completa es de 27.3 días = 2.36 * 10 6 segun¬ 
dos. 


21. (Satélite) Encontrar la velocidad de un satélite artificial de la Tierra que viaja a una altitud 
de 80 millas sobre la superficie terrestre donde g = 31 ft/s 2 . (El radio de la Tierra mide 
3 960 millas.) Sugerencia. Ver el ejemplo 1. 

22. Un satélite se mueve en una órbita circular a 450 millas de la superficie de la Tierra y 
completa una revolución en 100 minutos. Encontrar la aceleración de la gravedad en la 
órbita a partir de estos datos y del radio de la Tierra (3 960 millas). 
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8.7 CURVATURA Y TORSIÓN DE UNA CURVA. OPCIONAL 


Acompañada de la sección 8.5, la presente sección establece los fundamentos de la 
teoría de las curvas en el espacio, pero el material incluido aquí no se usará más 
adelante, por lo que esta sección es opcional. 

La curvatura k(s) de una curva C, representada por r(s) con la longitud de arco 
s como parámetro, está definida por 


( 1 ) 


k(s) = |u'(s)| = 


r"(í)| 


(' = d/ds). 


Aquí u(s) es el vector tangente unitario de C (sección 8.5) y es necesario suponer que 
r(s) puede derivarse dos veces, de tal modo que r"(s) existe. 

Puesto que k es la longitud de la razón de cambio del vector tangente unitario de 
C con s, se observa que te mide la desviación de C con respecto a la tangente en cada 
punto de C. A continuación se presentan ejemplos así como en los problemas de la 
sección. Para parámetros generales t, la fórmula de la curvatura es complicada (pro¬ 
blema 2). 

Si tf» * 0 (y, en consecuencia, > 0), el vector unitario p(s) en la dirección de u'(s) es 


(2) 



(k>0) 


y se conoce como el vector normal unitario principal de C. Por el ejemplo 4 de la 
sección 8.4 se ve que p es perpendicular a u. El vector 


(3) 


b = u x p 


(k>0) 


se denomina vector binormal unitario de C. Por la definición de producto vectorial se 
sigue que u, p, b constituyen una terna derecha de vectores unitarios 
ortogonales(sección 8.3). Esta tema se llama el triedro de C en el punto bajo conside¬ 
ración (figura 186). Las tres rectas que pasan por ese punto en las direcciones de u, p, 


CQ > 



Figura 186. Triedro. 








522 


CÁLCULO DIFERENCIAL VECTORIAL GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROTACIONAL 


b se llaman la tangente, la normal principal y la binormal de C. La figura 186 muestra 
también los nombres de los tres planos generados por cada par de estos vectores. 


Torsión de una curva 

Para introducir la torsión t(s) de una curva C representada por r(s), se considera la 
derivada b r =db/ds del vector binormal unitario b de C. Se supone aquí que r(s) puede 
derivarse tres veces, de tal modo que b' existe. Si b'(-0 * 0, es perpendicular a b (ver 
el ejemplo 4 de la sección 8.4). Se demuestra a continuación que b' también es per¬ 
pendicular a u. De hecho, al derivar b • u = 0 se tiene b' * u + b • u' = 0; por tanto, b' 
• u = 0 ya que b * u'= (u x p) * Kjp = 0 por (3) y (2). Por consiguiente, b'es de la forma 
b' = ap donde a es un escalar. Se acostumbra hacer a = -r. Entonces 

(4) b' = -rp (k > 0). 

La función escalar r se llama la torsión de C. Al tomar el producto punto por p en 
ambos miembros de (4) se obtiene 

(5) | t(s) = -p(i)*b'(j). | 

Los conceptos que acaban de introducirse son básicos en la teoría y aplicación de 
curvas. Se ilustran con un ejemplo típico. En los problemas de la sección se presentan 
otras aplicaciones. 

EJEMPLO 1 Hélice circular. Círculo 

En el caso de la hélice circular (6) de la sección 8.5 se obtiene la longitud de arco s - t Ja 2 + c 2 ; ver el 
ejemplo 5 de la sección 8.5. Por tanto, la hélice puede representarse en la forma 

^ s s / - 

r(s) = a eos — i + a sen—j + c — k donde K - Va 2 + c 2 . 

K K K 

Se sigue que 


. . , asase 

U(í) = r (i) = - - sen- ' + ^ cos ^ J + ^ k 


, a s 

r ( v) = - ^2 eos - 


^sen-j 


I ni \ f~ii Tt & 
= |r | = Vr .r = 

I 


K 2 a 2 + c 2 


p(í) = ^ r " (i) = ■ co V' stn ? 


es es a 
brí) = u(s) x p (s) - — sen— ¡ - — eos — j + — k 


, eses 

b (s) = K* C0S K l + K* Sen jf j 


t(s) = -p(s).b'(j) = -rs 


K 2 a 2 + c 2 ' 
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Por lo tanto, la hélice circular tiene curvatura y torsión constantes. Si c > 0 (hélice derecha, ver la figura 
177 de la sección 8.5), entonces r> 0 y si c < 0 (hélice izquierda, figura 178), entonces T< 0. 

Si c = 0, se tiene una circunferencia de radio a y de las fórmulas se obtiene Va (por tanto la 
curvatura es el reciproco del radio) y r = 0; además, b(s) = k es constante, a saber, perpendicular al plano 
de la circunferencia (el plano xy). j 

Puesto que u, p y b son vectores linealmente independientes, cualquier vector en 
el espacio puede representarse como una combinación lineal de estos vectores. En 
consecuencia, si existen las derivadas u', p'y b', es posible representarlas de esta 
manera. Las fórmulas correspondientes son las llamadas fórmulas de Frenet 10 

(a) u' 

(6) (b) p' 

(c) b' 

La fórmula (6a) se sigue de (2) y (6c) es idéntica a (4). La deducción de (6b) tampoco 
es muy difícil y se deja al lector (problema 16). 

Lina curva se encuentra determinada de manera única (salvo por su posición en el 
espacio) si su curvatura ic(> 0) y su torsión r se prescriben como funciones continuas 
de longitud de arco y. (La demostración se encuentra en la referencia [B5] del apéndi¬ 
ce 1.) Por esta razón, a las expresiones r=tr(í)yt=i(s) se les llama ecuaciones 
naturales de una curva. Esto muestra asimismo porqué la curvatura y la torsión son 
básicas en la geometría diferencial de curvas en el espacio. 

Concluye así la discusión de las funciones vectoriales de una sola variable y su 
aplicación en la geometría y la mecánica. 


* 

= Kp 

— ku + rb 

= “ T P 


Problemas de la sección 8.7 


1. Demostrar que la curvatura de una circunferencia de radio a es igual a Va. 

2. Usando (1), demostrar que si una curva está representada por r(t), donde t es un parámetro 
cualquiera, entonces su curvatura es 


d') 


«(O = 


V(r'.r')(r".r") - (r'.r ") 2 
(r'.r'p 2 


3. Usando (10, demostrar que para una curva y=y{x) en el plano xy. 


\y |/(1 + y 2 ) 3/2 (y' = dyldx, etc.). 


Indicar qué clase de curva se representa y encontrar su curvatura usando ( 1 'J o (1")- 


4. r = a eos t i + b sen t j 

6. xy = 1 

8. r = cosh t i + senh t j 


5. y = x 2 

7. r = « eos ti -ha sen t j + c/k 
9. r = ti + / 3/2 j (t ^ 0) 


JEAN-FRÉDÉRIC FRENET (1816-1900), matemático francés. 
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Torsión de una curva 


10. Usando (3) y (5), demostrar que la torsión t(s) de una curva C: r(s) es 

(5') t(s) = (u p p') (k > 0). 

11. Usando (2), demostrar que (5 *) puede escribirse (' = dids , etc.) 

(5") t(s) = (r' r" r ,f )ÍK 2 (k > 0). 

12. Demostrar que si una curva C está representada por r(t), donde t es un parámetro cual¬ 
quiera, entonces (5 ") queda como (' - d¡dt , etc.) 


(5"') 


r(t) = 


(r r" r'") 


(r'.r')(r''.r") - (r'.r") 2 


(k > 0). 


13. Demostrar que la torsión de una curva plana (con K> 0) es una identidad con cero. 

14. Encontrar la torsión de la hélice r(f) = a eos t i + a sen tj + cfk. Usar (5'"). Comparar el 
resultado con el ejemplo 1. 

15. Encontrar la torsión de la curva C: r(/) = ri + + Pk (que es parecida a la curva de la 

figura 186). 

16. Demostrar la fórmula de Frenet (6b). Sugerencia. Empezar derivando p = bxu. 


8.8 REPASO DE CÁLCULO EN VARIAS VARIABLES. OPCIONAL 

De las funciones vectoriales de una sola variable se abordan ahora a las 'funciones 
vectoriales de varias variables, empezando con un repaso del cálculo. El estudiante 
deberá pasar a la siguiente sección y consultar este material sólo en caso de ser 
necesario . (Esta breve sección se incluye a fin de mantener la autonomía del libro. 
Para las derivadas parciales, ver el apéndice 3.) 


Regla de la cadena 

Teorema 1 (Regla de la cadena) 

i Sea w =flx, y , z) continua y con primeras derivadas parciales continuas en un domi- 
nio u D en el espacio xyz. Sean x = x(u , v), y - y(u , v), z = z(u , v) funciones que son 
continuas y con primeras derivadas parciales en un dominio B en el plano uv, donde 
B es tal que para todo punto (w, v) de B, el punto correspondiente [x(w, v), y(u , v), 
z(w, v)] está en D. Entonces la función 


w = f(x(u, v), y(u, v), z(u, v )) 


11 Un dominio D es un conjunto abierto de puntos conectados, donde “conectados” significa que dos 
puntos cualesquiera de D pueden unirse por medio de una línea quebrada con un número finito de 
segmentos lineales cuyos puntos pertenecen en su totalidad a D y “abierto” significa que todo punto P 
de D tiene una vecindad (una pequeña bola con centro en P) cuyos puntos pertenecen en su totalidad a 
D. Por ejemplo, el interior de un cubo o de un elipsoide (el sólido sin la superficie que lo delimita) es un 
dominio. 
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está definida en B, tiene primeras derivadas con respecto a uy v en B, y 


( 1 ) 


dw = dw dx + dw dy dw dz 

du dx du dy du + ~dz dü ’ 

dw _ dwdx dwty dw s z 

do dx dv dy do + dz do ' 


Casos especiales de interés práctico 

S*w-fix,y)yx = x(u, v), y = y(u, v) como anteriormente, entonces (1) queda como 


( 2 ) 


dw ~ dw dx dw dy 
du dx du dy du ’ 
dw ^ dw dx dw dy 
do dx do dy do ' 


S,M ' fix,y, z)yx x(t), y—y(t), z — z(t), entonces de (1) se obtiene 


dw _ dwdx ^ dw dy dw dz 
dt dx dt dy dt + ~dz ~dt 


Si w fix, y) y x x(t), y -y(t), entonces (3) se reduce a 


(4) 


dw dwdx dw dy 
dt dx dt dy dt 


Por último, del caso más simple w =fix), x = x(t) se obtiene 


(5) 


dw ^ dw dx 
dt dx dt 


EJEMPLO 1 Regla de la cadena 


Si w - x 2 -f y se definen las coordenadas 
obtiene 


polares r, 9 por x - r eos 9, y = r sen 9, entonces de (2) se 


dw 

~ = 2x eos $ - 2 y sene = 2 r eos 2 9 - 2rsen 2 9 = 2r eos 29 , 
dw 

— = 2x{-r sen#) - 2v(r eos 9) 


- ~2r 2 eos 9 sen 9 - 2r 2 sen 9 eos 9 = -2r 2 sen 2 9. 


I 
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Teorema del valor medio 

Teorema 2 (Teorema del valor medio) 

Seaj{x , y , z) continua y con primeras derivadas parciales continuas en un dominio D 
en el espacio xyz. Sean P Q ; (x Q , y Q , z ( ) y P: (x {) + /?, y 0 + k,z Q + [) puntos de D tales que 
el segmento de recta P Q P que une estos puntos está en su totalidad en D. Entonces 

f(x 0 + h,y 0 + k, z 0 + 0 — f(x 0 , y 0 , zj = h ^ + k ^ 


con las derivadas parciales evaluadas en un punto adecuado de dicho segmento. 

Casos especiales 

Para una funciónX* ? >’) de dos variables (que satisfacen los supuestos del teorema), la 
fórmula (6) se reduce a (figura 187) 


(7) 



y para una funciónX*) de una sola variable, (6) queda como 


( 8 ) 


/Oc 0 + h) - f(x 0 ) 



donde el dominio D en (8) es un segmento del eje jc y la derivada se toma en un punto 
adecuado entre jc 0 y jc 0 + h. 



Figura 187. Teorema del valor medio para una función 
de dos variables [fórmula (7)]. 

Problemas de la sección 8.8 

Encontrar dw/dt usando (3) o (4) y comprobar el resultado por sustitución y derivación, donde 

1. w - \/x 2 + y 2 , x = e l , y — sen t 

2* w — xíy, x = g(th y = h(t) 

3. ve = x y , x = eos /, y = sen t 

4. w = xy + yz + zx, x = t, y - eos t, z ~ sen t 

5. w = (x + y)/(y + z), jc = e ( , y = e 2t , z = e~ l 
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Encontrar dw/du y dwídv , donde 

6. w = x 2 4- y 2 , x = u + v, y = u - v 

7. w = xy, x = e u eos u, y = e u sen i? 

8 . w = x A - 4x 2 y 2 + y 4 , x = uv, y = uiv 

9. w = \{x 2 + y 2 + z 2 / 1 , x = u 2 + i? 2 , y = u 2 - u 2 , z = 2 uv 

10. (Derivadas parciales sobre una superficie) Sea w =/x,y, z) y sea que z = #(*,>>) repre¬ 
senta una superficie S en el espacio. Entonces sobre S la función queda 

w(x, y) = f[x, y, g(x, y)]. 

Demostrar que sus derivadas parciales se obtienen con 


dw = d¿ d¿dg 
dx dx dz dx 


dw = df d¿ dg 
dy dy dz dy 


[z = g(x, y)]. 


Aplicar lo anterior a/- x 3 + y 3 + z 2 , g = x 2 + y 2 y comprobar el resultado por sustitución y 
derivación directa. 


8.9 GRADIENTE DE UN CAMPO ESCALAR. 

DERIVADA DIRECCIONAL 

Se verá que en las aplicaciones es frecuente la presencia de campos vectoriales que 
tienen la ventaja de que pueden obtenerse a partir de campos escalares, cuyo manejo 
es, desde luego, más sencillo. Esta relación entre los dos tipos de campos se consigue 
mediante el “gradiente”, el cual es, por consiguiente, de gran importancia. 

Gradiente. Para una función escalar/x, y , z) dada el gradiente grad/de/es la fun¬ 
ción vectorial definida por 


(1*) 


grad / = j- i + j- j + 
dx dy 



Es necesario suponer aquí que/es derivable. Es frecuente, en particular entre físicos 
e ingenieros, introducir el operador diferencial 


( 2 ) 



(léase nabla o “¿fe/”) y escribir 


( 1 ) 


grad / = V/ = j- i + y j 

dx dy 



Por ejemplo, el gradiente de/x,>>, z) = 2x +;~ - 3>- es grad/= V/= 2i + (z - 6y)j +yk. 
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Más adelante se demostrará que grad/es un vector; es decir, aun cuando en (1) se 
define en términos de componentes, tiene una longitud y una dirección que es indepen¬ 
diente de la elección particular de las coordenadas cartesianas. Pero antes se explora la 
manera en que el gradiente se relaciona con la razón de cambio de/en varias direcciones. 
En las direcciones de los tres ejes de coordenadas, esta razón está dada por las derivadas 
parciales, como se sabe por cálculo elemental. La idea de hacer una generalización para 
direcciones arbitrarias parece natural y lleva al concepto de derivada direccional. 


Derivada direccional 

La razón de cambio de/en cualquier punto P én cualquier dirección fija dada por un 
vector b se define como en cálculo elemental; se denota por DJ o dflds , se le llama la 
derivada direccional defenP en la dirección de b y se define por (ver la figura 188) 

^ 3 ) q j _ df_ = jí m /(0 ~ /(**) (5 ~ distancia entre P y 0, 

b ds s _ 0 i 


donde Q es un punto variable sobre el rayo C en la dirección de b como en la figura 188. 

La siguiente idea es usar las coordenadas cartesianas xyz y para b un vector uni¬ 
tario. Entonces el rayo C está dado por 

(4) rts) = x(s) i + y(s)j + zC?)k = p 0 + sb (s ^ 0, |b| = 1) 


(p es el vector de posición de P) y ahora (3) indica que 0^/= dflds es la derivada de 
la función /jc(s), y(s ), z(s)) con respecto a la longitud de arco 5 de C. Por tanto, al 
suponer que/tiene derivadas parciales continuas y aplicando la regla de la cadena 
[fórmula (3) de la sección anterior], se obtiene 


(5) 




d/ * . df 

+ —y H- 

dy dz 


t 

z 


donde las primas denotan derivadas con respecto a s (las cuales se toman en s = 0). 
Pero aquí r' = x r i + y 'j + zlí = b por (4) y se observa que (5) es simplemente ei 
producto interior de b y grad/[ver (2), sección 8.2]; por tanto 


(|b| = 1). 


( 6 ) 




Figura 188. Derivada direccional. 
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¡Atención! Si la dirección está dada por un vector a con una longitud cualquiera (* 0) 
entonces 


( 6 ') 



j-ra.grad /. 
1*1 


EJEMPLO 1 Gradiente. Derivada dlreccional 

Encontrar la derivada dlreccional de.A*. y,z) = 2jr + 3y ^ en el punto P (2, 1,3) en la dirección del 
vector a = i - 2k. 

* 

Solución. Se obtiene 

grad / = 4*i + 6>j + 2zk, y en P. grad f = 8i + 6j + 6k. 

A partir de esta expresión y de (6 \ 

D ¿ = ^ (« - 2k).(W + 6j + 6k) = 8 V - 2 ' 6 - - ^ - -1.789. 

El signo menos indica que f decrece en P en la dirección de a. ■ 


El gradiente caracteriza el incremento máximo 

Teorema 1 (Gradiente, incremento máximo) 

$ ea ÁP) Á X ' y> -) una función escalar con primeras derivadas parciales continuas. 
Entonces grad / existe y su longitud y dirección son independientes de la elección 
particular de las coordenadas cartesianas en el espacio. Si en un punto P el gradiente 
de fes diferente del vector cero, tiene la dirección del incremento máximo def en P. 

Demostración. Por (6) y la definición de producto interior [(I) de la sección 8.2] se 
tiene 

^ = M |grad f\ eos y = |grad /| eos y, 

donde y es el ángulo entre b y grad/ Ahora/es una función escalar. Por tanto, su 
valor en un punto P depende de P pero no de la elección particular de las coordena¬ 
das. Lo mismo se cumple para la longitud de arco j del rayo C (ver la figura 188) y 
por consiguiente, también para DJ. Ahora (7) indica que £>/es máxima cuando eos 
Y 1. Y ~ 0, y entonces Df= |grad_/f. Se concluye que la longitud y la dirección de 
grad/son independientes de las coordenadas. Puesto que J> = 0 si y sólo si b tiene la 
dirección de grad f esta última es la dirección del incremento máximo de/en P 
siempre que grad/* 0 en P. m 


El gradiente como vector normal a una superficie 

Otro uso básico del gradiente ocurre en relación con las superficies S en el espacio 
dadas por 


(8) 


f(x> y» z) — c = const , 
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como sigue. Se recuerda que una curva C en el espacio puede darse por 

(9) r(/) = x(t)i + y(t)j + z(/)k [ver (1), sección 8.5], 

Ahora bien, si se quiere que C esté sobre S, sus componentes deben satisfacer (8); por 
tanto 

(10) f(x(í), y(0, z(t)) = c. 

* 

Un vector tangente de C es [ver (7), sección 8.5]* 

r'(f) = x'(t) i + y'(t}j + z(t) k. 

Si C está sobre S, este vector es tangente a S. En un punto fijo P de S, estos vectores 
tangentes de todas las curvas en S que pasan por P por lo general formarán un plano 
llamado el plano tangente de S en P (figura 189). Su normal (la recta que pasa por P 
y es perpendicular al plano tangente) se llama la normal a la superficie de S en P y a 
un vector paralelo a ella se le llama vector normal a la superficie de S en P. Ahora 
bien, si se deriva (10) con respecto a /, por la regla de la cadena se obtiene 

✓ 11 \ df f df f df t f 

(,l) Yx x + ^>' + T Z Z =<* rad «- r 


lo que implica la ortogonalidad de grad/y de todos los vectores r'en el plano tangen¬ 
te. El resultado es (ver la figura 189) 



Figura 189. El gradiente como vector normal 
a una superficie. 


Teorema 2 (El gradiente como vector normal a una superficie) 

Sea f una función escalar derivable que representa una superficie S: f(x, y, z) = c — 
const , como se indica en (8). Entonces si el gradiente de f en un punto P de S es * 
diferente del vector cero , es un vector normal de S en P 


Comentario. Las superficies dadas por (8) con varios valores de c se llaman las 
superficies de nivel de la función escalar/ 
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EJEMPLO 2 El gradiente como vector normal a una superficie 

Encontrar un vector normal unitario n del cono de revolución z 2 = 4(j^ + y 1 ) en el punto P: (1, 0,2). 
Solución. El cono es la superficie de nivel /-O dey(x, y , z) = 4(j^ + y*) - z 2 . Por tanto 

grad / = 8*i + 8yj - 2zk yen/>, grad / = 8i - 4k. 

En consecuencia, por el teorema 2, un vector normal unitario del cono en P es 

" = ¡i^d/í grad J = \7! ¡ k (Figura 190) 

y el otro es -n. , | 



Figura 190. Cono y vector normal unitario n. 

Campos vectoriales que son gradientes 
de un campo escalar (“potenciar’) 

En general, los campos escalares son más fáciles de manejar que los campos vectoriales. 
Algunas funciones vectoriales \(P) tienen la ventaja de que pueden obtenerse como el 
gradiente de una función escalar// 5 ). Entonces a esta última se le llama función po¬ 
tencial o potencia] de \(P) y a \(P) se le llama conservativa ya que en un campo 
vectorial como éste la energía se conserva; es decir, no se pierde (ni se gana) energía 
al desplazar un cuerpo (o una carga en el caso de un campo eléctrico) de un punto P a 
otro punto del campo y de regreso a P. Esto se demuestra en la sección 9.2. Para 
obtener una primera impresión de este método para manejar campos vectoriales se 
considera un importante ejemplo. 

EJEMPLO 3 Campo gravitacional. Ecuación de Laplace 

En el ejemplo 3 de la sección 8.4 se vio que, por la ley de la gravitación de Newton, la fuerza de atracción 
entre dos partículas es 



donde 
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es la distancia entre las dos partículas y c es una constante. Dado que 

d /1\ _ 2{x - x 0 ) _ 

<13a) ¡í W “ " 2[(x - v 2 + (y- V 2 + (z - Z 0 ) 2 1 3 ' 2 


y, de manera análoga. 


5 © 


y - Te 

.3 


se observa que p es el gradiente de la función escalar 


/(*, y, z) 


(r > 0); 


por tanto,/es un potencial de ese campo gravitacional (y otros potenciales son/+ k con k constante). 

Además, en seguida se demuestra que/satisface la ecuación diferencial parcial más importante de la 
física, la llamada ecuación de Laplace 

r¡2/ d 2 f ^ en _. 

(14) + ^ + a? “ °- 


De hecho, para establecer esta expresión basta con derivar (13), 


5©- 


1 , 3(x - x Q ) 2 d 2 (\ 

o "r c * , .oí 


dy 2 \r 


d 2 /1\ 1 3(z - z 0 ) : 

n 1 I — o "í" C 


¿ , 3(y - y Q V 

r 3 r 5 


dz* \r 


y después sumar estas tres expresiones, observando que la suma de los segundos miembros es cero, por lo 
que se llega a (14). 

En (14), la expresión del primer miembro se llama el laplaciano de/y se denota por V 2 /o A/. El 
operador diferencial 

d 2 d 2 d 2 


V 2 = A * + Íl + f- 


dx 2 dy 2 dz 2 


(léase “nabla al cuadrado” o “delta”) se llama el operador de Laplace. Usando este operador (14) puede 
escribirse en la forma 

v 2 / = o. 

Puede demostrarse que el campo de fuerzas producido por cualquier distribución de masas está dado 
por una función vectorial que es el gradiente de una función escalar fy que/satisface (14) en cualquier 
región del espacio en la que no exista materia. 

En la física hay otras leyes que tienen la misma forma que la ley de la gravitación de Newton. Por 
ejemplo, en electrostática la fuerza de atracción (o repulsión) entre dos partículas de cargas opuestas (o 
iguales) Q y Q, es 




(Ley de Coulomb 12 ) 


donde k = Q } QJ4ne, y e es la constante dieléctrica. Por tanto, p es el gradiente del potencial/= -klr y f 
satisface (14) cuando r > 0. 

La ecuación de Laplace se discutirá en detalle en los capítulos 11 y 17. I 


12 CHARLES AUGUSTÍN DE COULOMB (1736-1806). físico e ingeniero francés. La ley de Coulomb 
se estableció a partir de mediciones sumamente precisas realizadas por su autor. 
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Problemas de la sección 8.9 


Gradiente, (a) Encontrar el gradiente Vf (b) Graficar algunas curvas de nivel/= consí e 
indicar V/con flechas en algunos puntos de estas curvas. 


+ 

(M 

* 

íl II 

2. f = x 2 + y 2 

5. f = x/y 

3. f = x 2 - y 2 

6. / = are tan (y/x) 

Encontrar el gradiente V/ donde/es igual a 


7. e x sen y 

10. sen x senh y 

13. ij{x 2 + y 2 ) 

8 . .v 2 + 3y 2 - 2z 2 

11. (x 2 + y 2 + z 2 )- 1/2 

14. sen Iry 

9. | ln (x 2 + y 2 ) 

12. yz + zx + xy 

15. (y 2 - z 2 )/(y 2 + z 2 ) 

Encontrar un potencial/del campo vectorial dado por 



16. x\ + yj - k 17. i - j + k 

18. 6xi - 4yj + 2zk 19. e xy( y \ + x j) 

20. (x + y)(i + j) 21. Cri + yi)l(x 2 + y 2 ) 

22. U 2 + y 2 + z 2 )~ 3/2 (xi + yj + zk) 23. y^i - xy~ 2 i + zk 

Fórmulas para el gradiente. Suponiendo que puede derivarse un número suficiente de veces 
demostrar que 

24- V(fg) = fVg + gVf 25. V(/ n ) = nf n ~ 1 Vf 

26. V(f/g) = (I/g 2 )(gVf - fVg) 27. V 2 (fg) = gV 2 f + IVf.Vg + fV 2 g 

28. Resolver los problemas 14 y 15 con las fórmulas de los problemas 24 y 26. 

Derivada direccional. Encontrar la derivada direccional de/ en P en la dirección de a, donde 


29 . f = x - y, P ; (4, 5), a = 2¡ + j 

30. f = X 2 - y 2 , P: (2, 3), a = i + j 

31. / = x 2 + y 2 , P. (|, 2), a = i - j 

32. / = * 2 + y 2 + z 2 , P:(l,2, 3), a = i+j 

33. f = x 2 + y 2 + z 2 , P: (2, 2, 2), a = i + 2j - 3k 

34- f = 1/V* 2 + y 2 + z 2 , P: (3, 0, 4), a = i + j + k 

35. f = e x eos y, P: (2, tt, 0), a = 2i + 3k 

36. / = xy + 10, /*: (1, 1, -3), a = i - j + 7k 

37. / = xyz, P:(- 1,1,3), a = i - 2j + 2k 

38. / = ln (x 2 + y 2 ), p. (4, 0), a = i - j 

Algunas aplicaciones. Encontrar un vector normal unitario a la curva dada en el plano xv o en 
la superficie en el espacio en el punto P dado. 


39. y = %x - §, P : (2, 2) 

41. x 2 + y 2 = 100, P. (6, 8) 
43. 4.* 2 + 9y 2 = 36 , P: (0, 2) 
45. z = Vjt 2 + y 2 , p : (3, 4, 5) 


40. y = 2* 2 , P: (2, 8) 

42. x 2 - y 2 = |, p : (2, V3) 

44. ax + by + cz + d = 0, /’arbitraria 
46 . z = xy, P: (2, -1, -2) 


47. (Flujo de calor) En un campo de temperaturas, el calor fluye en la dirección del decremento 
máximo de la temperatura T. Encontrar su dirección en P: (2, 1) cuando T=x 3 - 3 xy 1 . 

48. Repetir el problema 47 con T= Ax 1 + y 2 - 5: 2 y p.( , _2, t )• 
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49. Si en una montaña la elevación sobre el nivel del mar es z(x , y) = l 500 - 3x 2 - 5y 
[metros], ¿cuál es la dirección de la cuesta más pronunciada en P: (-0.2, 0.1)? 

50. (Campo eléctrico) Si el potencial entre dos cilindros concéntricos es V(x,y) = 110 + 30 In 
(* 2 + y 2 ) [volts], ¿cuál es la dirección de la fuerza eléctrica (el gradiente) en P: (2, 5)? 
Demostrar que V 2 V - 0. 


8.10 DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL 


El cálculo vectorial debe gran parte de su importancia en la ingeniería y la física al 
gradiente, la divergencia y el rotacional. Habiéndose discutido el gradiente, se trata a 
continuación la divergencia. El rotacional se discute en la sección 8.11. 

Sea v(x,y, z) una función vectorial derivable, donde x, y, z son coordenadas cartesianas, 
y sean v p v 2 , v 3 las componentes de v. Entonces a la función 


( 1 ) 


dü 1 

div v = — 

dv 2 

dv 3 

+ - 

+ - 

dx 

dy 

dz 


se le llama la divergencia de v o la divergencia del campo vectorial definido por v. 
Otra notación común para la divergencia es V • v, 


div v = V*v 


d 

— i 

dJt 



• (v x \ + v 2 i + r> 3 k) 


dü ! dr>9 dün 

—- + —- + — ^ , 

dx 3y dz 


en la inteligencia de que el “producto” (3/3 x)v¡ en el producto punto indica la derivada 
parcial 3vy3x, etc. Esta es una notación conveniente pero nada más. Obsérvese que V • v 
indica el escalar div v, en tanto que V/indica el vector grad'/defmido en la sección 8.9. 
Por ejemplo, si 

v = 3 jczí + 2xyj - yz 2 k, entonces div v - 3z + 2x - 2yz . 


Se verá más adelante que la divergencia posee una importante interpretación física. 
Evidentemente, los valores de una función que caracteriza una propiedad física o geométrica 
deben ser independientes de la elección particular de las coordenadas; es decir, dichos 
valores deben ser invariantes con respecto a las transformaciones de coordenadas. 


Teorema 1 (Invariancia de la divergencia) 

Los valores de div v dependen únicamente de los puntos en el espacio (y, desde 
luego , de \) pero no de la elección particular de las coordenadas en (1), por lo que 
con respecto a otras coordenadas cartesianas x*, y*, z* y las componentes corres¬ 
pondientes v,*, V 2 *, V 3 de v la función div v está dada por 


div v 


düj* dü 2 * 

dJC* + dy* + dz* 


( 2 ) 
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En el apéndice 4 se presenta una demostración y en la sección 9.8 se da una 
segunda demostración (que requiere de integrales). Ahora se procederá a la tarea más 
inmediata de adquirir una idea del significado de la divergencia. 

Si./í'X'i.Vi -) es una función escalar que puede derivarse dos veces, entonces 


y por (I), 


grad/ = + i£j + 

dx dy j dz 


div (grad /) 


dx 2 dy 2 dz 2 ' 


La expresión del segundo miembro es el laplaciano de/(ver la sección 8.9). Por tanto. 


(3) 


div (grad f) = V 2 /. 


EJEMPLO 1 Fuerza gravitacional 

La fuerza gravitacional p del ejemplo 3, sección 8.9, es el gradiente de la función escalar^, y. r) = c/r, 
que satisface la ecuación de Laplace Vy= 0. De acuerdo con (3), esto significa que div p = 0 (r > 0). I 

El ejemplo siguiente, tomado de la hidrodinámica, pone de manifiesto el signifi¬ 
cado físico de la divergencia de un campo vectorial (y se ampliará el tema en la sec¬ 
ción 9.8 cuando se haya establecido el llamado teorema de divergencia de Gauss). 

EJEMPLO 2 Movimiento de un fluido compresible. Significado de la divergencia 

Se considera el movimiento de un fluido en una región R que no tiene fuentes ni sumideros en ella, es 
decir, sin puntos en los que se produzca o desaparezca el fluido. El concepto de estado fluido incluye 
también gases y vapores. Los fluidos en el sentido restringido, o líquidos, poseen una compresibilidad re¬ 
ducida que puede omitirse en muchos problemas. Los gases y los vapores tienen un compresibilidad 
grande, es decir, su densidad p (- masa por unidad de volumen) depende de las coordenadas * y z en el 
espacio (y puede depender del tiempo t). Se supone que el fluido bajo consideración es compresible. 

Se considera el flujo por un pequeño paralelepípedo rectangular W de dimensiones 1 ’ Ax, Ay, Az con 
aristas paralelas a los ejes de coordenadas (figura 191). W tiene el volumen A V = Ax Ay Az. Sea 

v = [Oj, n 2 , o 3 | = Oji + ujjj + v 3 k 



Figura 191. Interpretación física de la divergencia. 

1 ' Es común indicar las cantidades pequeñas por A; esto, desde luego, nada tiene que ver con el laplaciano. 
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el vector velocidad del movimiento. Se hace 

(4) u — pv — [u v u 2 , w 3 ] = u l i + u 2 j + w 3 k 

y se supone que u y v son funciones vectoriales derivables continuamente de x, y, z y t. Se calcula el 
cambio en la masa incluida en W considerando el flujo a través de la frontera, es decir, la pérdida de masa 
total que sale de W por unidad de tiempo. Considérese el flujo por la cara izquierda de W, cuya área es Ax Az. 
Las componentes v ] y de v son paralelas a dicha cara y no contribuyen en absoluto a ese flujo y, en 
consecuencia, la masa de fluido que entra por esa cara durante un pequeño intervalo de tiempo Ai está 
dada de manera aproximada por 

(po 2 ) y Ax Az Ai = (u£ y Ax Az A/, 

donde e! subíndice y indica que esta expresión se refiere a la cara izquierda La masa de fluido que sale del 
paralelepípedo W por la cara opuesta durante el mismo intervalo de tiempo es aproximadamente {u,) v+ A> Ax Az A/, 
donde el subíndice y + A y indica que esta expresión se refiere a la cara derecha La diferencia 

A « 2 

A « 2 Ax Az A/ = — AV A/ [Aw 2 = (u 2 ) y + Ay - (« 2 ) y ] 

es la pérdida aproximada de masa. Se obtienen dos expresiones similares al considerar los otros dos pares 
de caras paralelas de W. Si se suman estas tres expresiones, se encuentra que la pérdida total de masa en W 
durante el intervalo de tiempo A/ es aproximadamente 


donde 


/Au l Aí ¿2 
^ Ax Ay 



AV A/, 


Aui = (« 1 ) I+iI - («!>! y Aí/ 3 = (« 3 ) 2+i2 - (U 3 ) r 


Esta pérdida de masa en ÍVes causada por la razón de cambio con el tiempo de la densidad y, por tanto, es 
igual a 


— AV A/. 
di 


Al igualar ambas expresiones, dividir la ecuación resultante entre AV Ai y al hacer que Ax, Ay, Az y A/ 
tiendan a cero, se obtiene 

dp 

div u = div (pv) = - — 
dt 

O 


( 5 ) — + div (pv) = 0 . 

Esta importante relación se llama la condición para la conservación de la masa o ecuación de continui¬ 
dad del flujo de un fluido compresible . 

Si el flujo es estacionario, es decir, independiente del tiempo, entonces ópibt = 0 y la ecuación de 
continuidad es 

( 6 ) div (pv) = 0 . 

Si la densidad p is constante, por lo tanto el fluido is incompresible, entonces la ecuación ( 6 ) es 

( 7 ) div v = 0 . 

Esta relación se conoce como la condición de incompresibilidad. Expresa el hecho de que el balance final del 
flujo de entrada y el de salida para un volumen dado es cero en cualquier momento. Desde luego, el supuesto de 
que el flujo no tiene fuentes ni sumideros en R es esencial para la argumentación presentada. I 
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Comentario. El teorema de divergencia de Gauss, un teorema integral en el que 
interviene la divergencia, se presenta en el capítulo siguiente (sección 9.7). 


Problemas de la sección 8.10 

Encontrar la divergencia de las siguientes funciones vectoriales. 

1. xi + yj + zk 2. yzi + zxj + xyk 

3. y 2 e z \ + x 2 z 2 k 4. xyz(xi + yj + zk) 

5. eos x cosh y i + sen x senh y j 6. c _ry i + e~ yz j + e~ zx k 

7. x 2 yi + x 2 yj + y 2 zk 8. (x 2 + y 2 + z 2 ) _3/2 (xi + y j + zk) 

9. üjíy, z)i + v 2 (x, z) j 10. sen xy (i + j) - z eos xy k 


Encontrar V 2 /por (3). Comprobar el resultado por derivación directa. 


H. / - x 2 + 4y 2 + 9z 2 
13. / = are tan (y/x) 

15. f = xziy 


12. / = (x - y)/(x + y) 
14. / = ¿zv* 

16. / - sen x cosh y 


Encontrar grad (div v), donde v es igual a 

17. x 3 i + y 2 j + zk 18. z senh x i + y cosh z k 

19. x 2 i + y 2 j - 4z 2 k 20. e x \ + e y s + e z k 

Fórmula para la divergencia. Demostrar que 

21. div (¿v) ~ k div v (k constante) 22. div (/v) = / div v + v»V/ 

23. div (fVg) = fV 2 g + V/.V* 

24. div (fVg) - div (gVf) = fV 2 g - gV 2 f 

25. Comprobar la fórmula del problema 22 cuando/= y v = axi + óyj + czk. 

26. Obtener la respuesta del problema 8 a partir de la fórmula del problema 22. 

27. Comprobar la fórmula del problema 23 para f=x 2 -y 2 yg = e x+> \ 

28. (Flujo rotacional) El vector velocidad v(jc, y, z) de un fluido incompresible que está 
rotando en un recipiente cilindrico es de la forma v = wxr, donde w es el vector (cons¬ 
tante) de rotación; ver el ejemplo 6 de la sección 8.3. Demostrar que div v = 0. ¿Resulta 
esto plausible considerando el ejemplo 2 de esta sección? 

29. (Flujo) Considerar un flujo estacionario cuyo vector velocidad es v =yi. Demostrar que 
posee las siguientes propiedades. El flujo es incompresible. Las partículas que en el tiem¬ 
po / = 0 están en el cubo delimitado por los planos x - 0, x - 1, v - 0, y - 1 ,2 = 0, z = 1 
ocupan en t = 1 el volumen 1. 

30. (Flujo) Considerar el flujo estacionario que tiene la velocidad v = xi. Demostrar que las 
partículas individuales tienen los vectores de posición r(/) = c x é i + cj + c 3 k, donde c v c p 
c 3 son constantes, que el flujo es compresible y que e es el volumen ocupado en t ~ 1 por 
las partículas que en / = 0 llenan el cubo del problema 29. 
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8.11 ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL 

El gradiente (sección 8.9), la divergencia (sección 8.10) y el rotacional son funda¬ 
mentales en lo que a los campos se refiere. Se define y discute ahora el rotacional. 
Sean Jt,y, 2 coordenadas cartesianas derechas (sección 8.3) y sea 

\(x, y, z) = üj i + ¿; 2 j + v 3 k 

una función vectorial derivable. Entonces la función 

* 

k 

d_ 
dz 

°3 

du 3\. , ( dv 2 dv l\, 
dx y V dx dy) 



se llama el rotacional de la función vectorial v o el rotacional del campo vectorial 
definido por v. Para un sistema izquierdo de coordenadas cartesianas, el determinante 
de (1) está precedido por un signo menos, de conformidad con la nota después de 
(2**) en la sección 8.3, 

En cuanto a la notación, además de curl v también se utiliza rot v (sugerida por 
“rotación”; ver el ejemplo 2). 


EJEMPLO 1 Rotacional de una función vectorial 

Con respecto a coordenadas cartesianas derechas, sea \-yz i + 3z*j + zk. Entonces por (1) se obtiene 

i j k 

rot v = |d/dx dldy dldz - -3jh + yj + (3z - z )k = -3 jcí + yj + 2zk . i 

yz 3 zx z 


El rotacional desempeña un papel importante en muchas aplicaciones. Esto se 
ilustra con un ejemplo básico típico. (En la sección 9.9 se tratará con mayor detalle el 
papel y la naturaleza del rotacional.) 


EJEMPLO 2 Rotación de un cuerpo rígido. Relación con el rotacional 

En el ejemplo 6 de la sección 8.3 se vio que la rotación de un cuerpo rígido B alrededor de un eje fijo en 
el espacio puede describirse por medio de un vector w de magnitud roen la dirección del eje de rotación, 
donde oX> 0) es la velocidad angular de la rotación y w está dirigido de tal modo que la rotación aparece 
en el sentido del movimiento de de las manecillas del reloj si se observa en la dirección de w. De acuerdo 
con (9). sección 8.3, el campo de velocidades de la rotación puede representarse en la forma 


v = wxr 
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donde r es el vector de posición de un punto en movimiento con respecto a un sistema derecho de coorde¬ 
nadas cartesianas con el origen sobre el eje de rotación. Se eligen las coordenadas cartesianas derechas 
tales que w = fük; es decir, el eje de rotación es el eje z. Entonces (ver el ejemplo 2 de la sección 8.4) 


y, por lo tanto. 


es decir, 
( 2 ) 


v = w x r 


wyi + üuj 


rot v - 


d_ 

dx 

- coy 


d_ 


= 2wk, 


rot v - 2w. 


Por tanto, en el caso de una rotación de un cuerpo rígido, el rotacional del campo de velocidades 
tiene la dirección del eje de rotación y su magnitud es igual al doble de la velocidad angular cú de la 
rotación. 

Obsérvese que este resultado no depende de la elección particular del sistema de coordenadas cartesianas 
en el espacio. I 


Para cualquier función escalar/que puede derivarse continuamente dos veces. 


(3) 


rot (grad /) = 0, 


como puede comprobarse fácilmente por cálculos directos. Por tanto, si una función 
vectorial es el gradiente de una función escalar, su rotacional es el vector cero. Pues¬ 
to que el rotacional caracteriza la rotación en un campo, se dice también de manera 
más breve que los campos de gradientes que describen un movimiento son 
irrotacionales. (Si un campo con estas características ocurre en otro contexto, no 
como un campo de velocidades, por lo general se le llama conservativo ; ver la sec¬ 
ción 8.9.) 


EJEMPLO 3 

El campo gravitacional del ejemplo 3, sección 8.9, tiene rot p = 0. El campo del ejemplo 2 de la presente 
sección no es irrotacional. Un campo de velocidades similar se obtiene revolviendo el café en una taza. I 

El rotacional se define en (l) en términos de coordenadas, pero si se supone que 
tiene un significado físico o geométrico, no debería depender de la elección de estas 
coordenadas. Este es el caso, como se muestra a continuación. 


Teorema 1 (Invariancia del rotacional) 

la longitud y la dirección del rotacional v son independientes de la elección particu¬ 
lar de los sistemas de coordenadas cartesianas en el espacio. (La demostración se 
encuentra en el apéndice 4.) 
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Problemas de la sección 8.11 

Encontrar el rotacional v donde, con respecto a coordenadas cartesianas derechas, v es igual a 


1. yi + 2jcj 

3. c x {jc)í + v 2 (y )j + ü 3 (z)k 

5. (x 2 + y 2 + z 2 )~ 3¡2 (xi + yj + zk) 

7. c x (cos z j + sen z k) 

9. ln (x 2 + y 2 ) i + are tan ( yfx ) j 


2. zi + x} + yk 

4. sen y i + eos x j 
6. y 2 i + z 2 j + x 2 k 
8. xyz(xi + yj + zk) 
10. c^ 2 (¡ + j + k) 


Movimiento de fluidos. En cada caso se da el vector velocidad v del movimiento estacionario 
de un fluido. Encontrar rot v. ¿El movimiento es incompresible? Encontrar las trayectorias de 
las partículas. 


11. v - z 2 j 

13. v = yi - xj 

15. v = xi + yj 


12. v = y 3 i 


16. v = 


{yi + 4xj 


Fórmulas del rotacional, la divergencia, etc. Suponiendo que las funciones pueden derivarse 
un número suficiente de veces, demostrar que 

17. rot (u + v) = rot u + rot v 18. div (rot v) = 0 

19. rot (/v) = grad f x v + / rot v 20. rot (grad /) = 0 

21. div (u x v) = v* rot u - u* rot v 22. div ( gVf x /V¿>) = 0 

Con respecto a coordenadas cartesianas derechas, sea u = zi + jej + yk, v = xyi + yz\ + zxk y/= 
xyz. Encontrar las siguientes expresiones. Si puede aplicarse una de las fórmulas de los proble¬ 
mas 17-22, usarla para comprobar el resultado. 

23. rot (u + v) 24. rot (/u) 

25. div (u x v) 26. rot (/v) 

27. u* rot v, u x rot v 28. rot (u x v), rot (v x u) 

29. v x rot u 30. v* rot v, v x rot v 

8.12 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL EN COORDENADAS 
CURVILÍNEAS. OPCIONAL 

En las aplicaciones es común usar otras coordenadas además de las cartesianas, por 
ejemplo, cuando en un problema interviene simetría cilindrica o esférica. (En el capí¬ 
tulo 11 se presentan ejemplos.) Entonces quizás sea necesario transformar el gradiente, 
la divergencia y el rotacional en estas nuevas coordenadas. Se indica cómo puede 
hacerse esto y se dan fórmulas explícitas para los casos de las coordenadas cilindricas 
y esféricas, los dos sistemas de coordenadas en el espacio más importantes (además 
de las cartesianas). 

A fin de simplificar las fórmulas, las coordenadas cartesianas x, z se escriben 


Las coordenadas cilindricas r, 9 , z están dadas por (figura 192c) 


x x - r eos 0 , x 2 ^ r sen *3 = z * 


( 1 ) 
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(a) Vectores unitarios u, v, w 
Curvas de coordenadas 
Superficies de coordenadas 



(b) A si , As 2 , AS 3 en (9) 
“Cubo” en (15) 




(c) Coordenadas cilindricas (d) Coordenadas esféricas 

definidas por (1) definidas por (2) 


Figura 192. Coordenadas curvilíneas. 


Las coordenadas esféricas r, 0, 0 están dadas por (figura 192 d) 14 


( 2 ) 


x j = r eos 8 sen <f>, x 2 — r sen 8 sen <£, jc 3 = r eos </>. 


Las ecuaciones (1) y (2) y las ecuaciones similares para otras coordenadas q r q v q } en 
el espacio son de la forma 

(3) x t = x 1 (q v q 2 , q 3 ), x 2 = x 2 {q v q 2 , q 3 ), x 3 = x 3 (q v q 2 , q 3 ). 

Se supone que cualquier punto P está determinado por una tema única de coordena¬ 
das q r q v q v de tal modo que (3) puede resolverse en la forma 

(4) q x = q 1 (x v x v x 3 ), q % = q 2 (x v x v x 3 ), q z = q z (x v x v x 3 ). 

Por P pasan tres superficies q x = consta q 2 = const , q 3 = const , llamadas superficies 
de coordenadas, que en general son curvas (figura 192a). A sus tres intersecciones 
por pares se les llama curvas de coordenadas que pasan por P. Lo anterior motiva 


14 Esta es la notación usada en libros de cálculo y en muchos otros textos. Es lógica ya que U desempeña 
el mismo papel que en coordenadas polares. ¡Atención! En algunos libros se intercambian los papeles 
de 6 y <¡>. 
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el nombre “coordenadas curvilíneas” de las coordenadas q. Los sistemas de coor¬ 
denadas que se usan en la práctica sugieren el supuesto de que las coordenadas q 
son ortogonales, es decir, que las curvas coordenadas que pasan por P son mutua¬ 
mente perpendiculares (sus tangentes en P forman ángulos rectos, ver la figura 192 a). 
Por ejemplo, las coordenadas cilindricas y esféricas tienen esta propiedad (excepto 
cuando r - 0). Se supone además que las funciones en (3) y (4) son derivables. 

Se hace la transformación del elemento lineal, del gradiente, de la divergencia, y 
junto con esta última la del laplaciano, y por último la del rotacional. 


Transformación del elemento lineal 


Se empezará transformando el cuadrado del elemento lineal 


ds 2 = 2 dx 2 — dx x 2 + d: t 2 2 4- dx 2 (Sección 8.5) 


a las coordenadas q. Por la regla de la cadena (sección 8.8) se tiene 


dx. = Y =* da-, 
1 " dq 4 " 

J = 1 ^3 


Esto implica que 


(6) ds 2 = 2 dx? = 2 dx t dx t = 2 2 f? dq_ f 2 dq, 

¿=i i=i ¿=i Lj = i °9j k = i° q k 


(donde se usó un índice diferente, k, en la última sumatoria debido a que las dos 
sumatorias son independientes). Puesto que las coordenadas jc y las coordenadas q 
son ortogonales, en (5) sólo aparecen cuadrados, al igual que en (6). Por consiguiente, 
(6) puede escribirse como 

^ A* 2 — u 2 As* 2 i j, 2 2 1 U 2 A„ 2 


ds ¿ — hf dq x + h 2 dq 2 + h z Á dq % 


y h 2 , h 2 , h 2 pueden determinarse agrupando los coeficientes de dq 2 , dq 2 , dq 2 en 
(6). Aquí, dq 2 se obtiene en (6) tomando j = 1 y k = 1; por tanto h 2 tiene tres términos 
ya que / va de 1 a 3. De manera similar para h 2 , h 2 : 


* /a*A 2 


<*> 


2 _ y A 2 h 2 

: h W * 3 


= 4 ( a $\ 2 
t ; W' 
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EJEMPLO 1 Elemento lineal en coordenadas cilindricas 

En la notación q usada aquí, las coordenadas cilindricas q x = r^q 2 = Q,q y =z se definen por (1) en la forma 
x 1 = q x eos q 2 , x 2 - q x sen q 2 , x 3 = q 3 . 

Al derivar, a partir de (8) se obtiene 

h 2 = eos 2 q 2 + sen 2 q 2 ~ 1 

h 2 2 = {-q x sen q 2 ) 2 + (q x eos q 2 ) 2 = q x 2 

h 2 2 = 1 . 

En consecuencia, por (7) el cuadrado del elemento lineal en # coordenadas cilindricas es 

ds 2 = dq 2 + q 2 dq 2 2 + dq 2 2 , 

es decir, 

ds 2 - dr 2 + r 2 dO 2 + dz 2 . 

Para z = const se tiene dz ~ 0 y se llega a la conocida expresión ds 2 = dr + r 2 d& en coordenadas polares 
en el plano. I 

EJEMPLO 2 Elemento lineal en coordenadas esféricas 

Las coordenadas esféricas q x = r,q 2 = 6,q y = <¡>se definen por [ver (2)] 

x x = q x eos q 2 sen^ 3 , x 2 = q x sen</ 2 senq 3 , x 3 = q x eos q 3 . 

En consecuencia, por (8) se obtiene 

h x 2 = (eos q 2 sen¿/ 3 ) 2 + (sen^ sen(? 3 ) 2 + eos 2 q 3 - 1 

h 2 2 ^ {~q x sen q 2 sen^ 3 ) 2 + (q x eos q 2 sen q 3 ) 2 + 0 = q x 2 sen 2 q 3 

h 2 = {q x eos q 2 eos q 3 ) 2 + ( q x sen q 2 eos q 3 ) 2 + {~q x scnq 3 ) 2 = q x 2 . 


Esta expresión y (7) dan como resultado el cuadrado del elemento lineal en coordenadas esféricas 


es decir. 


ds 2 = dq 2 + q x 2 sen 2 q 3 dq 2 2 + q x 2 dq 3 2 , 


ds 2 = dr 2 + r 2 sen 2 <fi d 6 2 + r 2 d<f> 2 . 


I 


Transformación del gradiente 

Para las coordenadas x se tiene [ver (13*), sección 8.5, donde dx se denota dr] 

dx = dx x i + dx 2 j + dx 3 k 

donde i, j, k son vectores unitarios en las direcciones de los ejes de coordenadas y 
ds 2 = dx*dx = dx 2 + dx 2 4- dx 2 . 
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De manera similar, para las coordenadas q puede escribirse 

dq = h x dq x u + h 2 dq 2 v + h z dq 3 w 

donde u, v, w son vectores unitarios ortogonales en las direcciones de las curvas de 
coordenadas en P (figura 192a) y se obtiene, de conformidad con (7), 

ds 2 = dq»dq = h x dq x + h 2 dq 2 + h 3 dq 3 > 

Si ahora se hace que <?, se incremente en Aq r entonces ocurre un movimiento = 
h { A q x en la dirección u (ver la figura 192 b). En el límite se obtiene dq l /ds l — 1 fh y 
Se hace lo mismo para las otras dos direcciones. En conjunto, 

(9) ^i = _L ^2 = _L dq 3 = 1 

dSj h x ’ ds 2 h 2 ’ ds 3 h 3 

A partir de esta expresión se obtienen las componentes del gradiente V/de una fun¬ 
ción escalar derivable/^, q v q 3 ) como las proyecciones en las direcciones u, v, w; y, 
por otra parte, estas son las derivadas direccionales dfds t en estas tres direcciones. En 
consecuencia, por (9) 

df _ df dq x _ df 1 
ds x dq x ds x dq x h x 

procediéndose de igual manera para las otras dos componentes.. Se obtiene así la 
siguiente expresión para el gradiente V/en coordenadas curvilíneas ortogonales q v 
q r q 3 [con h v h v h 2 dadas por (8) y u, v, w ilustrados en la figura 192a]: 

( 10 ) grad / = V/ 

EJEMPLO 3 Gradiente 

En las coordenadas cilindricas r, 0, z dadas por (1) se tiene (ver el ejemplo 1) 

(11) h l = h r = 1, h 2 = h 9 = q l = r, h z = h z = 1 

y por (10) con q { = r, q^ = 0, q y ~ z se obtiene el gradiente 

( 12 ) 

En las coordenadas esféricas r, 0, <j> dadas por (2) se tiene (ver el ejemplo 2) 

(13) h l = h r = 1, h 2 = h e = sen</ 3 = r senifi, h 3 = h* = = r 

y por (10) con q { = r,q 2 = 0, = <f> se obtiene el gradiente 





(14) 


i 
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Transformación de la divergencia y el laplaciano 

Para la divergencia se obtiene en coordenadas curvilíneas ortogonales q , q [con 
h r h r h ¡ dadas por (8)] 1 2 ’ J 


(15) divF = V»F = 


'1*2*3 Ui (Wl) + dq 2 + 4¡ (h ' h 2 F 3> 


Esta expresión se establece como en el ejemplo-2 de la sección 8.10 al considerar el 
flujo que pasa por las caras del “cubo” de la figura 192 b, siendo la divergencia el límite 
del flujo dividido entre el volumen aquí h 2 Aq 2 h } Aq J es el área de las 

caras q t = const y q t + h ¡ Aq ¡ = const , por lo que 3(h 1 h i F l )íóq t resulta de la contribución 
de estas caras al flujo. Los otros dos términos de (15) corresponden a los dos pares 
restantes de caras del “cubo”. 


EJEMPLO 4 Divergencia 

En las coordenadas cilindricas dadas por (I), a partir de (11) y (15) con q = r, q = e, q = r se obtiene la 
divergencia 


V.F 


ira dF 2 a i 

;U (r/ri) + ^ + ü ( ^)J 


es decir. 


(16) 


div F 


i a 


V.F = --(rFj) + - 
r dr 1 r 


1 dF. 


2 | dF ¡ 
d$ dz 


En las coordenadas esféricas dadas por (2), a partir de (13) y (15) con q = r, q, = 9, q = <¡> se obtiene la 
divergencia 


V-F = 


r ¿ sen <f> 


Jr 


$ d ~ 

(r 2 sen <j> F y ) + — ( rF 2 ) + — (r sen <¡> F 3 ) , 


es decir. 


(17) 


div F 


™ = ) + 7 ' 


dF n 


sen <f> dd r sen <t> d<f> 


(sen <f> Fo). 


Puesto que V/- V • V/= div (grad f) (ver la sección 8.10), por (15), con F = V/ 

y Vedada por (10), se obtiene también el laplaciano en coordenadas curvilíneas 
ortogonales q r q r q } 


(18) 


v 2 / = !_ÍJL ( h 2 h 3 d f \ | d / h 3 h t df \ á / hyh 2 a/ \~[ 

L^i V h x dq-y) dq 2 \ h 2 dq 2 ) dq 3 \ h 3 dq 3 ) J 


con h r /? 3 dadas por (8). 
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EJEMPLO 5 Laplaciano 


En las coordenadas cilindricas q¡ = r, q 2 = 0, ¿jr 3 - z dadas por (1), a partir de (11) y (18) se obtiene el 
laplaciano 



por tanto 


_ 2r 1 d 
V 2 / = - - 

r dr 



, d lí 

r 2 dB 2 dz 2 ' 


o, al efectuar la derivación indicada del producto, 


(19) 


V 2 / = — 
* dr 2 


+ 


la/ j_a 2 / . 3 2 / 

"I" o 


+ 


r dr 


r 2 dB 2 dz 2 


En las coordenadas esféricas q x - r, q 2 = 0, q¡ - (¡> dadas por (2), a partir de (13) y (18) se obtiene el 
laplaciano 


por tanto 



o, al efectuar las derivaciones indicadas de los productos. 


( 20 ) 


- 2f _ a*/ . 1*1 , 1 * 2 f i L d 2l , cot * d f 

dr 2 r dr r 2 sen 2 <f> SB 2 r 2 d<f> 2 r 2 d<f> 


I 


Transformación del rotacional 

Para rot F = V x F, la fórmula general en coordenadas curvilíneas ortogonales derechas 
q q q y es la siguiente. (Ver la demostración en la referencia [7] del apéndice 1.) 

h x n h 2 \ h z Yi 

d d d 

dq x dq 2 Sq 3 

^ 2^2 ^ 3^3 

A partir de esta expresión y de (11) o (13), el rotacional puede obtenerse de 
manera inmediata en coordenadas cilindricas o esféricas. 

Debido a la importancia práctica de las coordenadas cilindricas y esféricas, se 
han utilizado para ilustrar los ejemplos, pero cabe hacer hincapié en que las fórmulas 
presentadas son generales y pueden usarse en cualquier sistema de coordenadas 
ortogonales. 


( 21 ) 


rot F = V x F = 


h x h 2 h 2 
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Preguntas y problemas de repaso del capítulo 8 


8 


9, 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17 . 

18. 

19. 

20 . 


1. Dar ejemplos de cantidades que sean vectores. Dar ejemplos de campos vectoriales. 

2. ¿Por qué las componentes de un vector permanecen invariables si se cambia el Dunto 

inicial del vector? F 

¿Cuáles son las aplicaciones típicas que motivan el producto interior y el producto vectorial? 

¿En qué caso el trabajo realizado por una tuerza constante en un desplazamiento será cero? 

¿Qué son las coordenadas derechas y las izquierdas? ¿En qué parte de este capítulo la 
diferencia es esencial? 

El producto vectorial tiene dos propiedades inusuales. ¿Las recuerda el lector? 

Las fórmulas vectoriales en dos y tres dimensiones con frecuencia tienen formas parecí¬ 
as. Explicar este hecho en términos de representaciones de una circunferencia y una 
estera. ¿Se le ocurren al lector otros ejemplos? 

¿Qué se entiende por ortogonalidad? ¿Por qué es importante este concepto y en qué con- 

texto? M 

¿Qué está incorrecto en a x b x c? ¿En a * b • c? ¿En (a * b) x c? 

¿Cuántas bases diferentes tiene R 3 ? 

¿Qué es una base ortonormal? ¿Cuál es la ventaja de usarla? 

Sin consultar el texto, enunciar la definición de la derivada de una función vectorial v(/) y 
e as primeras derivadas parciales de una función vectorial v(jc, y z). ;Oué es vYfi 
geométricamente? ’ 6 K } 

Si r(/) representa una curva, ¿qué es r \t) en mecánica cuando t es el tiempo? 

¿Es posible que un cuerpo tenga una rapidez constante y aún así tenga un vector veloci- 
dad variable? 

¿Qué se entiende por derivada direccional? 

¿Que son las derivadas direccionales de una función/*, y, z ) en las direcciones *, y y 

zf¿tn las direcciones negativas x, y z? 

Sin consultar el texto, escribir las definiciones de gradiente, divergencia y rotacional. 

¿Que propiedades de una función escalar caracterizan la dirección y la longitud del 
gradiente? J 6 

Si/es una función escalar y v es una función vectorial, las cuales pueden derivarse un 
numero suficiente de veces, ¿cuáles de las siguientes expresiones tienen sentido- grad f f 
grad/ v • grad/ div/ div (/v), rot (/v) rot//rot v? 

¿Recuerda el lector el papel de la divergencia en relación con el movimiento de fluidos? 

El papel del rotacional en relación con rotaciones? 


Sean a = [2, -1, 5], b = [I, -2, 3], c = 
expresiones. (En los productos vectoriales. 


[2, 2, -1], d - [3, 0, 2], Encontrar las siguientes 
suponer que el sistema de coordenadas es derecho.) 


21, b + c — a 
23. 4a + 8b, 4(2b + a) 
25. |c b|, |c| - |b| 

27. a*b, b*a, c«d, d*c 


22. a -i- b + c + d 
24. 5a + 2b, |5a + 2b| 
26. (l/|c|)c, (l/|d|)d 

28. 8c.d, 4d«2c 


29 ’ a * b ’ b x a 30. a x d, |a x d 

31. (b -b d), (b b + d d) 32. (b c d), (c d b) 

33. (e b a), (b c 2a) 34. d x (c x b), (d x c) X b 

35. Encontrar una fuerza p tal que la resultante de p, q = [ I, -2, 2] y u = [2, -3,4] sea el vector 
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36. Encontrar el ángulo entre las fuerzas [2, 2] y [3, 1]. Trazar una figura. 

37. Encontrar el ángulo entre las fuerzas [2, 1, 3] y [4,4, 0]. 

38. Encontrar los ángulos a, ft /entre la fuerza p = [3, 6, 8] y los ejes de coordenadas. 
Comprobar que eos 2 a + eos 2 J3 + eos 2 y = 1. Demostrar esta fórmula en general. 

Encontrar el trabajo realizado por una fuerza p que actúa sobre un cuerpo cuando este último 
se desplaza de un punto P a un punto Q sobre el segmento de recta PQ % donde P,Q y p son 

39. (1, 1), (4, 3), [3, 8] 40. (6, 8), (8, 6), [14, -2] 

41. ( — 2, 2), (0, 10), [8, -2] 42. (-8, 4, 0), (8, 2, 9), [4, 9, - 2] 

43. (3, 3, 8), (4, 6, 1), [3, 4, 6] 44. (1,5,9), (-1, 1, 1), [-2, -4, -8] 

Encontrar las componentes de una fuerza p en la dirección del vector b, donde 

45. p = [1, 2], b = [4, 0] 46. p - [-5, 3], b = [8, 6] 

47. p = [4, 0, -2], b = [1, -3, 5] 48. p = [6, 2. -£], b = [3, 1,40] 

49. ¿En qué caso la componente de a en la dirección de b es igual a la componente de b en la 
dirección de a? 

Encontrar el vector momento m de una fuerza p alrededor del punto Q si p actúa en una recta 
que pasa por un punto A , donde p, A , Q son 

50. [0, 10, 0], (2, 3, 0), (0, 0, 0) 51. [4, 3, 0], (6, 5, 0), (9, 3, 0) 

52. [0, 2, -2], (0, 7, 1), (0, 2, 8) 53. [1, 4, 9], (3, 5, 7), (2, 0, 1) 

54. [2, 1, - 10], (4, 7, 1), (3, 3, 6) 55. [5, 4, 3], (3, 4, 5), (-1,1, 3) 

Encontrar el volumen del paralelepípedo con vectores aristas 

56. [4, 3, 2], [1,0,- 1], [0, -2,-3] 57. [7, 6, 4], [1, 9, 3], [8, 15, 6] 

Encontrar el volumen del tetraedro con vértices 

58. (2, 1,8), (3, 2, 9), (2, 1,4), (3, 3, 10) 59. (-1,0, 1), (4, 4, 5), (0, 1,0), (2, 2,0) 

Encontrar una representación del plano que pasa por los puntos 

60. (- 1, 0, 2), (8, 6, 4), (1, 3, 5) 61. (1, 1, 1), (5, 0, -5), (3, 2, 0) 

Sean / - 4jc yz, g = x 4 + y 4 + z, v = jc^í + (y — z) 2 j + xyK w = (x + y) 2 i + z 2 ] + 2yzk. (Suponer que 
el sistema de coordenadas es derecho siempre que esto sea esencial.) Encontrar 

62. grad / en (5, 7, -2) 63. grad g en (4, - 1, 3) 64. V 2 /, V 2 g 

65. div ven (3, 1, 5) 66. w»Vg 67. grad (div w)*v 

68. v x w, w x v 69. V/*Vg, Vg*V/ 70. rot v, rot w 

71. div ( rot (v + w)) 72. rot (v x k) 73. rot (grad g)*\ 

74. rot (/(i + j)) 75. DJ en (1, 1, D 76. D w g en (3, 0, 2) 

77. D v (v*k) en (4, 3,0) 

Indicar la clase de curva representada por r(/), donde / es el tiempo, y encontrar el vector 
velocidad, la rapidez y el vector aceleración en P , donde 

78. r = (I + eos /)i + 9 sen / j, P: (1, - 9) 

79. r = íi + r‘j, P: (2, ¿) 

80. r = eos 2i i + sen 2/ j + fk, P: (1, 0, ir) 
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Resumen del capítulo 8 

Cálculo diferencial vectorial. Gradiente, divergencia, rotacional 


Todos los vectores de la forma 

(1) a = [a v a 2 , a 3 ] - a x i + a 2 j + a 3 k (Sec. 8.1) 
constituyen el espacio vectorial real R 3 con la adición de vectores definida por 

(2) [flp ^2’ ^3] ^2* ^3! [^1 T* ¿j, “1" ^2’ ^3 “1” ^3] 

y la multiplicación por un escalar definida por 

(3) c[a v a 2 , a 3 ] = [ca x , ca 2 , ca 3 ] (Sec. 8.1), 

donde c es un escalar (un número real). Por ejemplo, la resultante de las fuerzas 
a y b es a + b. 

Ei producto interior o producto punto de dos vectores está definido por 

(4) a*b = |a||b| eos y = a x b x + a 2 b 2 + a 3 b 3 (Sec. 8.2) 

(y es el ángulo entre a y b). De esta fórmula se obtiene la norma o longitud de a 

(5) |a| = Va^a = Va x 2 + a 2 2 + a 3 2 

así como una fórmula para y. Si a • b = 0, se dice que a y b son ortogonales. El 
producto punto es motivado por el trabajo W~ p • d realizado por una fuerza p 
en un desplazamiento d. 

El producto vectorial o producto cruz v - a x b es un vector de longitud 

(6) |a x b| = |a||b|seny (Sec. 8.3) 


y perpendicular tanto a a como a b tal que a, b, v forman una tema derecha . En 
términos de componentes con respecto a coordenadas derechas, 

h j k i 


(7) 


a x b 


a 


a 2 a 3 

b 2 ^3 


(Sec. 8.3). 


El productovectorial es motivado, por ejemplo, por los momentos de fuerzas o 
por rotaciones. ¡Atención! Esta multiplicación es ^//conmutativa, axb = -bx 
y no es asociativa. 

Entre los productos repetidos más importantes, el de mayor importancia es 
el triple producto escalar 

(8) (a b c) = a.(b x c) = (a x b)-c. 
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Las secciones 8.4-8.12 se refieren a la ampliación del cálculo diferencial a 
las funciones vectoriales. Si éstas dependen de una sola variable, t, son de la 
forma 

(9) v(í) = [^(/K v 2 (t ), £> 3 (f)] = üjíOi + v 2 (t)j + o 3 (t)k. 


Entonces la derivada es 


( 10 ) 


t 

V 


d\ 

Tt 


lim 


v(r + AQ - v(f) 
A t 


(Sección 8.4). 


La fórmula (10) se parece mucho a la conocida fórmula del cálculo elemental. 
Implica que en términos de componentes, 

f r f f M f • i f • , f * 

V = [ü v V 2 , ¿? 3 ] = üjl + i? 2 j + ü 3 k. 

Las reglas de derivación son como en cálculo elemental. Estas implican que 
(sección 8.4) 

(u • v) r = U* * V + u*v\ (u x v)' = u ; Xv + uXv. 

Una función vectorial de una sola variable /, denotada generalmente por 
r(/), puede usarse para representar una curva C en el espacio. Entonces r(/) 
asocia con cada t — t Q en un intervalo a < t < b el punto de C con vector de 
posición r(/ 0 ). La derivada r'(0 es un vector tangente de C (sección 8.5). Si se 
elige la longitud de arco 5 (sección 8.5) como parámetro, entonces se obtiene 
el vector tangente unitario r'(s). La longitud de la derivada de este vector es la 
curvatura k(s) = |r%s)|; ver la sección 8.7. 

En mecánica, r(í) puede representar la trayectoria de un cuerpo en movi¬ 
miento, donde t es el tiempo. Entonces v(f) = r'(0 es el vector velocidad, su 
longitud es la rapidez y su derivada a(/) = v'(0 = r"(í) es el vector aceleración 
(ver la sección 8.6). 

Una función vectorial de coordenadas cartesianas x,y, z en el espacio, por 
ejemplo. 


v(x, y, z) = [v x (x t y, z), v 2 (x, y, z), v 3 (x, y, z)] 

^ = v x (x t y, z)i + V 2 (x, y, z) j + r> 3 (x, y, z)k, 

define un campo vectorial en la región del espacio en que v está definida; para 
cada punto P Q : (x 0 , y Q , z 0 ) de dicha región, v asocia un vector \(P Q ) = v(x 0 , y 0 , z Q ). 
Las derivadas parciales de v se obtienen tomando las derivadas parciales de las 
componentes; por ejemplo, 

d\ dv l Sv 2 dU 3 ”| dv 1 # dü 2 m dü 3 ^ 

dx I dx dx dx I dx dx ^ dx 
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La sección 8.8 sobre la regla de la cadena y algunos otros hechos relacio¬ 
nados con funciones de varias variables sirvió de preparación para las seccio¬ 
nes 8.9-8.11, en las que se discutió el gradiente de una función escalar /(sec¬ 
ción 8.9), 


( 12 ) 


grad / = V/ = 



df df' 
dy ’ dz_ 9 


la divergencia de una función vectorial v (sección 8.10), 
(13) 

y el rotacional de v (sección 8.11), 


„ dv, dv 9 dv o 

div v = V*v = —- + —- H-- , 

dx dy dz 


(14) 


curl v = V x v = 


* J 

d_ d_ 

dx dy 


k 

d_ 

dZ 

V o 


(con un signo menos precediendo el determinante para coordenadas izquier¬ 
das). Algunas fórmulas básicas para el gradiente, la divergencia y el rotacional 
son (secciones 8.9 - 8.11) 

(15) V(/g) = fVg + gVf, V(//g) = (1 /g 2 )(gV/ - fVg) 

(16) div (/v) = / div v + vVf, div (/Vg) = /V 2 g + V/*Vg 

(17) V 2 / = div (V/), V 2 (/g) = gV 2 / 4- 2V/-Vg + /V 2 g 

( 18 ) rot (/v) = V/ x v + / rot v 
div (u x v) = v*rot u - u*rot v 

(19) rot (V/) = 0, div ( rot v) = 0. 


La forma del gradiente, la divergencia y el laplaciano en coordenadas rectangu¬ 
lares generales se presenta en la sección 8.12. 

La derivada direccional de/en la dirección de un vector unitario b es 

V - £ - 


( 20 ) 


(Sección 8.9) 




Capítulo 

9 

Cálculo integral vectorial. 
Teoremas sobre integrales 


En este capítulo se definirán las integrales de línea y las integrales de superficie y 
se considerarán algunas aplicaciones importantes de dichas integrales, las cuales 
ocurren con frecuencia en relación con problemas de física e ingeniería. Se verá 
que la integral de línea es una generalización natural de la integral definida y que 
la integral de superficie es una generalización de la integral doble. 

Las integrales de línea pueden transformarse en integrales dobles (sección 
9.4) o en integrales de superficie (sección 9.9) y viceversa. Las integrales triples 
pueden transformarse en integrales de superficie (sección 9.7) y viceversa. Es¬ 
tas transformaciones son de gran importancia práctica. Las fórmulas de Gauss, 
Green y Stokes correspondientes sirven como poderosas herramientas en mu¬ 
chas aplicaciones así como en problemas teóricos. Se verá que también pueden 
llevar a una mejor comprensión del significado físico de la divergencia y el 
rotacional de una función vectorial. 

Prerrequisitos para este capitulo: Cálculo integral elemental y el capítulo 8. 

Secciones que pueden omitirse en un curso más corto: 9.3, 9.5, 9.8. 

Bibliografía: Apéndice 1, parte B. 

Respuestas a los problemas: Apéndice 2. 


9.1 INTEGRALES DE LÍNEA 

El concepto de integral de línea es una generalización simple y natural del concepto 
de integral definida 

0) J /M dx. 


553 



554 


CÁLCULO INTEGRAL VECTORIAL TEOREMAS SOBRE INTEGRALES 



Figura 193. Curva orientada. 


En (1) se integra sobre el eje x de a a b y el integrando/es una función definida en 
todos los puntos entre a y ó. En el caso de una integral de línea se integrará sobre una 
curva C en el espacio (o en el plano) y el integrando será una función definida en 
todos los puntos de C. (Por tanto, integral curvilínea sería un nombre más adecuado, 
pero integral de línea es el término aceptado.) A la curva C se le llama la trayectoria 
de integración. (Para una discusión de curvas, ver la sección 8.5.) 

A la curva C se le llama curva suave si C tiene una representación 

(2) r(f) = [jc(í), ?(/), z(t )] = x(t)i + y(/)j + z(/)k (a ^ t ^ b) 

tal que r(/) tiene una derivada continua r'(0 = dr/dt que no es el vector cero en 
ninguna parte. Desde el punto de vista geométrico: la curva C tiene una tangente 
única en cada uno de sus puntos cuya dirección varía de manera continua a medida 
que se recorre C. Se llama a A: r(a ) el punto inicial ya B: r(b) el punto terminal de 
C y se dice que C está orientada , siendo la dirección de A a B la dirección positiva 
a lo largo de C e indicándola por una flecha (como en la figura 193a). Los puntos A 
y B pueden coincidir (como en la figura 193ó); en tal caso se dice que C es una 
curva cerrada . 


Supuesto general 

En este libro, se supone que todas las trayectorias de integración de una integral de 
línea son suaves por secciones; es decir, que se componen de un número finito de 
curvas suaves. 


Definición y evaluación de integrales de línea 

Una integral de línea de una función vectorial F(r) en una curva C está definida 
por 

fF(r)*dr = J F(r (t))*^dt 


(3) 


[ ver (2)] 
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f'? r ' a “ c . ción 8 2 p f a eI P ro ducto Punto). En términos de componentes, con dr = 
[dx, dy , dz] como en la sección 8.5 y ' = didt, la fórmula (3) queda 


(3') 


jf F(r,,í/r = JVj dx + F 2 dy + F 3 dz) 

r b 

= J (F lX ' + F 2 y' + F 3 z') dt, 


Si la trayectoria de integración de C en (3) es una curva cerrada , entonces en lugar de 

f se escribe también <£. 

c 

F • dr/dt con / = s (la longitud de arco de C) es la componente tangencial de F y esta 
integral surge de manera natural en mecánica, donde da el trabajo realizado por una 
fijerza F en un desplazamiento sobre C (más adelante se presentan los detalles y ejem- 
Pbs). As,, a la mtegra. de línea (3) se le puede llamarla integra, de trabajó os 
delante en esta sección se discutirán otras formas de la integral de línea. Se observa 

irtervalo X r< SI /°< /, *** (3) 65 U " a ¡ntegral definida tomada en el 

‘tervalo a t < b sobre el eje t en la dirección positiva (la dirección en que t se 

incrementa). Esta integral definida existe para F continua y C suave por secciones va 
que en tal caso F • r' es continua por secciones. secciones, ya 


EJEMPL01 Evaluación de una Integral de línea en el plano 

Encomrar e| valorée la integral de línea (3) euando F(r) =-yi +xyj y Ces el areo circular de la figura 194 
Solución. Puede representarse C por 


r(/) - eos t i + sen/j (Os/s 77-/2). 

Por tanto, x(t) = eos r, y{t) = sen /, de donde 

F(r(r)) = -y(„¡ + -V(r)y ( /)j = -sen/ i + eos t sen/j. 

Al derivar. 


r {/) - - sen / i + eos t j 



Figura 194. Ejemplo 1. 
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Surgen ahora dos preguntas importantes. ¿Este valor depende de la elección par¬ 
ticular de la representación del arco circular-C? La respesta es no; ver el teorema 1 
más adelante. ¿Este valor cambia si se integra de la mismas a la misma B como antes 
pero siguiendo otra trayectoria? La respuesta es sí, en general; ver el ejemplo 3. 


EJEMPLO 2 Integral de línea en el espacio 

Para ver que el método para calcular integrales de línea en el espacio es el mismo que se acaba de consi¬ 
derar para el plano, encontrar el valor de (3) cuando F(r) = z\ + jtj y C es la hélice (figura 195) 

(4) r(/) = eos t i + sen i j + 3fk (0 ^ s 2ir). 

Solución. Por (4) se tiene jc(/) = eos i, y{t) = sen í, z(t) = 3 1. Por tanto, 

F(r(/)) •!*'(/) = Qti + cos/j + sen t k)*(- sen t i + cosrj + 3k). 

El producto punto es 3/(-sen t) + eos 2 / + 3 sen /. En consecuencia, por (3) se obtiene 

2tt 

ÍF(r )*dr - i ( — 3/ sen t + eos 2 t + 3 sen /) dt = 6ir + ir + 0 = lir ~ 21.99. I 
C T» 


EJEMPLO 3 Dependencia de una integral de línea respecto a la trayectoria (puntos 
extremos iguales) 

Evaluar la integral de línea (3) con 

F(r) - 5zi + jcvj + x 2 zk 

a lo largo de dos trayectorias diferentes con el mismo punto inicial A: (0, 0, 0) y el mismo punto terminal 
B\ (1, 1,1), a saber (figura 196) 

(a) C,: el segmento de recta r } (t) = /i + /j + /k, 0 < / ^ 1, y 

(b) C 2 : el arco parabólico r 2 (/) = ri + /j + ^k,0<r<l. 

Solución, (a) Al sustituir r, en F se obtiene 

F(rj(í)) = 5/i + r 2 j + r 3 k. 



Figura 195. Ejemplo 2. Figura 196. Ejemplo 3. 
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También se necesita 


i-; = ¡ + j + k. 


Así, la integral sobre C x es 


í F(r).¿/r - f FírjWJ.r ¡(t) dt 
c, J o 

= J (5fi + t 2 j + t s k).(i + j + k) dt 
*0 

r 1 

= J (5t -I- t 2 + t 3 ) dt 
*0 



(b) De manera similar, al sustituir 
obtiene 

J F(r)-í/r 


= f (5 t 2 + t 2 + 2í 5 ) dt 
*0 



r 2 en F y calcular r, 1 para la integral sobre la trayectoria C, se 
= £ F(r 2 (/)).r2(0 dt 


Los dos resultados son diferentes, aun cuando los puntos extremos son los mismos. Esto indica que el 
valor de una integral de línea (3) dependerá en general no sólo de F y de los puntos extremos A, B 
de la trayectoria sino también de la trayectoria a lo largo de la que se integre de A a B. 

¿Es posible encontrar condiciones que garanticen la independencia? Esta es una pregunta fundamen¬ 
tal en relación con las aplicaciones físicas. La respuesta es afirmativa, como se muestra en la siguiente 
sección. ■ 


Motivación de la integral de línea (3): Trabajo realizado 
por una fuerza 

El trabajo W realizado por una fuerza constante F en el desplazamiento sobre un 
segmento de recta des W=F-d; ver el ejemplo 2 de la sección 8.2. Esto sugiere que el 
trabajo W realizado por una fuerza variable F en el desplazamiento sobre una curva 
C: r(/) se defina como el límite de las sumas de los trabajos realizados en los desplaza¬ 
mientos sobre pequeñas cuerdas de C, y que se demuestre que esto equivale a definir W 
por medio de la integral de línea (3). 

Para ello se escogen los puntos / 0 (= á) </,<-•< ^ (= b). Entonces el trabajo 
AW m realizado por F(r(/J) en el desplazamiento recto de r(/ m ) a r (í (II+ ,) es 

A w m = F <r('JMr(f m+ i) - r(í J] ~ ^r(t m )).r'(t m )M m (A t m = t m+1 - tj. 

La suma de estos n trabajos es ~ Al¥ o * • ■ ■ 1 AfF r Si se eligen los puntos y se 
considera W n para toda n arbitraria pero de tal modo que la A t m máxima tienda a cero 
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cuando n ->entonces el límite de W n cuando n-*°o existe y es la integral de línea 
(3) ya que F es continua y C es suave por secciones, lo que hace que r'(0 sea continua, 
excepto en un número finito de puntos donde C puede tener vértices o cúspides. 

EJEMPLO 4 Trabajo realizado por una fuerza variable 

Si F del ejemplo 1 es una fuerza, el trabajo realizado por F en el desplazamiento a lo largo de un cuarto de 
circunferencia es 1.119, medido en las unidades apropiadas, por ejemplo, newtons-metros (nt-m, llama¬ 
dos también joules, que se abrevian por J; ver también la cubierta frontal). Se aplica lo mismo a los 
ejemplos 2 y 3. I 

* 

EJEMPLO 5 El trabajo realizado es igual a la ganancia en energía cinética 

Sea F una fuerza, de tal modo que (3) es trabajo. Sea t el tiempo, por lo que drfdt — v, la velocidad. 
Entonces (3) puede escribirse como 

(5) W = jF*dr = j F(r(0)*v{/) dt. 

C a 

Ahora, por la segunda ley de Newton (fuerza = masa x aceleración), 

F = = m\’(t ), 

donde m es la masa del cuerpo desplazado. Al sustituir en (5) se obtiene [ver (11), sección 8.4] 



En el segundo miembro, m|v¡ 2 /2 es la energía cinética. Por tanto, el trabajo realizado es igual a la ganan¬ 
cia en energía cinética. Esta es una ley básica de la mecánica. I 

Otras formas de las integrales de línea 

(6) f F x dx, f F 2 dy, Íf 3 dz 

J c J c J c 

son casos especiales de (3) cuando F = F { \ o F 2 \ o F 3 k, respectivamente. Otra forma es 

(7) íf( r) dt = f f(r(t)) dt 

J c a 

con C como en (2). Pero esta definición también puede verse como un caso especial 
de (3), con F = Fji y F ] =fl(dxídt\ de donde/= F x x\ como en (3 f ). La evaluación de 
(7) es similar a la discutida en los ejemplos anteriores. 

EJEMPLO 6 Una integral de línea de la forma (7) 

Encontrar el valor de (7) cuando/= (j^+f + z^yC es la hélice (4) del ejemplo 2. 

Solución. A partir de r(/) = eos t i + sen / j + 3/k se ve que sobre C, 

(jt 2 4- y 2 + z 2 ) 2 = [eos 2 t 4 sen 2 t 4 (30 2 ] 2 = (I 4 9í 2 ) 2 . 
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Se obtiene así 


J r 81 

/(r) dt = I (1 + 9 1 2 ) 2 di — 2tt + 6(2tt) 3 + — (2tt) 5 « 160 135. 1 

c J 0 5 


Propiedades generales de la integral de línea (3) 

A partir de las conocidas propiedades de las integrales en cálculo elemental, se obtie¬ 
nen las fórmulas correspondientes para las integrales de línea (3): 


(8a) 


(k¥*dr - k Íf •dr 
J c J c 


(k constante) 


(8b) 


J(F + G).dr = Jf.</t + Jg-cít 


(8c) 


ÍF*dr = f F*dr + í F'dr 

J c J Ci J c 2 


(Figura 197) 


donde en (8c) la trayectoria C se subdivide en los dos arcos C l y C 2 que tienen la 
misma orientación que C (figura 197). En (8b) la orientación de C es la misma para 
las tres integrales. Si el sentido de la integración a lo largo de C se invierte, el valor de 
la integral se multiplica por -1. 



Figura 197. Fórmula (8c). 


Si se supone que una integral de línea (3) representa cantidades físicas, como 
trabajo, la elección de una u otra representación de una curva dada C no debería ser 
determinante, en tanto las direcciones positivas sean las mismas en ambos casos. Esto 
es lo que se demuestra a continuación. 


Teorema 1 (Transformaciones del parámetro que preservan la dirección) 

Cualesquiera representaciones de C que dan la misma dirección positiva sobre C 
también dan como resultado el mismo valor de la integral de línea (3). 

Demostración . Se representa C en (3) usando otro parámetro /* dado por una función 
t = 0(t*) que tiene derivada positiva y es tal que a* <t* < b* corresponde a a¿t<b. 
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Entonces, al escribir r(<|)(¿*)) = r*(¿*) y aplicando la regla de la cadena, se tiene dt * 
= (dt*idt) y por tanto 

F(r *('*»-fí ] dt * 

/ u i . 

F(r 

_* dt dt* 

b ' 

= i F(r (t))»=£dt = [F(r)»dr. I 

a dt J C 

Problemas de la sección 9.1 

Calcular J* F(r) * dr , donde 

I. F — v^i - x 2 }, C: el segmento de recta de (0, 0) a (1, 2) 

2. F como en el problema 1, C: y = 2x \ 0 < x ^ 1 

3. F = jryi+ (y-*) 2 j, C: xy= 1. 1 <x< 3 

4. F = xy 2 \ + x 5 yj, C: cosh r i + senh t j, 0 < t < 5 

5. F = 3x 4 i + 3y 6 j, C: de (2, 0) a (-2, 0) en sentido contrario al movimiento de las maneci¬ 
llas del reloj a lo largo de jc 2 + y 2 = 4 

6. F - exp <y /3 )i - exp (* 3/2 )j, C: r = f\ + C 2 j de (0, 0) a (0, 1) 

7. F = zi + xj + yk, C: r = eos t i + sen / j + /k de (1, 0, 0) a (1,0, An) 

8. F = x 3 i + x 4 yj + (z 2 x + 2zy)k, C como en el problema 7 

9. F = xi - zj + 2yk, C: alrededor de! triángulo del vértice (0, 0, 0) al vértice (1,1, 

0) al vértice (1, 1, 1) y de nuevo a (0, 0, 0) 

10. F = 2x{5y + 2)i + 12yj, C: en el sentido del movimiento de las manecillas del 

reloj alrededor del rectángulo con vértices (0. 0), (2, 0), (2, 3), (0, 3) 

11. F - jxy*\ + -x 2 y*j -{yz lny)k, C: r = t\ + e‘i + cosh t k, 1 < t< 3 

12. F = + e 4 - w *j +e 2z, -% C: r = /i + r 2 j + / 3 k. 0 < t < 1 

Encontrar el trabajo realizado por la fuerza p = 4xvi - 8yj + 2k en el desplazamiento: 

13. Sobre la recta y = 2x, z = 2x de (0, 0, 0) a (3. 6. 6). 

14. Sobre la parábola y = 2 jc 2 /3, z = 0 de (0, 0. 0) a (3, 6, 0). 

15. En sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la circunfe¬ 
rencia jc 2 + y 2 = 4, z = 0. 

16. Sobre la hipérbola x 2 -y 2 = l,z = 0de(l. 0. 0) a (2, ^/3,0)* 

17. Sobre la elipse .x 2 + 4y 2 = 4, z = 0en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj de (0. -1,0) a {0, 1, 0). 

18. Sobre la hélice del ejemplo 2 de (1, 0. 0) a (1, 0. 6n ). 

Orientando Cde tal modo que el sentido de integración sea el sentido positivo sobre C\ evaluar 

J( 3jc 2 + 3y 2 ) ds: 

c 

19. Sobre la trayectoria y = 3 jc de (0, 0) a (2, 6). 
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20. Sobre el eje y de (0, 0) a (0, 1), después paralela al eje x de (0, 1) a (1, 1). 

21. Sobre el eje x de (0, 0) a (1, 0), después paralela al eje y de (1, 0) a (1, 1). 

22. En el sentido del movimiento de las manecillas del reloj sobre la circunferencia x 2 + v 2 - 1 
de (0, 1) a (1, 0). 

23. En sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj sobre la circunferencia x 2 + 
y 2 - 1 de (1,0) a (0, 1). 

24. (Invariancia) Comprobar el teorema 1 para F = y*\ + x% C: r(t) = t\ +1 2 \ + Pk, 1 < / < 2 

y t -1 * 2 . ’ ~ * 


Estimación de integrales de línea 


25. Sea F una función vectorial definida en todos los puntos de una curva C y suponer que |F| 
está acotado, es decir, |F| <; M en C, donde M es un número positivo. Demostrar que 


(9) 


ÍF.dr 

J c 


^ ML 


(L = longitud de C). 


26. Usando (9), encontrar una cota superior para el valor absoluto del trabajo W real izado por 
la fuerza F = ~x 3 \ ~y] en el desplazamiento sobre la recta de (0, 0, 0) a (1, 1, 0). Encontrar 
W por integración y comparar los resultados. 


9.2 INTEGRALES DE LÍNEA INDEPENDIENTES 
DE LA TRAYECTORIA 


El valor de la integral de línea 



sobre una trayectoria C de un punto A a un punto B en general no depende tan sólo 
de A y B sino también de la trayectoria C sobre la que se integra. Esto se mostró en 
el ejemplo 3 de la sección anterior. Esto plantea la cuestión de las condiciones para 
la independencia de la trayectoria, de tal modo que se obtenga el mismo valor al 
integrar de A a B a lo largo de cualquier trayectoria C. Esto es de gran importancia 
práctica. Por ejemplo, en mecánica, la independencia de la trayectoria puede signi¬ 
ficar que es necesario realizar la misma cantidad de trabajo independientemente de 
la trayectoria que va a la cima de una montaña, sea ésta corta y pronunciada o larga 
y suave, o que el trabajo realizado al estirar un resorte elástico se recupere cuando 
se suelte el resorte. No todas las fuerzas son de este tipo —considérese el nadar en 
un enorme remolino. 

Por definición, una integral de línea (1) es independiente de la trayectoria en 
un dominio D en el espacio si para cada par de puntos extremos A,BenD la integral 
(1) tiene el mismo valor para todas las trayectorias en D que empiecen en A y termi¬ 
nen en B. 

Un criterio muy práctico para la independencia de la trayectoria es el siguiente. 
(Para el gradiente, ver la sección 8.9.) 
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Teorema 1 (Independencia de la trayectoria) 

Una integral de línea (1) con F r F 2 > F 3 continuas en un dominio D en el espacio es 
independiente de la trayectoria en D si y sólo si F es el gradiente de alguna función 
f en D, 


( 2 ) 


F = grad /; 


en componentes , 

(2') Fj 


df 

dx ’ 


df 


dy 9 


F S 


df 
dz * 


EJEMPLO 1 Independencia de la trayectoria 

Demostrar que la integral 

ÍF.dr = Ulxdx + 2y dy + 4z dz) 

J C J C 

es independiente de la trayectoria en cualquier dominio en el espacio y encontrar su valor si C tiene el 
punto inicial A: (0, 0, 0) y el punto terminal B: (2,2, 2). 

Solución. Por inspección se encuentra que 

F = 2jcí + 2yj + 4zk = grad /, donde / = x 2 + y 2 + 2z 2 - 

(Si F es más complicada, se procede por integración, como en el ejemplo 2 siguiente.) Entonces el teore¬ 
ma 1 implica la independencia de la trayectoria. Para encontrar el valor de la integral, se puede elegir la 
trayectoria recta conveniente 

C: r(t) = t(\ + j + k), 0 ^ t ^ 2, 

y obtener r'(0 = i + j + k; por tanto, F * r' = 2/ + 2/ + 4/ = 8/ y a partir de este resultado 

2 2 

í(2x dx + 2y dy + 4z dz) = f F»r ' dt = í 8/ dt = 16. 

*C 0 0 

A continuación se presentan mejores métodos de solución. I 

Demostración del teorema L (a) Sea válida (2) para alguna/en D y sea C cualquier 
trayectoria en D de cualquier punto A a cualquier punto B , dada por 

r(/) = x(t )i + y(/)j + z(0k, a ^ t ^ b. 

Entonces por (2 1 ), la regla de la cadena (sección 8.8) y (3 1 ) de la sección 9.1, se obtiene 



fifi) - f(A). 
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Se demuestra así que el valor de la integral es simplemente la diferencia de los valores 

de/en los dos puntos extremos de C y, por lo tanto, que es independiente de la 
trayectoria C. 

(b) La demostración más complicada del recíproco, que la independencia de la 
trayectoria implica (2) para alguna f se da en el apéndice 4. I 

La última fórmula del inciso (a) de la demostración 


es el análogo de la fórmula familiar 



/ (Fj dx + F 2 dy + F 3 dz) = f(B) - f(A) 


[F = grad /] 


J g(x) dx = G(x) 

a 


b 

= G(b) 

a 


G(fl) 


[G'(x) = g(x)] 


para evaluar integrales definidas en cálculo elemental y deberá aplicarse siempre que 
una integral de línea sea independiente de la trayectoria. 

La teoría del potencial se relaciona con la discusión anterior si se recuerda por la 
sección 8.9 que/se llama potencial de F = grad / Por tanto, la integral (1) es indepen¬ 
diente de la trayectoria en D si y sólo si F es el gradiente de un potencial en D. 

EJEMPLO 2 Independencia de la trayectoria. Determinación de un potencial 

Evaluar la integral 

i - íOx 2 dx + 2 yz dy + y 2 dz) 
c 

úqA: (0, I, 2) a B: (1, -1, 7) demostrando que F tiene un potencial y aplicando (3). 

Solución. Si F tiene un potencial/ deberá tenerse 

/ z = 4 = 3*2, 4 = 4 = 2y Z , 4 = 4 = >.2. 

Se demuestra que estas condiciones pueden satisfacerse. Por integración y diferenciación. 

f = X 3 + £( y, fy = H y = 2yz, f> = y 2 z + h(z), 

4 " T 2 + h' = >’2, /,' = 0 /, = (), por ejemplo. 

Se obtiene as i z) = .v + >-r y por (3), 

/ = /(I, - I. 7) - /(O, 1, 2) 

= I + 7 - (0 + 2) = 6. 8 

Integración sobre curvas cerradas e independencia 
de la trayectoria 

De la noción sencilla de que dos trayectorias con puntos extremos comunes (figura 
198) forman una simple curva cerrada se llega casi de inmediato. 
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Teorema 2 (Independencia de la trayectoria) 

La integral (1) es independiente de la trayectoria en un dominio D si y sólo si su valor 
alrededor de cualquier trayectoria cerrada en D es cero . 

Demostración . Si se tiene independencia de la trayectoria, la integración de A a B 
sobre C y sobre C 2 en la figura 198 da el mismo valor. Ahora bien, C, y C 2 tomadas en 
conjunto forman una curva cerrada C, y si se integra de A sobre C, a B como antes — 
pero en el sentido opuesto sobre C 2 de regreso a A (por lo que esta integral se multipli¬ 
ca por -1)—, la suma de las dos integrales es cero, pero ésta es la integral alrededor 
de la curva cerrada C. 

Recíprocamente, se supone que la integral alrededor de cualquier trayectoria ce¬ 
rrada C en D es cero. Dados dos puntos cualesquiera A y B en D, se elige cualquier 
curva cerrada C en D que pase por A y B , de tal modo que C se descompone en C, y C 2 
como en la figura 198. Puesto que el valor de (1) alrededor de C es cero, se sigue que 
las integrales sobre C t y C 2 , tomadas ambas de A a Z?, deben tener el mismo valor, y el 
teorema queda demostrado. I 





Figura 198. Demostración del teorema 2. 

Trabajo. Se recuerda por la sección anterior que, en mecánica, la integral (t) repre¬ 
senta el trabajo realizado por una fuerza F en el desplazamiento de una partícula 
sobre C. Entonces el teorema 2 establece que el trabajo es independiente de la trayec¬ 
toria si y sólo si es cero para el desplazamiento alrededor de cualquier trayectoria 
cerrada. Además, el teorema 1 establece que esto ocurre si y sólo si F es el gradiente 
de un potencial. En tal caso, a F y al campo vectorial definido por F se les llama 
conservativos, ya que en este caso la energía mecánica se conserva, es decir, no se 
realiza ningún trabajo en el desplazamiento desde un punto A y de regreso a él. Se 
aplica lo mismo al desplazamiento de una carga eléctrica (un electrón, por ejemplo) 
en un campo electrostático. 

En física, la energía cinética de un cuerpo puede interpretarse como la capacidad 
del cuerpo oara realizar trabajo en virtud de su movimiento y si el cuerpo se mueve en 
un campo de fuerzas conservativo, después de completar un recorrido completo el 
cuerpo regresará a su posición inicial con la misma energía cinética que tenía origi¬ 
nalmente. Por ejemplo, la fuerza gravitacional es conservativa; si se lanza una pelota 
verticalmente hacia arriba, regresará (si se supone que la resistencia del aire es des¬ 
preciable) al punto de lanzamiento con la misma energía cinética que tenía cuando fue 
lanzada. 

La fricción, la resistencia del aire o la resistencia del agua siempre actúan en 
contra de la dirección del movimiento, tendiendo a disminuir la energía mecánica 
total de un sistema (convirtiéndola por lo general en calor o en energía mecánica del 
medio circundante o en ambos) y si en el movimiento de un cuerpo estas fuerzas son 
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de tal magnitud que ya no es posible despreciarlas, entonces la resultante F de las 
fuerzas que actúan sobre el cuerpo deja de ser conservativa. En términos muy genera¬ 
les, un sistema físico se llama conservativo si todas las fuerzas que actúan en él son 
conservativas; en caso contrario, se denomina no conservativo o disipativo. 


Exactitud e independencia de la trayectoria 

Una tercera idea de interés práctico es relacionar la independencia de la trayectoria 
con la exactitud de la forma diferencial * 


(4) 


F i dx + F 2 dy + F, dz 


dentro del signo de integral en (1). La forma (4) se llama exacta o diferencial 
en un dominio D en el espacio si es la diferencial 


exacta 


df ~ ll dx + % dy + Tz dz 


de una función/x, y, z ) diferenciable en cualquier parte de D, es decir, si se tiene 


F i dx + F 2 dy + F 3 dz = df. 


Al comparar estas dos fórmulas, se observa que la forma 
existe una función diferenciable/jc, y, z) en D tal que 


(4) es exacta si y sólo si 


(5') 





df 
dy ’ 


df 

dz 


en cualquier parte de D\ en forma vectorial, 


(5) 


F = grad /. 


Por tanto, por el teorema 1, la integral (1) es independiente de la trayectoria en D si 
y solo si la forma diferencial (4) es exacta en D. Lo anterior adquiere importancia 
práctica porque hay un útil criterio de exactitud en el que interviene el siguiente con- 


Se dice que un dominio D es simplemente conexo si toda curva cerrada en D 

puede contraerse en forma continua hasta reducirla a un punto cualquiera de D sin 
salir de este. 

Por ejemplo, el interior de una esfera o de un cubo, el interior de una esfera de la 
que se ha eliminado un número finito de puntos y el dominio entre dos esferas 
concéntricas son simplemente conexos, en tanto que el interior de un toro (una rosca- 
ver a figura 222 en la sección 9.6) y el interior de un cubo del que se ha eliminado una 
diagonal espacial no son simplemente conexos. 

el siguiente 68 ' ^ CrÍteri ° de inde P endenc¡a de la trayectoria basado en la exactitud es 
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Teorema 3 (Criterio de exactitud e independencia de la trayectoria) 

Sean F v /%, F } en la integral de linea (1), 

fF(r)*dr = f (F l dx + F 2 dy + F 3 dz ), 
c* c 


continuas y con primeras derivadas parciales continuas en un dominio D en el espa¬ 
cio . Entonces: 

(a) Si ( 1 ) es independiente de la trayectorias D —y por tanto la forma diferen¬ 
cial (4) dentro del signo de integral es exacta — entonces en D , 


(6) 


rot F - 0; 


en componentes (ver la sección 8.11) 


( 6 ') 


dF 3 

dF 2 

dF, 

1 

1 ^ 
12* 

dy 

dz ’ 

dZ 

dx 


dF 2 BF^ 
dx dy 


(b) Si (6') es válida en D y este dominio es simplemente conexo , entonces (1) es 
independiente de la trayectoria en D. 

Demostración . (a) Si (1) es independiente de la trayectoria en D, entonces F = grad/ 
por(2)y 

rot F = rot (grad /) = 0 

[ver (3) en la sección 8.11], por lo que (6) es válida. 

(b) En la demostración del recíproco se necesita el “teorema de Stokes” y se 
presenta en la sección 9.9. 


Comentario Para una integral de línea en el plano 


fF(r)*dr = f(Fj dx + F 2 dy), 

J c J c 


rot F tiene una sola componente y (6') se reduce a la relación única 
( 6 ") 


EJEMPLO 3 Exactitud e independencia de la trayectoria. Determinación de un potencial 

Usando (6'), demostrar que la forma diferencial dentro del signo de integral de 

/ = f [2xyz 2 dx + ( x 2 z 2 + z eos yz) dy + (2 x 2 yz + y eos yz) dz] 

C 

es exacta, por lo que se tiene independencia de la trayectoria en cualquier dominio, y encontrar el valor de 
I át A . (0, 0, 1) a fl: (1, tt/4, 2). 


dF 2 _ dF\ 
dx dy 



INTEGRALES DE LÍNEA INDEPENDIENTES DE LA TRAYECTORIA 


567 


Solución. La exactitud se sigue de (6')» obteniéndose 

(^ 3 \ = 2x2z + cos yz ~ yz sen yz = ( F z ) z 
( f i > 2 = 4x yz = (^ 3 >x 

(F 2 ) x = 2 xz 2 = (Fj),. 

Para encontrar/, se integra F 2 (que es una expresión “grande”, con lo que se ahorra trabajo) y después se 
deriva para hacer la comparación con F y F, 

f - Jf 2 dy = J(x z z 2 + z cos yz) dy = x 2 z 2 y + sen yz + g{x, z) 

f* = + 8x = F i = ^yz 2 , g x = 0, g = h(z ) 

f z ~ 2x 2 zy + y cos yz + h f = F 3 = 2x 2 zy + y cos z, W ~ 0, 

de donde, tomando h = 0, se tiene 

/(*, y, z) = x 2 yz 2 + sen yz. 

A partir de esta expresión y de (3) se obtiene 

/ = /(1, W4, z) - /(O, 0, 1) = ir + sen¿7r - 0 = ir + 1. ^ 

El supuesto del teorema 3 de que D es simplemente conexo es esencial y no 
puede pasarse por alto. Esto puede verse en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 4 Acerca del supuesto en el teorema 3 de tener un dominio simplemente conexo 

Sean 

F 1 ~ ~ x 2 + y 2 ’ F 2 = x 2 + y 2 ’ F 2 = 

Por diferenciación se demuestra que (ó 1 ) se satisface en cualquier dominio del plano xy que no contenga al 

origen, por ejemplo, en el dominio D: j < J x 2 + y 2 < y ilustrado en la figura 199 De hecho, F l y F 2 

no dependen de z y F y — 0, por lo que las dos primeras relaciones de (6') son trivialmente ciertas y la 
tercera se comprueba por derivación; 


dF 2 

x 2 + y 2 x ' 2x 

y 2 - X 2 

dx 

(x 2 + y 2) 2 

(x 2 + y 2 ) 2 ' 


x 2 + y 2 - y ■ 2y 

y 2 - x 2 

dy 

(x 2 + y 2 ) 2 

(x 2 + y 2 ) 2 



Figura 199, Ejemplo 4. 
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Resulta evidente que D en la figura 199 no es simplemente conexo. Si la integral 

C J C X ^ y 

fuera independiente de la trayectoria en D, entonces 1=0 sobre cualquier curva cerrada en IX por ejemplo, 
en la circunferencia x 2 + y = 1. Pero al hacer x = r eos 0, y = r sen 6 y al observar que la circunferencia está 
representada por r~ 1, se tiene 

x = eos 0, dx — - sen 6 d9, y = sen 8, dy = eos 0 dB, 

por lo que -y dx + x dy = d8 y la integración en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
da como resultado 


fí 


= 277. 


Puesto que D no es simplemente conexo, no puede aplicarse el teorema 3 y se concluye que / es indepen¬ 
diente de la trayectoria en D. | 


Problemas de la sección 9.2 


Demostrar que la forma dentro del signo de integral es exacta y evaluar 

-( 1 , 0 , 1 ) 

2. J ( e x dx ~ e z dz) 


-( 1 , 1 , 1 ) 

1. j (4 dx - 6y dy + 5 dz) 


( 0 , 0 , 0 ) 


( 0 .- 1 .- 1 ) 



(1,4,3) 

4. I (cosh 2 z dy + y senh 2 z dz) 

(14,0) 


5. 


Í (0,0,1) 

(3jc 2 y 2 z 4 dx + 2x 3 yz 4 dy + 4x 3 y 2 z 3 dz) 

(1,2,3) 


( 0 , 1 , 2 ) 

6. J (ze xz dx - dy + xe xz dz) 
( 2 , 1 , 0 ) 


(l.ir.0) 

7. I sen xy (y dx + jc dy) 
( 0 , 2 , 0 ) 


.(0^,3) 


8. j e^lyz 3 dy + 3z 2 dz) 


( 0 , 1 , 2 ) 


¿Las siguientes formas diferenciales son exactas? Para las que sean exactas, encontrar/tal que 
la forma sea igual a df\ integrar después la forma exacta de A: (0, 0, 0) a B: (a, b , c). 


9. xyz 2 dx + jc 2 z 2 dy + x 2 yz dz 
II. senhxz (z dx ~ x dz) 

13. (e y - ze x ) dx + xe y dy - e x dz 
15. y eos xy dx + x eos xy dy - dz 
17. xc 2z dx + jc 2 ? 2 * dz 
19. ye z dy - ze y dz 


10. sen x dy + sen y dx 

12. e y { - 2 sen 2x dx eos 2x dy) 

14. sen2yz (z dy + y dz) 

16. senh x eos z dx + cosh x sen z dz 

18. e z dx + e y dy + e x dz 

20. e xyz (yz dx + xz dy + xy dz) 
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9.3 DEL CÁLCULO: INTEGRALES DOBLES. 

OPCIONAL 

Los estudiantes familiarizados con las integrales dobles dei cálculo elemental de¬ 
berán pasar a la siguiente sección, saltándose el presente repaso (incluido a fin de 
nacer el libro razonablemente autónomo). 

En una integral definida (I), sección 9.1, se integra una función/*) sobre un 
intervalo (un segmento) del eje*. En una integral doble se integra una función ñx y) 
llamada el integrando, sobre una región R cerrada y acotada 1 en el plano xy cuya 
curva fronteriza tiene una tangente única en cada punto, aunque puede tener un núme¬ 
ro finito de cúspides (tales como los vértices de un triángulo o rectángulo). 

La defimaón de la integral doble es muy similar a la de la integral definida. La 
región V? se subdivide trazando paralelas a los ejes * y y (figura 200). Los rectángulos 
que están dentro de R se numeran de 1 a n. En cada uno de estos rectángulos se elige 
un punto, por ejemplo, (**,>'*) en el A-ésimo rectángulo, y después se forma la suma 

n 

J n = 2 f(x k , y k ) AA fc 
fc=l 

donde A A k es el área del A-ésimo rectángulo. Se repite el procedimiento anterior de 
manera totalmente independiente para enteros positivos n cada vez más grandes, pero 
de tal modo que la longitud de la diagonal máxima de los rectángulos tienda a cero 
cuando n tiende a infinito. Se obtiene así una sucesión de números reales J J ■■■. 

suponer que/*, y) es continua en R y que esta región está acotada por un número 
finito de curvas suaves (ver la sección 9.1), puede demostrarse 2 que esta sucesión 
converge y que su limite es independiente de la elección de las subdivisiones y de los 
puntos (x k , y k ) correspondientes. A este límite se le llama la integral doble de ñx v) 
sobre la región R, y se denota por A ,}) 


/ ffU, y) dxdy o f f /(*, y > dA. 

R R 

+ y 



ó--- 

* 

Figura 200. Subdivisión de R. 


i 


‘Cerrada” significa que la frontera es parte de la región y “acotada” 
encerrarse en una circunferencia de radio suficientemente grande 
Ver la referencia [5] en el apéndice I. 


significa que la región puede 





570 


CÁLCULO INTEGRAL VECTORIAL TEOREMAS SOBRE INTEGRALES 


Por la definición se sigue que las integrales dobles poseen propiedades muy simi¬ 
lares a las de las integrales definidas. De hecho, para cualesquiera fiinciones/y g de 
(x, y), definidas y continuas en una región R, 



(k constante) 



j jf dx dy = j Jf dx dy + j Jf dx dy (ver la figura 201). 
R Ri R 2 


Además, existe al menos un punto (x 0 , y 0 ) en R tal que se tiene 

(2) JJ7(x, y) dx dy = f(x 0 , y 0 )A, 

R 

donde A es el área de R\ éste se llama el teorema del valor medio para integrales dobles. 



Figura 201. Fórmula (1). 


Evaluación de integrales dobles 

Las integrales dobles en una región R pueden evaluarse por medio de dos integra¬ 
ciones sucesivas como sigue. Suponer que R puede describirse por desigualdades de 
la forma 

a S x^ b, g(x) áyl h{x) 


(figura 202), por lo que y = g(x) y y = Kx) representan la frontera de R. Entonces 


r f fT r Hx) 1 

| I f(x, y) dx dy = I I f(x, y) dy dx. 


a L g(x) 


Se integra primero la integral interior 
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Figura 204. La integral doble como volumen. 


porque el términoX*^ >*) A/í a en J n al principio de esta sección representa el volumen 
de un paralelepípedo rectangular con base A A k y altura/jc^ y k ). 

Sea Jipe, y) la densidad (= masa por unidad de área) de una distribución de masa 
en el plano xy. Entonces la masa total A/en R es 

M = J J ñx, y) dx dy , 

R 

el centro de gravedad de la masa en R tiene las coordenadas x, y, donde 
X = ^ jJxf(x, y) dx dy y y = J Jyf(x, y ) dx dy, 

R R 

los momentos de inercia / e / de la masa en R alrededor de los ejes xy y son, 

x y 

respectivamente, 

4 = ff y 2 f(x> y) dx dy, 4 = j* Jx 2 f(x, y) dx dy, 

R R 

y el momento de inercia polar I 0 alrededor del origen de la masa en R es 

4 = 4 + 4 = //^ 2 + 3' 2 )/C*< 30 dx dy. 

R 


EJEMPLO 1 Centro de gravedad. Momentos de inercia 

Seay(x, y) - 1 la densidad de masa en la región R. 0 £ y ^ ^1 - x 2 ,0 ^ x ^ 1 (figura 205). Encontrar el 
centro de gravedad y los momentos de inercia /, / e I 0 . 

Solución. La masa total en R es 


M 


1|- -i 1 7r/2 

J Jdx dy = J I J dy \ dx = J Vi - x 2 dx = J eos 2 0 c/0 
p *0 L-f) J “o 


(x = sen 0), que es el área de /?. Las coordenadas del centro de gravedad son 


4 f í 4 r l r r 1 :r2 ~| 4f^A" 

= - I I x dx dy = - I I jcí/y dx = - x V 1 

" V 77 J o L J o J 


x 2 dx 


ir X 


3tt 


x 
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Figura 202. Evaluación de , Figura 203. Evaluación de 

una integral doble. una integral doble. 

En esta integración x se mantiene fija, es decir, x se considera como una constante. El 
resultado de esta integración será una función dex, por ejemplo, F(x). Al integrar F(x) 
con respecto a x de a a b se obtiene el valor de la integral doble de (3). 

De manera similar, si R puede describirse por desigualdades de la forma 


c = y = d, p(y) ^ x ^ q(y) 

(figura 203), entonces se obtiene 


(4) 


f f f(x, y) dx dy = 
R 


c L J p{y) J 


dy; 


ahora se integra primero con respecto a x (tratando a y como constante) y después la 
función de y resultante se integra de c a d. 

Si R no Puede representarse por las desigualdades anteriores, pero puede 
subdividirse en un número finito de porciones que tienen esa propiedad,^*, y) puede 
integrarse en cada porción por separado y sumar los resultados; se obtendrá así el 
valor de la integral doble de/x, y) sobre esa región R. 

Aplicaciones de las integrales dobles 

Las integrales dobles tienen varias aplicaciones en geometría y física. Por ejemplo, el 
área A de una región R en el plano xy está dada por la integral doble 

A = JJdx dy. 

R 

El volumen V abajo de la superficie z =/x, y) (> 0) y arriba de una región R en el 
plano xy es (figura 204) 

v = f f f(x, y) dx dy , 

R 
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Figura 205. Ejemplo 1. 


(^1 - jc 2 = z\ y y = jc, por razones de simetría. Además, 


Ir V T - X 2 


f fy 2 dx dy - í f y 2 dy dx = ^ f (Vi - jc 2 ) 3 í/jc 
p *0 J 3 J o 


1 V 2 

= 3¡ c 


eos 4 0 d0 


16 


/ = — 

» 16 


'o - 4 + ¡y = g - 0.3927. 


Estas integraciones se simplificarían bastante si se hiciera primero un cambio adecuado de variables. Esto 
es lo que indica a continuación. I 


Cambio de variables en integrales dobles 

En los problemas prácticos con frecuencia será necesario hacer un cambio de las 
variables de integración en las integrales dobles. Recuérdese del cálculo elemental 
que para una integral definida la fórmula para el cambio de jc a u es 

b J3 , 

(5) J f(x) dx — J f(x(u)) du . 

a a 

Se supone aquí que x = x(u) es continua y tiene una derivada continua en algún inter¬ 
valo a < u £ /? tal que x(a) = a y x0)[o x(a) = b y x(fi) = a] y que x(w) varía entre 
ay b cuando u varía entre ay J3. 

La fórmula para un cambio de variables en integrales dobles de jc, y a «, v es 


J ff(x, y) dx dy = J ff(x(u, v), y(u, u)) 

d(x, y) 

d(w, v) 

du dv\ 

R R* 




es decir, el integrando se expresa en términos de u y v, y dx dy se sustituye por du dv 
multiplicado por el valor absoluto del jacobiano 3 



dx 

dx 

<K*, y) 

dti 

dv 

d(w, v) 

dy 

dy 


du 

dv 


1 Nombre dado en honor del matemático alemán CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804-1851), profe¬ 
sor en KOnigsberg y Berlín, quien realizó importantes aportaciones en funciones elípticas, ecuaciones 
diferenciales parciales, mecánica, astronomía y cálculo de variaciones. 
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Se supone aquí lo siguiente. Las funciones 

* = x(u , í;), y = y(u , v) 

que efectúan el cambio son continuas y tienen derivadas parciales continuas en alguna 
región R* en el plano uv de tal modo que el punto (*, y) correspondiente a cualquier 
( u , v) en R* está en R y, recíprocamente, a cada ( x , y) en R le corresponde uno y sólo 
un punto (w, v) en R*; además, el jacobiano J es positivo en toda la región R* o bien 
negativo en toda R*. Para una demostración, ver la referencia [5] en el apéndice 1. 

De particular interés práctico son las coordenadas polares r y 0, las cuales pue¬ 
den introducirse haciendo 


Entonces 


y 

(7) 


x = r eos 0, 


y = r sen 0 . 


d(x, y) 
d(r, 0) 


eos 0 
sen# 


— r sen 6 
r eos 6 


= r. 


J J f(x, y) dx dy = 

f f ^ r COS K 5611 ^ 

R R* 


donde R* es la región en el plano rO correspondiente a R en el plano xy. 


EJEMPLO 2 Integral doble en coordenadas polares 

Usando (7), para / en el ejemplo 1 se obtiene 

7t/2 1 tt/2 


I x = J jy 2 dx dy = J J r 2 sen 2 6 r dr dd = J sen 2 B dB j r 3 dr - ^ ~ ^ . 


o o 


EJEMPLO 3 Cambio de variables en una integral doble 

Evaluar la integral doble 

ff (* 2 + y 2 ) dx d y 


donde R es el cuadrado de la figura 206. 



Figura 206. Región del ejemplo 3. 
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Solución. La forma de R sugiere la transformación x + y = «, x -y = v. Entonces, x = y (u + v), y - y (u - v), 
eljacobiano es 

1 1 

2 2 

1 1 

2 ~2 

R corresponde al cuadrado 0 ^ a ^ 2, 0 á v < 2 y, por lo tanto, 

2 2 

J J(x 2 + y 2 ) dx dy = j f ^(w 2 + v 2 )^ du dv = §. í 

R 0 0 

* 

Concluye así el repaso de las integrales dobles. Estas integrales se necesitarán en 
este capítulo. 



d(u , V) 


Problemas de la sección 9.3 


Describir la región de integración y evaluar: 

1 2x 

1. f f (2 + x 2 + y 2 ) dy dx 

0 x 

3. f f (1 - xy) dy dx 
o V 
7r senx 

S. J J ydydx 
J o J o 

2 coshx 2 

7. J J *¿y¿c 

o senh x 2 

J ir/2 cosjí 

I x 2 sen y dx dy 


r ¿ r 

2. I I x 2 y 2 dx dy 
*0 -i 

4. f f ? x+y dy dx 
*o *o 

r 1 r #2+1 

6.11 x 2 ydxdy 

0 y 

n y 

S ^dxdy 

y 

- rr e y cosh jc dy dx 


Volumen. Encontrar el volumen de las siguientes regiones en el espacio. 

11. Laregión abajoder^+y 2 y arriba del cuadrado con vértices (0,0), (1,0), (1, 1), (0, 1) 
en el plano xy. 

12. La región abajo del plano z = 6* -y + 12 y arriba del rectángulo con vértices (0, 0), (2,0), 
(2, 6), (0, 6) en el plano xy. 

13. La sección del primer octante cortada por los planos y = 0, z = 0, * -y en la región interior 
del cilindro* 2 + z l - a 1 . 

14. El tetraedro del primer octante cortado por el plano 3* + 4y + 2z = 1 2. 

15. La región del primer octante limitada por los planos de coordenadas y las superficies y = 




Uso de coordenadas polares. Usando coordenadas polares, evaluar Jj* f(x,y) 


dx dy, donde 


16. / = 2(x + y), R: x 2 + y 2 =i 9, * ^ 0 R 

17. / = eos (x 2 4- y 2 ), R : x 2 + y 2 ^ W2, * ^ 0 

18. / = x 2 y - xy 2 + 3, R: x 2 + y 2 ^ a 2 

19. / = e~ ;r2 *^ 2 , R\ la corona limitada por x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 = 4 

20. f = (x + y) 2 + 2* - 2>\ R: x 2 + y 2 ^ a 2 , x ^ 0, ~x ^ y ^ * 
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Jacobiano. Encontrar el jacobiano y dar una justificación geométrica del resultado obtenido. 

21. Traslación x=u + a 1 y = v + b. 

22. Dilatación x = au,y = bv (donde a > 1, b > 1). 

23. Rotación x = u eos (¡> - v sen <p, y = u sen <p + v eos <¡>. 

Centro de gravedad. Encontrar las coordenadas *, y del centro de gravedad de una masa de 
densidad/*, y) = 1 en una región /?, donde R es 

24. El rectángulo 0 <* < 2, 0 <y < 4. 

25. El triángulo con vértices (0, 0), (ó, 0). (¿>, h). 

26. La región x 2 + y 2 < a 2 en el primer cuadrante. 

Momentos de inercia. Encontrar los momentos de inercia /., / ., I () de una masa de densidad/*, 
y) = I en la región indicada en las figuras siguientes (las cuales el ingeniero probablemente 
necesitará en las aplicaciones). 

27. y A 28. yk 



9.4 TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO 

Las integrales dobles sobre una región del plano pueden transformarse en integrales 
de línea sobre la frontera de la región y viceversa. Esto es de interés práctico ya que 
puede ayudar a hacer más sencilla la evaluación de una integral. También ayuda en la 
teoría siempre que se desee pasar de un tipo de integral al otro. La transformación 
puede hacerse aplicando el teorema siguiente. 

Teorema 1 Teorema de Green en el plano 
(Transformación entre integrales dobles e integrales de línea) 

Sea R una región cerrada y acotada en el plano xy cuya frontera C se compone de un 
número finito de curvas suaves . Sean F { (x, y) y F 2 (x, y) funciones que son continuas 
y tienen derivadas parciales dFJdy y dFJdx continuas en cualquier parte de un do¬ 
minio que contiene a R. Entonces 



(1) 
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aquí se integra alo largo de la frontera completa C de R de tal modo que R está a la 
izquierda a medida que se avanza en la dirección de integración 4 (ver la ñgura 207). 
(La demostración se presenta más adelante.) 

Comentario. La fórmula (1) puede escribirse en forma vectorial 


(!') 



(F - Fji + F 2 j). 


Esta expresión se sigue de (1), sección 8.11, la cual indica que la tercera componente 
de rot F es dFJdx - dFJdy. 


EJEMPLO 1 Comprobación del teorema de Green en ei plano 

El teorema de Green en el plano será de suma importancia más adelante. Antes de demostrarlo, seria 
conveniente que el estudiante se familiarizara con él comprobándolo para F =y* - 7y\ h\ = 2xy + 2x y C 
la circunferencia x 2 + y 2 = 1, 


Solución. En el primer miembro de (1) se obtiene 




+ 2) - (2 y - 7)] dx dy = 9 j j dx dy = 9t t 

R 


ya que el disco circular R tiene área n. En el segundo miembro de (1) se representa C (¡orientada en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj!) por 

r(í) = [eos t , sen/]. Entonces r ; (r) = [-sen/, eos /]. 

Entonces sobre C se tiene 

- sen 2 t - 1 sen/, F 2 ~ 2 eos / sen/ + 2 eos /. 



Figura 207. Región flcuya frontera C consta de dos partes; 

C| se recorre en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj, en tanto que C 2 se recorre en el otro sentido. 


GEORGE GREEN (1793-1841), matemático inglés, quien fue autodidacto, se inició como panadero y 
a su muerte era miembro del Caius College, Cambridge. Su obra se ocupa de la teoría del potencial con 
relación a la electricidad y el magnetismo, vibraciones, ondas y teoría de la elasticidad. Permaneció en 
el anonimato, incluso en Inglaterra, hasta después de su muerte. 
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Por tanto, la integral en el segundo miembro de (1) queda 


f 

<f (F x x' + F 2 y') dt = J [(sen 

•v. n 


2 t - 7 S en t)( - sen /) + 2 (cos / sen t + eos /)(cos t )] dt 


= 0 + 7tt + 0 + 2tt = 9tt. 


Se comprueba así el teorema. 


Demostración del teorema de Green . Se demuestra primero el teorema de Green 
para una región especial R que puede representarse en las dos formas siguientes 


b, u(x) ^ y ^ v(x) 

y 

p(y) ^ ^ q{y) 

Aplicando (3) de la sección 9.3, se obtiene 


(Figura 208) 
(Figura 209). 


//£**-([j 


a L u(x) 


Se integra la expresión interior: 


r* x) 3F, 

J 77 ^ = F i (jc ’ y) 


y = í?(x) 


= Fj[x, r(jt)] - F x {x, k(x)]. 


y = u(x) 


Al insertar este resultado en (2) se encuentra 


«i p pb 

f f — tic ¿y = i - I FjU, «(*)] í/x 

J R J ¿y \ o 

r b f“ 

= — J Fj[x, m(x)] dx — J Fj [x, t'(x)] dx. 



Figura 208. Ejemplo de una región 



X 


Figura 209. Ejemplo de una región 
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Puesto que .y = u(x) representa la curva C* (figura 208) y y = v(x) representa C**, las 
integrales del segundo miembro pueden escribirse como integrales de línea sobre C* 
y C** (orientadas como se ilustra en la figura 208); por lo tanto. 


(3) 




Si partes de C son segmentos paralelos al eje y (tales como C y C en la figura 210), 
el resultado es el mismo que antes, ya que las integrales sobre estas partes son cero y 
pueden sumarse a las integrales sobre C* y C** para obtener la integral sobre la 
frontera completa C en (3). De manera similar, usando (4), sección 9.3, se obtiene 
(ver la figura 209) 



R 


dF 9 

T.~ dx dy 



dy 


f y] ¿y 


A partir de esta expresión y de (3), se establece la fórmula (1) y el teorema queda 
demostrado para regiones especiales. 

Se demuestra ahora el teorema para una región R que no es en sí misma especial 
pero que puede subdividirse en un número finito de regiones especiales (figura 211). 
En este caso se aplica el teorema a cada subregión y después se suman los resultados; 
la suma de los primeros miembros es la integral sobre R en tanto que la suma de los 
segundos miembros es la integral de línea sobre C más las integrales sobre las curvas 



A___. 

Figura 210. Demostración del teorema 
de Green. 


y 



6 -- 

x 

Figura 211. Demostración del teorema 
de Green. 
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introducidas al subdividir R. Cada una de estas últimas integrales aparece dos veces, 
tomadas una vez en cada dirección. Por tanto estas dos integrales se cancelan entre sí 
y queda únicamente la integral de línea sobre C. 

Hasta este punto, la demostración incluye todas las regiones que son de interés en 
problemas prácticos. Para demostrar el teorema para la región R más general que 
satisface las condiciones del mismo, es necesario obtener una aproximación de R 
mediante una región del tipo que se acaba de considerar y aplicar después un proceso 
de límites. Para los detalles ver la referencia [5] en el apéndice 1. I 


Otras aplicaciones del teorema de Green 

EJEMPLO 2 Área de una región plana como una integral de línea sobre la frontera 

En (1). sean F, = 0 y F, = x. Entonces 


j jd x dy - 
R 



La integral del primer miembro es el área A de R. De manera similar, sean F, y y F 2 0; entonces 
por(1) 


A = 


jjdxdy= -f 

R C 


v dx. 


Al sumar ambas fórmulas se obtiene 


(4) 



donde la integración se hace como se indica en el teorema de Green. Esta interesante fórmula expresa el 
área de R en términos de una integral de línea sobre la frontera. Tiene varias aplicaciones; por ejemplo, !a 
teoría de ciertos planímetros (instrumentos para medir áreas) se basa en ella. 

Para una elipse x 2 /a 2 + y-íb 1 = 1 o x = a eos /, y = b sen f, se obtiene x’ - -a sen /, y 1 ' = b eos /; así, por 
(4) se obtiene el familiar resultado 


A 



- yx') dt = 


2 



eos 2 t - ( — ab sen 2 t )] dt = irab. 


I 


EJEMPLO 3 Área de una región plana en coordenadas polares 

Sean r y 9 las coordenadas polares definidas por x = r eos 0, y = r sen 0. Entonces 

dx = eos 0 dr - r sen $ </0, dy = sen d dr + r eos 0 t/0. 


y (4) se reduce una fórmula que es bien conocida por el cálculo elemental, a saber. 



TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO 


581 


Como una aplicación de (5), se considera la cardioide r = a{ I - eos 0), donde 0 < 0^2;r (figura 212). Se 
encuentra 


A = 


2 

— f (1 - eos 0) 2 dO 



I 



Figura 212. Cardioide. 


EJEMPLO 4 Transformación de una integral doble del laplaciano de una función 
en una integral de línea de su derivada normal 


El laplaciano desempeña un papel importante en la física y la ingeniería. En la sección 8.9 se obtuvo una 
primera impresión de este hecho y en el capítulo 11 se ampliará la discusión del mismo. Entre tanto, se 
usará el teorema de Green para deducir una fórmula de integrales básica en la que interviene el laplaciano. 

Se toma una función w(x , y ) que sea continua y que tenga primera y segunda derivadas parciales 
continuas en un dominio del plano xy que contiene una región R del tipo indicado en el teorema de Green. 
Se hace F x = -dw/dy y F 2 = ~dwldx . Entonces dFJdy y BFJdx son continuas en R y 


(6) 


dl^ 

dx 


¿y 


d 2 W 

te 2 


d 2 W 


= V 2 ! 


el laplaciano de w (ver la sección 8.9). Además, al usar esas expresiones para F { y F 2 se obtiene 


(7) 



dw dx ^ dvt ? dy\ ^ 
dy ds dx ds / 


donde 5 es la longitud de arco de C y C está orientada como se ilustra en la figura 213. El integrando de la 
última integral puede escribirse como el producto punto de los vectores 


es decir. 


, dw dw 

grad w — — i + — j y 

dx dy J 


n 


dy . 

ds * 


dx 

ds 


j; 


( 8 ) 


dw dx dw dv 

~T + ~ ~ ~ (grad H>).n, 
dy ds dx ds 


y 



Figura 213. Ejemplo 4. 
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El vector n es un vector unitario normal a C, ya que el vector 


, dr dx . dy . 

r(,) = sr * , + s j 


(Sección 8.5) 


es el vector unitario tangente a C y r' • n = 0. Además, no es difícil ver que n está dirigido hacia el exterior 
de C. A partir de lo anterior y de (6) en la sección 8.9, se sigue que la expresión del segundo miembro de 
(8) es la derivada de w en la dirección de la normal hacia afuera a C. Al denotar esta derivada direccional 
por dw/dn y al tomar en consideración (6), (7) y (8), a partir del teorema de Green se obtiene la fórmula de 
integrales buscada 



Por ejemplo, w = jr - y 2 satisface la ecuación de Laplace V : w - 0. Por tanto, su derivada normal integrada 
sobre una curva cerrada debe ser 0. ¿Puede el estudiante comprobar esto directamente por integración, por 
ejemplo, para el cuadrado 0ír< 1? ® 

El teorema de Green en el plano puede facilitar la evaluación de integrales y 
puede usarse en ambas direcciones, dependiendo del tipo de integral que sea el más 
sencillo en un caso concreto. Esto se ilustra con mayor detalle en los problemas de la 
sección. Además, y quizás un hecho de mayor importancia, el teorema de Green será 
una herramienta esencial en la demostración del teorema de Stokes en la sección 9.9. 


Problemas de la sección 9.4 

Usando el teorema de Green, evaluar la integral de línea <^F(r)*¿r en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la frontera C de la región R , donde 

1. F = yi + 4xj, R el cuadrado 0 ^ x ^ ^ y ^ a 

2. F = x sen y i - ysenjcj, R el rectángulo 0 ^ ^ tt, 0 ^ y ^ W2 

3. F = -y 3 i 4- jc 3 j, R el disco circular x 2 + y 2 ^ 4 

4. F = (2jc - y)i + (jc + 3y)j, R la región elíptica x 2 + 4y 2 ^ 4 

5. F - 2jcyi + (e x + jc 2 )j, R el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1) 

6. F = x ln y i + ye x j, R el rectángulo 0 ^ ^ 3, l^y^2 

7. F = tan O.ki + jc 5 yj, R: x 2 + y 2 ^ 25, y ^ 0 

8. F = y 3 i + (jc 3 + 3jcy 2 )j, R: x 2 ^ y ^ x 

9. F = (jc 2 + y 2 )i + (jc 2 - y 2 )j, R: 0 ^ y ^ 1/x, 1 ^ ^ 3 

10. F - jc 2 y 2 i - (jc/y 2 )j, R: 1 ^ jc 2 + y 2 ^ 4, * ^ 0, y ^ * 

11. F = e x+y i + e x ~ y }> R el triángulo x ^ y ^ 2x, x ^ 1 

12. F = x eos y i + jc 2 sen y j, R: 1 + jc 2 ~ y = 2, jc ^ 0 

13 . f = (;cy 2 + cosh jc)í - jc 2 yj, R\ O^y^l-* 2 

14. F = x cosh y i + jc 2 senhy j, R: x 2 ^ y ^ x 

15. F = (jc 3 - 2y 3 )i + (jc 3 + 2y 3 )j, R: x 2 + y 2 ^ a 2 , x ^ 0, y ^ 0 


i 
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Área. Usando (4) o (5), encontrar el área de las siguientes regiones. 

16. La región abajo del arco del cicloide r = a{t~ sen i) i + a( 1 - eos /)j, 0 < t < 2n. 

17. La región del primer cuadrante dentro de la cardioide (ver el ejemplo 3). 

18. La región del primer cuadrante abajo del arco del limaron (caracol de Pascal 5 ) r = 1 + 2 

eos 0, 0 < 0 < tí/2. 

dw 

“^ ds en sentido contrario al movi- 

c 

miento de las manecillas del reloj sobre la curva fronteriza C de la región R , donde 

19. w = e x + e y , R el cuadrado 0 ^ .v ^ 2,'0 § y i 2 

20 . w = 2x 2 + y 2 , R: x 2 ^ y ^ x + 2 

21. w = (x + 3y) 2 + 3x , R: x 2 + y 2 ^ 16, x ^ 0, y ^ 0 

22. w = e* eos y + x 3 - 3xy 2 , R el triángulo con vértices (1, 1), (2, - 1), (4, 2) 

23. w = ln (x 2 + y 2 ) + xy 3 , R: l^y^2-x 2 , x^O 

24. w = x 5 y + xy 5 , R: x 2 + y 2 ^ 1, y ^ 0 

25. w = x 3 y + 2e y , R el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0), (0, 1) 

26. (Ecuación de Laplace) Si w(x, y) satisface la ecuación de Lapíace V 2 w = 0 en una región 

R, demostrar que (10) con dw/dn definida como en el ejemplo 4 es válida. Sugerencia. 
Resolver el problema de manera similar al ejemplo 4. 


Integral de la derivada normal. Usando (9), evaluar <j> 


f f[í dw \ 2 . /M 2 1 , j . -r dw J 

JJLw + U) \< ixd y = f w ^ d °- 

R C 


27. Demostrar que w = 2e x eos y satisface la ecuación de Laplace y, usando (10), integrar 
w(dw¡dn) en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de la 
frontera C del cuadrado 0<x^2, 0í¡y<2. 


Otras formas del teorema de Green 

28. Demostrar que (1) puede escribirse en la forma (11) siguiente, donde n es el vector unita¬ 
rio hacia afuera a la curva C (figura 213) y s es la longitud de arco de C. Sugerencia. 
Introducir F = F 2 i - F x j. 

(11) JJ div F dx dy = F*n ds. 

r c 

29. Comprobar ( 1 í ) cuando F = 7xi - 3yj y C es la circunferencia x 2 + y 2 — 4. 

30. Demostrar que (1) puede escribirse en la forma (12) siguiente, donde k es un vector unitario 
perpendicular al plano xy, r'es el vector unitario tangente a Cy s es la longitud de arco de C. 

«2, // (rot F) *k dx dy = <j> F*r' ds . 

R J C 

5 ET1ENNE PASCAL (1588-1651), padre del famoso matemático y filósofo francés BLA1SE PASCAL 
(1623-1662). 
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9.5 SUPERFICIES PARA INTEGRALES DE SUPERFICIE 

Habiéndose introducido las integrales de línea y dobles sobre regiones en el plano, se 
tratan ahora las integrales de superficie, en las que se integra sobre superficies en el 
espacio (una esfera, una parte de un cilindro, etc.). Por tanto, es necesario ver primero 
la manera en que pueden representarse las superficies. Se procede a hacer esto a 
continuación para discutir después las normales a superficies, que también se necesi¬ 
tarán en las integrales de superficie. 


Representaciones de superficies 

Para abreviar, el término “superficie” se usa también para denotar una porción de una 
superficie, así como se dice “curva” para referirse al arco de una curva. 
Representaciones de una superficie S en el espacio xyz son 

(1) z = /(*, y) o g(x , y, z) - 0. 

Por ejemplo, z = +^/a 2 -jc 2 - y 2 o jc 2 + y 2 + z 2 - a 2 = 0 (z ^ 0) representa una 
sem ¡esfera de radio a y centro 0. 

Ahora bien, para las curvas C en las integrales de línea, resultó más práctico y 
ofreció una mayor flexibilidad el uso de una representación paramétrica r = r(í), 
donde a á t < b. Se trata de un mapeo del intervalo a<t^b y localizado en el eje t, 
sobre la curva C en el espacio xyz . Mapea cada t de dicho intervalo sobre el punto de 
C con vector de posición r(/). Ver la figura 214. 

De manera similar, para superficiés S en integrales de superficie, con frecuencia 
resultará más práctico usar una representación paramétrica . Las superficies son bi- 
dimensionales. Por tanto, se necesitan dos parámetros, a los que se denomina u y v. En 




Figura 214. Representaciones paramétricas de una curva y una superficie. 








SUPERFICIES PARA INTEGRALES DE SUPERFICIE 


585 


consecuencia, una representación paramétrica de una superficie S en el espacio es 
de la forma 


( 2 ) 


r(w, v) = x(u , v)i + y(u, ¿>)j + z(u , t?)k 


( u , t?) en 


donde /? es alguna región en el plano uv. Este mapeo (2) transforma cada punto (u, v) 
de R sobre el punto de S con vector de posición r(u, v). Ver la figura 214. 

EJEMPLO 1 Representación paramétrica de un cilindro 

El cilindro circular Ar+y 2 = ar,~l <z< I, tiene radio o, altura 2 y al eje z como eje. Una representación 
paramétrica es 

r(w, v) - a eos u i + a sen u j + ¿?k (Figura 215) 

donde los parámetros u , v varían en el rectángulo R en el plano uv dado por las desigualdades 0 ^ u £ 2n, 
-1 S v í I. Las componentes de r(w, v) son 

x — a eos w, y = a sen «, z ~ v. 

Las curvas v = const son circunferencias paralelas. Las curvas u = const son rectas verticales. El punto P 
de la figura 215 corresponde a u = n!3 = 60°, v = 0.7. | 


EJEMPLO 2 Representación paramétrica de una esfera 

Una esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 puede representarse en la forma 


( 3 ) 


r(w, v) = a eos v eos u i + a eos u sen u j + a sen u k 


donde los parámetros u, v varían en el rectángulo R en el plano uv dado por las desigualdades 0 á u < 1k, 

-Ttil <v^7ífl. Las componentes de r son 


x = a eos v eos «, 
Las curvas u = const y v = const son los 


y — a eos v sen«, z = a sen v. 
meridianos ' y los "paralelos” de S (ver la figura 216). 



Figura 215. Representación Figura 216. Representación 

paramétrica de un cilindro. paramétrica de una esféra. 
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Esta representación se usa en geografía para medir la latitud y la longitud de puntos sobre el globo 
terráqueo. 

Otra representación paramétrica de la esfera usada también en matemáticas es 


( 3 *) 


r(w, v) = a eos u sen v i + a sen u sen v j + a eos v k 


donde 0 <í u S 2tt, 0 ^ v < n. 


I 


EJEMPLO 3 Representación paramétrica de un cono 

Un cono circular 2 = ^x 2 + y 2 puede representarse por 

r(w, v) ~ u eos v i + u sen u j + uk 

donde w, v varían en el rectángulo R: 0 < u ^ H, 0 ^ v ú2n. Las componentes de r(w, v) son 
x = u eos t?, y = u sen o, z = u 

y puede comprobarse que x 2 +y* — r 2 , como debería ser. ¿Qué son las curvas u = const yv = consté Hacer 
una figura. I 


Plano tangente y normal a una superficie 

Antes de definir las integrales de superficie, se da un paso más y se introducen los 
vectores normales a superficies, los cuales serán necesarios. Un vector normal a una 
superficie S en un punto P es un vector perpendicular al plano tangente a S en P 
(figura 217), el que plano contiene a todos los vectores tangentes a las curvas sobre S 
que pasan por P , como se sabe por la sección 8.9. Puesto que S está dada por r = r(w, 
v) en (2), la idea es que se obtiene una curva C sobre S al tomar un par de funciones 
continuas (que no sean ambas constantes) 

u = u(í ), v = v(t ), 

por lo que C tiene el vector de posición ?(/) = r(w(f), v(í)). Al suponer que estas 
funciones son derivables y aplicando la regla de la cadena (sección 8.8), se obtiene un 
vector tangente a C dado por 



dr , dr 
— u + — v 
du 


n 



Figura 217. Plano tangente y vector normal. 






SUPERFICIES PARA INTEGRALES DE SUPERFICIE 


587 


Por tanto, las derivadas parciales r y r. en P son tangenciales a S en P y se supone que 
son linealmente independientes, por lo que generan el plano tangente a S en P. Enton¬ 
ces su producto vectorial da como resultado un vector N normal a S en P, 


(4) 


N = r. x r 0. 


El vector unitario n normal a S en P correspondiente es (figura 217) 


(5) 


- ■ ¡¿¡ n * ¡rh 


r u * "V 


Además, si S está representada por g( jc, y , i) = 0, entonces, por el teorema 2 de la 
sección 8.9, 

<5 *> n = ü¿7¡ grad *• 

La discusión puede resumirse como sigue: 

Teorema 1 (Plano tangente y normal a una superficie) 

Si una superficie S está dada por (2) con r ( = drfdu y r = dr/dv continuas y que 
satisfacen (4) en cada punto de S, entonces S tiene en cada punto P un plano tangen¬ 
te único que pasa por Py que es generado por r n y r asi como una normal única cuya 
dirección depende de manera continua de los puntos de S. 

Un vector unitario n normal a S está dado por (5). (Ver la figura 217.) 

A una superficie S como ésta se le llama superficie suave. Se dice que S es suave 
por secciones si está compuesta por un número finito de porciones suaves. Por ejemplo, 
una esfera es suave y la superficie de la frontera de un cubo es suave por secciones. 

EJEMPLO 4 Vector unitario normal a una esfera 

Por (5*) se encuentra que la esfera g(x,y, z) ~ x~ + yr + - - a 2 = 0 tiene el vector unitario normal 

n(x, y, z) = - i + - j + - k. 

a a a 


EJEMPLO 5 Vector unitario normal a un cono 

En la punta del cono g(x^y, z) = -z+ <Jx 2 + y~ = 0 del ejemplo 3, el vector unitario normal n se hace 
indeterminado, ya que por (5*) se obtiene 

- * / x y . \ | 

V2 \\/v 2 + y 2 V^Y 2 + y 2 ' ) 

Lo que se ha aprendido sobre superficies en esta sección se aplicará para discutir 
las integrales de superficie en la siguiente sección. 
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Problemas de la sección 9.5 

Representaciones paramétricas y normal a una superficie. Como preparación para las inte¬ 
grales de superficie, el estudiante se familiarizará con las representaciones paramétricas de 
superficies deduciendo una representación de la forma (1), estableciendo qué son las curvas 
paramétricas (curvas u = const yv = const ) sobre la superficie y encontrando el vector normal 
N = r w x r de la superficie. 

1. Plano xy r = ui + vj 

2. Plano xy en coordenadas polares r = u eos v i + u sen v j 

3. Cilindro elíptico r = 4 eos u i + 2 sen u j + vk 

4. Helicoide r = u eos v i + u sen v j + vk 

5. Cono r = u eos v i + u sen v j + cuk 

6. Elipsoide r = a eos v eos u i + b eos v sen u j + c sen v k 

7. Paraboloide de revolución r = u eos v i + u sen v j + u 2 k 

8. Elipsoide de revolución r = eos v eos u i + eos v sen u j + 2 sen v k 

9. Parabol ide elíptico r = au eos vi + bu sen v j + u 2 k 

10. Paraboloide hiperbólico r = au cosh v i + bu senh v j + u 2 k 

11. Hiperboloide r = a senh u eos v i + b senh u sen v j + c cosh u k 

12. Catenoide r = v eos u i + v sen u j + cosh 1 v k 


Obtención de representaciones paramétricas de superficies. Encontrar una representación 
paramétrica de las siguientes superficies. (La respuesta da una de estas representaciones pero 
hay muchas más.) Encontrar un vector normal. 


13. 

Plano y = z 

14. 

Plano yz 

15. 

Plano + y + z= 1 

16. 

Esfera (x - 1 ) 2 + y 2 + (z + 1 ) 2 - 4 

17. 

Cilindro hiperbólico jc 2 - y 2 = 1 

18. 

Cilindro elíptico + 4z 2 = 4 

19. 

Paraboloide z = 1 6(jc 2 + y 2 ) 

20 . 

Cono elíptico z = Jx 2 + 9y 2 


21. Encontrar una representación paramétrica del paraboloide del problema 20 tal que N(0,0) *0. 
Encontrar N. 

22. En los problemas 2 y 20, encontrar los puntos en los que (4) no es válida e indicar si esto 
se debe a la forma de la superficie o a la elección de la representación. 

23. Demostrar que una representación r =/*. v) puede escribirse (f u - dfldu, etc.) 


(6) 


r(w, «;) = «i + i?j + /(m, t?)k, y N - -fj - fj + k. 


24. Escribir x - h(x, y) en forma paramétrica y encontrar un vector normal. 

25. (Parámetros ortogonales sobre una superficie) Demostrar que lás curvas paramétricas 
u = const y v - const sobre una superficie r = r(u. v) se cortan formando ángulos rectos si 
y sólo si r *r = 0. 

^ tt v 


Normal a una superficie. Usando (5*), encontrar un vector unitario normal a las superficies 
dadas por 


26. x 2 + 4y 2 + 16z 2 = 64 
28. 4jc 2 + 4v 2 - z 2 = 0 
30. 3x 2 + 3y 2 - z = 0 
32. z ~ x 2 + y 2 = 0 


27. 2x + 3y - 5z = 1 
29. x 2 + y 2 + z 2 = 9 
31. x 2 + y 2 = a 2 
33. z - xy = 0 
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Plano tangente. El plano tangente T(P) como tal será de importancia secundaria en la discu¬ 
sión subsecuente, pero el estudiante debe saber cómo representarlo. Demostrar que: 

34. Si 5: r(«, v), entonces T(P ): (r* - r r u r 0 ) = 0 (ver la sección 8.3). 

35. Si 5: r(w, v), entonces T(P): r*{p, q) = r (P) + prJP) + qr c (P). 

36. Si S\ g(x,y, z) = 0, entonces T(P): (r* - r(/ > )].Vg(P) = 0. 

Si S: z = f(x, y), entonces T(P): z* - z = (x* - x)f z (P) + (y* - y)f y (P). 

Encontrar una representación del plano tangente a las siguientes superficies en P 0 : (x t¡ , y z ). 

37. y 2 + z 2 = 4, P 0 : (3, - Vi, Vi) 38. z 2 = x 2 + y 2 , P Q : (l, 0, 1) 

39. x 2 + y 2 + z 2 = 25, />„: (3, 4, 0) 40. '3jc 2 + 2y 2 + z 2 = 20, /#'( 1, 2, 3) 

9.6 INTEGRALES DE SUPERFICIE 

Para definir una integral de superficie, se toma una superficie S, dada por una repre¬ 
sentación paramétrica según se acaba de discutir, 

W r (w, v) = x(u, v)\ 4- y(u, ü)j 4 z(u, ü)k (w, v) en R, 

y se supone que S es suave por secciones, por lo que Atiene un vector normal 

(2) N = r u x y vector unitario normal n = ~ N 

|N| 

(ver la sección 9.5) en cada punto (con la posible excepción de algunas aristas o 
cúspides, como en un cubo o cono). Puede definirse ahora la integral de superficie 
de una función vectorial F sobre S por 


(3) 


Jj¥»n c/A = jJ F[r(w, t>)]*N(w, o) du du . 

S R 


F * n es la componente normal de F y esta integral surge de manera natural en proble¬ 
mas de flujo donde da el flujo a través de S (= masa de fluido que cruza por S por 
unidad de tiempo; ver la sección 8.10) cuando F — pv, donde p es la densidad del 
fluido y v el vector velocidad del flujo (ver el ejemplo siguiente). Por tanto, la integral 
de superficie (3) puede llamarse la integral de flujo. 

Otras formas de integrales de superficie se discutirán en las páginas 595-597. 

Se observa que la integral del segundo miembro de (3) es una integral doble 
(sección 9.3) sobre la región R en el plano uv correspondiente a S y que existe para F 
continua y S suave por secciones, ya que esto hace que F • N sea continuo por seccio¬ 
nes. Obsérvese asimismo que el integrando es un escalar, no un vector, ya que se 
toman productos punto. 
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En (3) se tiene N du dv = n|N| du dv por (5) de la sección 9.5. Ahora bien, por la 
definición de producto vectorial, |N| = |r H x r J es el área del paralelogramo con lados 
y u y r v . Por tanto, |N| du dv es el elemento de área dA de S , de donde 

( 3 *) J n dA = N du dv\ 

esta expresión motiva (3). 

Al hacer F = F x \ + /\j + /^k, n = eos a i + eos Í3 j + eos y k y N = N x \ + AJ + k, 
se afirma que (3) puede escribirse 

j JV • n dA = f f(F i cos a + ^2 cos & + ^3 cos y) dA 

(4) 5 s 

= JJ(F 1 N 1 + F 2 N 2 + F 3 N 3 ) du dv. 

R 

De hecho, los dos segundo miembros se siguen por (2), sección 8.2,* el primero a 
partir de F • n y el segundo a partir de F * N. Aquí, a, /}, y son los ángulos entre n 
y las direcciones positivas de los ejes de coordenadas, ya que se obtiene el produc¬ 
to punto n * i = cos ay, de otra parte, por (4) de la sección 8.2, el mismo resultado, 
cos a = n ■ i/|n||i| = n • i. Se aplica un razonamiento similar para j3 y y. I 


EJEMPLO 1 Flujo a través de una superficie 

Calcular el flujo de agua que pasa por el cilindro parabólico S\ y = x 2 , 0 < x <; 2, 0 S z í 3 (figura 218) si 
el vector velocidad es F =yi + 2j + xzk, con la velocidad medida en metros/segundo. 

Solución. Al escribir x = u y z = v, se tiene y = x l = u 1 . Por tanto, una representación de 5 es 

S: r = ui + « 2 j 4 - vk (05^2,01^ 3). 

A partir de esta expresión, 

r„ = * + 2 '0 

r = k 


Sobre 5, 


N = r u x r (! - 2«i - j. 

F = // 2 i + 2j + uvk. 



Figura 218. Superficie Sen el ejemplo 1. 
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Por tanto, 

F.N = « 2 • 2» + 2( — 1) = 2w 3 - 2. 


Por integración, a partir de (3) se obtiene 

3 2 2 

J*F»n é/A = J i (2w 3 — 2) c/w dv — 3 f (2w 3 — 2 ) du = 12 [metros 3 /seg]. 

5 0 0 0 

Puesto que el agua tiene la densidad p = 1 g/cnf = 1 kg/1 = 1 000 kg/m\ la respuesta es 12 000 kg/s. I 

EJEMPLO 2 Integral de superficie 

Evaluar (3) cuando F^^i + Sj^ky 5 es la porción del plano ;c+y> + z = 1 en el primer octante (figura 219). 

Solución. Al escribir x = ü y >> = v, se tiene z = 1 -x-y = 1 - u-v. Por tanto, el plano x + y + z ~ 1 puede 
representarse en la forma 

r(«, u) = «i + tj + (1 — m — ¿?)k. 

La porción S en el primer octante de este plano se obtiene restringiendo x = «y>> = vala proyección R de 
S en el plano xy. R es el triángulo acotado por los dos ejes de coordenadas y la recta x + y - 1; por tanto, 0 
<* < l 0 < y ^ 1. 

AI derivar r («, v), se calcula 

N = r u x r r = ~ k ) X (J - k) = i + j + k. 

Por tanto, F * N = u 1 + 3v 2 , de donde por (3) se obtiene 

J Jf*ii dA = J J(u 2 + 3r 2 ) du dv — j j (« 2 + 3>v 2 ) du do 

S R 00 

do = j ® 



Figura 219. Porción de un plano en el ejemplo 2. 

Por (3) o (4) se observa que el valor de la integral depende de la elección del 
vector normal unitario n. (En lugar de n pudo haberse elegido -n.) Esto se expresa 
diciendo que esta integral es una integral sobre una superficie orientada S , es decir, 
sobre una superficie S sobre la cual se ha elegido uno de los dos vectores normales* 
unitarios posibles en una manera continua. (En el caso de una superficie suave por 
secciones, el punto necesita analizarse más, lo que se hace más adelante.) Si se cam¬ 
bia la orientación de S , lo que significa que se sustituye n por -n, entonces cada 
componente de n en (4) se multiplica por - I, por lo que se tiene 
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Teorema 1 (Cambio de orientación) 

La sustitución de n por -n (y en consecuencia, de N por -N) corresponde a la mul¬ 
tiplicación de la integral en (3) o (4) por- 1. 

¿Cómo se efectúa este cambio de N en la práctica si S está dada en la forma (1)? La 
manera más sencilla es intercambiando u y v, ya que entonces r u se vuelve r y vice¬ 
versa, por lo que N = r w x r y se convierte en r x r u = -r x r = -N, como se deseaba. 
A continuación se ilustrará este hecho. 


EJEMPLO 3 Cambio de orientación 

En el ejemplo 1 se tenía F = >i + 2j + xzk y S: y = x 1 , donde 0 <; 2, 0 <; z ^ 3. AI hacer * = wyz = vse 

llegó a la representación 


r = mí + « 2 j + nk (0 á « ^ 2, 0 í ü 5 3) 

obteniéndose +12 como el valor de la integral. 

Se comprueba ahora que si se intercambian u y y, de tal modo que 

r = v\ + v 2 } + uk (0g«i 3,0 ^uS2), 

la integral será-12. De hecho, por cálculos directos se obtiene 

N ^ r u x r í; = k x <> + 2tfj) = j - 2í)i, 

F = ¿? 2 i + 2j + uuk (sobre S) 

y a partir de esta expresión, 

2 3 2 

Í7f.N f í ( -2í? 3 + 2 ) du dv — f ( —6t> 3 + 6) dv = - 12. ® 

K t) *0 *0 

Más acerca de la orientación. Se considera primero una superficie suave. Si S es 
suave y P es cualquiera de sus puntos, puede escogerse un vector unitario n normal a 
S en P .La dirección de n se denomina entonces la dirección positiva normal a S en P, 
Obviamente, existen dos posibilidades para escoger n. 

Se dice que una superficie suave S es orientable si la dirección positiva normal, 
cuando se da en un punto arbitrario P Q de S, puede continuarse en una manera única y 
continua en la superficie entera. 

Esencial en la práctica es el hecho de que una porción suficientemente pequeña 
de una superficie suave siempre es orientable. Desde un punto de vista teórico, resul¬ 
ta interesante que esto puede no ser válido para la superficie completa. Existen super¬ 
ficies no orientables. Un ejemplo muy conocido de una superficie no orientable es la 
banda de Móbius 6 ilustrada en la figura 220. Cuando un vector normal, que se da en 


6 AUGUST FERDÍNAND MOBIUS (1790-1868), matemático alemán, discípulo de Gauss, profesor de 
astronomía en Leipzig, conocido por sus importantes trabajos en la teoría de superficies, geometría 
proyectiva y mecánica. También realizó aportaciones a la teoría de números. 
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B 


B 



Figura 220. Banda de Móbius. 


^o’ se desplaza de manera continua a lo largo de la curva C de la figura 220, el vector 
normal resultante al regresar a P 0 está en la dirección opuesta a la del vector original 
en P Puede hacerse un modelo de la banda de Móbius tomando un trozo rectangular 
largo de papel, haciendo un medio giro y pegando los lados más angostos de tal modo 
que los dos puntos A y los dos puntos B de la figura 220 coincidan. 

Si la frontera de una superficie suave orientable 5 es una curva cerrada simple C, 
entonces con cada una de las dos orientaciones posibles de 5 puede asociarse una 
orientación de C, como se ilustra en la figura 22la. Usando esta idea simple, puede 

ampliarse ahora fácilmente el concepto de orientación a las superficies suaves por 
secciones como sigue. 

Una superficie S suave por secciones se llama orientable si cada parte suave de 
S puede onentarse de tal modo que a lo largo de cada curva C* que es una frontera 
común de dos partes 5, y la dirección positiva de C* con respecto a S es opuesta a 
la dirección positiva de C* con respecto a S . 

En la figura 221 ó se ilustra la situación para una superficie que se compone de 
dos partes suaves. 




(a) Superficie suave 

S 7 


(b) Superficie suave por secciones 

Figura 221. Orientación de una superficie. 
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Otra notación para las integrales de (4). Después de esta discusión de la orienta¬ 
ción, ahora puede explicarse otra manera de escribir (4). También se acostumbra es¬ 
cribir en (4) 



(a) 

j eos a dA = j j F x dy dz 

s s 

(5) 

(b) 

j Jf 2 eos 0 dA = J Jf 2 dz dx 

S t s 


(c) 

J Jf s eos y dA — J Jf 3 dx dy 


5 S 


y en conjunto 

(6) jJ F*n dA = J J (Fj dy dz + F 2 dz dx + F 3 dx dy). 
s s 

Esta fórmula es el análogo de (3') de la sección 9.1 para integrales de línea. Estas 
fórmulas pueden usarse para evaluar integrales de superficie convirtiéndolas en inte¬ 
grales dobles sobre regiones planas, pero debe tenerse muy presente la orientación de 
S (la elección de n). Se explica lo anterior para (5c). Si la superficie S está dada por z 
= h(x, y) con (x, y) variando en una región R en el plano xy y si S está orientada de tal 
modo que eos y > 0, entonces 

(5c') JJf 3 eos 7 dA = +JJ F 3 [x, y, h(x, y)] dx dy, 

s R 

pero si eos y < 0, entonces 

(5c") JJf 3 eos y dA = -JJF 3 [x, y, h(x, y)] dx dy. 

S R 

Esto se sigue al observar que el elemento de área dx dy en el plano xy es la proyección 
|cos y| dA del elemento de área dA de 5, y se tiene eos y = +|cos y| en (Se*), donde eos 
y> 0, pero eos y= -|cos y| en (5c"), donde eos y < 0. Se aplica un razonamiento similar 
para (5a), (5b) y en (6). ■ 

EJEMPLO 4 Una aplicación de (6) 

Comprobar el resultado del ejemplo 1 usando ( 6 ). 

Solución. En el ejemplo 1 se tiene F, =>>, F 2 = 2, F i = xz y S: y = x 2 con 0 S * ú 2 (por tanto 0 y 0 

£ z < 3. La normal a la superficie es paralela al plano xy, por tanto eos 7 = 0, y n apunta en la dirección x 
positiva, por tanto eos a > 0 , y ligeramente hacia abajo en la dirección y negativa, por tanto eos (3 < 0 , lo 
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que ocasiona la presencia de un signo menos en (5b). (De hecho, N = 2ui - j = 2*i - j.) Así, por ( 6 ) se 
obtiene 


J JV • n ¿A = j J( y dy dz - 2 dz dx) 

S R 

- í f y dy dz ~ f f 2 dz dx 

0 0 J o J o 

y 2 I 4 

= 3 * y — - 2 - 2 * 3 = 24 - 12 = 12. 
1 lo 


Esto confirma el resultado del ejemplo 1. 


I 


Integrales sobre superficies no orientadas 

Otro tipo de integral de superficie es 


(7) 


f dA = J J y)]|N(«, ü)| du dv . 

S R 


Aquí dA = |N| dudv= \r ¡t x rj du dv es el elemento de área de la superficie S represen¬ 
tada por (1) [ver antes de (3*)] y se hace caso omiso de la orientación. 

Como en las aplicaciones, si G(r) es la densidad de masa de S , entonces (7) es la 
masa total de S. Si G = 1, entonces (7) da como resultado el área /4(S) de S , 


( 8 ) 


A(S) = J JdA = //l r u x r J du dv . 

S R 


EJEMPLO 5 Area de una esfera 

Una esfera de radio a puede representarse por (3), sección 9.5, es decir, 

r(w, v) = a eos v eos // ¡ + a eos v sen u j + a sen v k, 
donde 0 < u < 27T, ~ití2 < v < ní2. Mediante cálculos directos se obtiene (¡hacer la comprobación!) 
r u x r r = " 2 cos2 v cos «i + a 2 eos 2 v sen u j + a 2 eos v sen v k. 

Por tanto, 

l r u x r J ~ ü 2 [cos 4 v eos 2 u + eos 4 v sen 2 u + eos 2 v sen 2 t?] 1/2 = a 2 |cos v\. 
Con esta expresión, por (8) se obtiene la conocida fórmula 


W2 2 TT 

A(5) = a 2 J I |cos v\ du dv = 

— tt/2 0 


7t/2 

cos v dv = 4ira 2 . 

-ir! 2 



■ 
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EJEMPLO 6 Representación y área de la superficie de un toro (rosca) 

La superficie S de un toro se obtiene haciendo girar un circulo C alrededor de una recta L en el espacio de 
tal modo que C no interseque o toque a L y que su plano pase siempre por L. Si L es el eje z y C tiene radio 
b y su centro está a la distancia a de como en la figura 222, entonces S puede representarse por 

r (w, v) ~ {a + b eos v) eos u i + (a + b eos u) sen u j + b sen v k. 


Por tanto 

r u = - (a + b eos sen u i + (a + b eos o) eos u j 
r v = -b sen v eos u i - b sen v sen u j + b eos v k 
r u x r ¿) ~ b( a + b eos í,)[cos u eos v i + sen u eos v j 4- sen v k]. 

En consecuencia, |r w x r ] = b(a + b eos v) y por (8) se obtiene el área total del toro 

2 ir 2 t r 

0 


j b(a + b eos o) du du = 4tt 2 ab. 


(9) 


A{S) = 


/ 



Figura 222. Toro del ejemplo 6. 


EJEMPLO 7 Momento de inercia 

Encontrar el momento de inercia / de la lámina esférica homogénea S: x 2 + y 2 + z 1 = a 2 de masa M 
alrededor del eje z. 

Solución, Si una masa se distribuye en una superficie S y p{x , y , z) es la densidad de la masa (= masa por 
unidad de área), entonces el momento de inercia / de la masa con respecto a un eje L dado se define por la 
integral de superficie 


( 10 ) 



donde D(x,y y z ) es la distancia del punto (x, y, z ) a L. Puesto que, en el ejemplo presente, p es constante y 
S tiene el área A = 4 tío 2 , se tiene 
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Usando para S la representación (3) de la sección 9.5, 

r(«, v) = a eos v eos u i + a eos v sen w j + a sen v k, 

para e! cuadrado de la distancia de un punto (x, y, z) al eje 2 se obtiene la expresión D 2 =x 2 +y 1 = a 2 eos 2 v. 
Además, por cálculos directos, 

dA ~ |N| du du = |r u x rj du dv = a 2 eos v du dv 

(¡comprobarlos!). Se llega así al resultado 

1 = f - ^~2 / J ° 4 cos3 v du dv = f eos 3 v dv = 2Mü . 1 

S —tt(2 0 2 J _ W2 3 

Si S está dada por z =j{x, y\ entonces al hacer u = jc, v = y, r = [u, v,/J se obtiene 
M = |r„ x rj = |[1,0./J x [0, 1,/J 
= |[-/ tt , -f„ 1]| = Vi + f* + f* 

y, como/; =/,/ =/, la fórmula (7) queda 


(11) 

f J G(r) dA 

= Jf G[x, y, f(x, y)] yj 1 + ^ 

'£)' + (i 

fy) dxd y 


s 

R* '' 




donde R* es la proyección de S en el plano xy (figura 223) y el vector normal N en S 
apunta hacia arriba. Si apunta hacia abajo , la integral del segundo miembro está 
precedida de un signo menos. 

Por (11) con G = 1 se obtiene para el área A(S) de S : z =fix, y ) la fórmula 


( 12 ) 


acs)= ííbW^W dx dy 

s v ' v J/ 


donde S es la proyección de S en el plano como antes. 



Figura 223. Fórmula (11). 
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Problemas de la sección 9.6 

Integrales de flujo de la forma (3). Evaluar JJ F * n dA , donde 


1. F = 2xi + 2 yj, S. z ^ 2x + 3y, 0 ^ x ^ 2, - 1 ^ y ^ 1 

2. F = x 2 i + e y j + k, S: x + y + z = 1, x ~ 0, y 0, z = 0 


S : x 2 + y : 


9 , 


0, y = 0, 0 


3. F = eH - e z j + é> x k, 

4. F = cosh yz i 4- y 4 k, S: y 2 + z 2 — 1, -5 ^ x ík 5, z = 0 

5. F = i + 2j + 7k, 5: z - 4(x 2 + y 2 ), z ^ 4 

6. F = y 2 i + x 4 j + z 2 k, S: z = x 2 + y 2 , y ^ 0, z - 9 

7. F = z 3 (i - k), S: r = u eos v i + u sent; j + wk, 0 ^ u ^ 5 

8. F = (x — z)i + (y - x)j + (z ~ y)k, S como en el problema 7 

9. F = y 3 i + x 3 j + z 3 k, S: x 2 + 4y 2 = 4, x ^ 0, y ^ 0, 0 =í z = /? 


10. F - tan xy i + x 2 yj 

11. F = i + x 2 j + xyzk. 


zk, 


5: 9y 2 + z 2 = 9, 1 ^ x ^ 4 


S: z = xy, 0 


0 ^ y ^ 1 


12. F = i + j + k, S: x 2 + y 2 + 4z 2 = 4, z = 0 

13. F = zi - xzj + yk, S\ x 2 + 9y 2 + 4z 2 - 36, x 


0, y ^ 0, z = 0 


14. F = cosh x i + senhy k, S: z = x + y 2 , 0 ^ y ^ x, 0 ^ x ^ 1 

15. F = 2xyi + x 2 j, S: r = cosh u i + senh u j + dk, Oá « á 2, 

-3 ^ v 3 

Integrales de superficie de la forma (7). Usando (7) u (11), evaluar JjG(r) dA, donde 


16. G = eos x + sen y, S: la porción de x + y + z = 1 en el primer octante 

17. G = 3(x + y + z), 5: z = x + y, OSyár, OSrSl 

18. G = 2xy + 1, S: x 2 + y 2 = 4, |z| S 1 

19. G = xe y + x 2 z 2 , S: x 2 + y 2 = a 2 , ySO, OSzS/i 


20. G = e*** + x ; 


S: r = u eos v i + u sen v j + auk, 0 ^ u fk 1 


21. G = (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 , S: z = 4Vx 2 + y 2 , y g 0, 0S Z g4 


5: x 2 + y 2 + z 2 = 1, y S O, 


0 


22. G = X + y + z, 

23. G = 27x 3 sen y, 5: r = u\ + üj + « 3 k, O^w^l, 

24. G = are tan (y/x), 5: z. — x 2 + y 2 , 1 z = 4, x ^ 0, y ^ 0 


25. G = 15xy, 5: r = wi + yj + wt;k, 0 = i 

Centro de gravedad. Momentos de inercia 


i, o 


26. (Centro de gravedad) Justificar las fórmulas siguientes para la masa M y el centro de 
gravedad (x, y, z) de una lámina S de densidad (masa por unidad de área) o(x, y, z) en 
el espacio: 


M 


= ff*dA, x = ¡ j f¡xvdA . y = ±ffycrdA, I = ^f¡zadA. 


27. (Momentos de inercia) Justificar las fórmulas siguientes para los momentos de inercia de 
la lámina del problema 26 alrededor de los ejes x, y y z, respectivamente: 

x = f f (y 2 + Z 2 )crdA , I y = JJ(x 2 + z 2 )(rdA, I z = J J(x 2 + y 2 )<j dA. 


I 
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28. Encontrar una fórmula para el momento de inercia de la lámina del problema 26 alrededor 
de la recta y -x,z — 0. 

Encontrar el momento de inercia de la lámina S de densidad 1 alrededor del eje A, donde 

29. S: x 2 + y 2 = 1, 0 < z < h, A : el eje z 

30. 5 como en el problema 29, A : la recta z = hil en el plano xz 

31. S: x 2 +y* = z\ 0 < z < h. A: el eje z 

32. (Teorema de Steiner 7 ) Si I A es el momento de inercia de una distribución de masa de la 
masa total M con respecto a un eje A que pasa por el centro de gravedad, demostrar que su 
momento de inercia l B con respecto a un eje B , que es paralelo a A y está a una distancia k 
del mismo, es 

4 = ¡A + 

33. Usando el teorema de Steiner, encontrar el momento de inercia de S del problema 30 
alrededor del eje x. 

34. Construir un modelo de papel de la banda de Móbius. ¿Qué ocurre si se recorta a lo largo 
de la curva C de la figura 220? 


Primera forma fundamental de una superficie. Dada una superficie S: r (w, v), la forma dife¬ 
rencial cuadrática correspondiente 

(13) ds 2 = E du 2 + 2F du du + G dv 2 

con coeficientes 8 

C4) E = r u .r u , F = r u .r„, G = r r .r B 

se conoce como la primera forma fundamental de S. Es básica en la teoría de superficies, ya 
que con su ayuda pueden determinarse longitudes (problema 36 siguiente), ángulos (problema 
37) y áreas (problema 38) sobre S, como se ilustra en los problemas siguientes. 


35. Por (13), sección 8.5, se tiene ds 2 = dr * dr. Demostrar que para una curva C: u = u(t\ v = 
v(0, a<t<b , sobre S a partir de esta expresión se obtienen (13) y (14). 

36. Demostrar que C del problema 35 tiene longitud 

r b _ r b _ 

(15) / = I Vr'(í).r'(/) dt = J VEu' 2 + 2Fu 'd + Gv’ 2 dt. 

a a 


37. Demostrar que el ángulo y entre dos curvas que se cortan C l \u= g(t\ v = h(t) y C 2 : u = 
p(t\ v = q(t) sobre S : r(w, v) se obtiene de 


( 16 ) 


eos y — 


a*b 

|a| |b| 


donde a = rjg' + rh f y b = r^?' + r v q* son vectores tangentes aC,y C r 


1 JACOB STEINER (1796-1863), geómetra suizo, nacido en un pequeño pueblo, aprendió a escribir a los 
14 años de edad, fue pupilo de Pestalozzi a los 18 años, más tarde estudió en Heidelberg y Berlín y, 
finalmente, debido a sus notables investigaciones, fue nombrado profesor en la Universidad de Berlín. 
8 £, F, G son notaciones comunes; desde luego, no guardan relación alguna con las funciones FyG que 
aparecen en algunas partes de este capítulo. 
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38. Demostrar que 

(17) |N| 2 = |r u x r„| 2 = EG - F 2 , 
por lo que la fórmula (8) para el área /f(ó') de S queda 

( 18 ) A(S) = J fdA = JJ|N| du dv = j j V EG - F 2 du dv. 

S R R 

39. (Coordenadas polares) Demostrar que para jas coordenadas polares u (= r) y v (= 6) 
definidas por x = u eos v, y = u sen v, se tiene E= 1, F - 0, G = w 2 , de donde 

ds 2 = du 2 + u 2 dv 2 — dr 2 4- r 2 dO 2 

y calcular a partir de esta expresión y (18) el área de un disco de radio a. 

40. (Teorema de Pappus 9 ) Demostrar que el área A del toro del ejemplo 6 puede obtenerse 
por el teorema de Pappus , el cual establece que el área de una superficie de revolución es 
igual al producto de la longitud de un meridiano C y la longitud de la trayectoria del 
centro de gravedad de C cuando C se hace girar un ángulo 2 k. 


INTEGRALES TRIPLES. 

TEOREMA DE GAUSS DE LA DIVERGENCIA 

En esta sección se empieza discutiendo las integrales triples. Se obtiene después el 
primer teorema de integrales “grande”, el cual transforma integrales de superficie en 
integrales triples. Se llama teorema de Gauss de la divergencia porque en él inter¬ 
viene la divergencia de una función vectorial (ver la sección 8.10, la cual el estudiante 
quizás desee repasar). 

La integral triple es una generalización de la integral doble introducida en la 
sección 9.3. Para definir esta integral se considera una función/x, y, z) definida en 
una región cerrada y acotada 10 T en el espacio. Esta región T tridimensional se subdi¬ 
vide por medio de planos paralelos a los tres planos de coordenadas. Después se 
numeran de 1 a n los paralelepípedos de la subdivisión que están dentro de T. En cada 
paralelepípedo se elige un punto arbitrario, por ejemplo, {x k ,y k , z k ) en el paralelepípedo 
k , y se forma la suma 


n 

J-n ~~ 2 f&k’ Z h ) ^ k 

fc= 1 

donde es el volumen del paralelepípedo L Se repite el procedimiento anterior 
para enteros positivos n cada vez más grandes de manera arbitraria, pero de tal modo 


9 PAPPUS DE ALEJANDRÍA (ca. 300), matemático griego. El teorema se llama también teorema de 
Guldin, en honor del matemático austríaco HABAKUK GULD1N (1577-1643), profesor en Graz y 
Viena. 

10 Explicada en la nota de pie de página 1, página 569, sección 9.3 (con “esfera” en lugar de “circunferencia”). 
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que las longitudes de las aristas del paralelepípedo más grande de la subdivisión tien¬ 
da a cero cuando n tiende a infinito. Se obtiene así una sucesión de números reales J , 
J„ v * * '* Se supone queX;r,y, z) es continua en un dominio que contiene a Ty que T 
está acotada por un número finito de superficies suaves (ver la sección 9.5). Entonces 
puede demostrarse (ver la referencia [5] en el apéndice 1) que la sucesión converge a 
un límite que es independiente de la elección de las subdivisiones y de los puntos (x k , 
y k , z k ) correspondientes. Este límite se llama la integral triple defrx.y, z) sobre la 
región T y se denota por 

fff y ’ z) dx dy dz 0 ■ f y ’ z) dv - 

T T 

Las integrales triples pueden evaluarse haciendo tres integraciones sucesivas. El 
procedimiento es similar a la evaluación de integrales dobles haciendo dos integra¬ 
ciones sucesivas, como se discutió en la sección 9.3. A continuación se presenta un 
ejemplo (ejemplo 1). 


Teorema de Gauss de la divergencia 

Se demostrará en seguida que las integrales triples pueden transformarse en integrales 
de superficie sobre la superficie que limita una región en el espacio y viceversa. Esto 
es de interés práctico, ya que en muchos casos una de las dos clases de integrales es 
más sencilla que la otra; y ayuda asimismo a establecer ecuaciones fundamentales en 
la mecánica de fluidos, conducción de calor, etc., como se verá más adelante. La 
transformación se hace por medio del llamado teorema de la divergencia (presentado 
en seguida), en el que interviene la divergencia de una función vectorial F, 

dF, dF 9 dF~ 

(1) div F - -f- - + - (Sección 8.10). 

dx dy dz 

Teorema 1 Teorema de Gauss de la divergencia 

(Transformación entre integrales de volumen e integrales de superficie) 

Sea T una región cerrada y acotada 11 en el espacio cuya frontera es una superficie S 
suave n por secciones y orientable. Sea F(jc, y, z) una función vectorial que es conti¬ 
nua y tiene primeras derivadas parciales continuas en algún dominio que contiene a 
T. Entonces 


( 2 ) 


/// div F dV = J jF.n dA 


donde n es el vector unitario normal exterior a S. (La demostración se presenta en la 
página siguiente). 


11 "Cerrada” significa que la superficie frontera S es parte de la región. 

12 Ver la sección 9.5 
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Comentario. Si F y el vector unitario normal exterior n se escriben en componentes, 

F = Fji + F 2 j + F 3 k y n = eos a i + eos ¡3 j 4- eos y k, 

de tal modo que a, ¡3 y y son los ángulos entre n y los ejes jc, y y z positivos, respecti¬ 
vamente, y la fórmula (2) adopta la forma 



Con base en (6) de la sección anterior, está expresión puede escribirse 


(3) 


///(£♦ £♦£)*** 

T 

— f J (^i dy dz + F 2 dz dx + F 3 dx dy). 


EJEMPLO 1 Evaluación de una integral de superficie por el teorema de la divergencia 

Antes de demostrar el teorema de la divergencia, presentamos una aplicación típica. Haciendo la transfor¬ 
mación a una integral triple, evaluar 


/ = j J(x 3 dy dz + x 2 y dz dx + x 2 z dx dy) 
s 

donde S es la superficie cerrada compuesta por el cilindro jc 2 + y 2 - a 2 (0 £ z < b) y los discos circulares z = 0 
y z = b (x 2 + y 2 ¿ q 2 ). 

Solución. En (3) se tiene ahora 

F x = x 3 , F 2 = x 2 y , F 3 = x 2 z, por tanto div F = 3x 2 + x 2 + x 2 = 5x 2 . 

Al introducir las coordenadas polares r, Q definidas por x = r eos 0, y = r sen 6 (en consecuencia, las 
coordenadas cilindricas r, 0, z), se tiene dx dy dz = r dr dOdzy se obtiene 


.6 -O- -Zl T 


/ = J J J$X 2 dx dy dz = 5 J J j r 2 eos 2 6 r dr de dz 

T 2 = 0 r = 0 6 = 0 

a 2t t 4 2tt _ 

= 5b f f r 3 eos 2 6 dr dS = $b^— f eos 2 6 d0 = - nba 4 . 
J 0 J 0 4 J o 4 


Demostración del teorema de la divergencia ,. Resulta evidente que (3*) es válida si . 
las integrales de cada componente de ambos miembros de (3*) son iguales, es decir, 



T 


^dxJydz-ffF, 

s 


eos a dA , 


(4) 
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(5> ÍfÍl} dxdydZ = ¡Í F 2 C0S P dA ' 

T S 

(6) Ilf ~df dxdydz = ff F 3 cos y dA - 

T S 

Se demuestra primero (6) para una región especial T que está acotada por una 
superficie suave por secciones y orientable 5 y que tiene la propiedad de que cual¬ 
quier recta paralela a cualquiera de los ejes de coordenadas y que corta a Atiene a lo 
sumo un segmento (o un solo punto) en común con T. Esto implica que T puede 
representarse en la forma 

(7) y) = z = h(x, y) 

donde (x,y) varía en la proyección ortogonal R de Ten el plano xy. Evidentemente z 

7 > 'i repreSenta el “ fondo ” 5 2 ^ S (figura 224), en tanto que z = h(x, y) representa 
la tapa” S f de Sy puede haber una porción vertical sobrante S 1 de S. (La porción S 
puede degenerar en una curva, como en el caso de una esfera.) 3 

Para demostrar (6) se usa (7). Puesto que F es diferenciable de manera continua 
en algún dominio que contiene a T, se tiene 


/// 


dx dy dz = 


//[/ 


Mx, y) 


dz dx dy. 


Se integra la expresión interior: 

[ h dF 3 

J dz dz = F ^ X ’ y ’ h ^ x ' ^ y> g(x, y)]. 
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Por tanto, el primer miembro de ( 8 ) es igual a 

(9) J Jf 3 lx , y, h(x , y)] dx dy - j JV 3 [x, y , g{x , 3 ?)] c/x ¿/y. 

Pero también se obtiene el mismo resultado al evaluar el segundo miembro de ( 6 ), es 
decir [ver también (3)] 

f J ^ 3 cos ydA ~ JJ F s dxdy 

s s 

= + J J F 3 [x, y, h(x, y)] dxdy - J J F 3 [x,y,g(x,y)]dxdy, 

R R 

donde la primera integral tiene un signo positivo debido a que eos y > 0 sobre S ] en la 
figura 224 [como en (5c % sección 9.6] y la segunda integral tiene un signo negativo 
debido a que eos y < 0 sobre S 2 [como en (5c"), sección 9.6, con g en lugar de h]. Se 
demuestra así ( 6 ). 

Entonces se llega a las relaciones (4) y (5) simplemente renombrando las varia¬ 
bles y usando el hecho de que, por hipótesis, T tiene representaciones similares a (7), 
a saber. 


g(y, z) = * = h(y, z) y j?(z, x) ~ y - A(z, x). 

Con esto se establece el teorema de la divergencia para regiones especiales. 

Para cualquier región T que puede subdividirse en un número finito de regiones 
especiales por medio de superficies auxiliares, el teorema se establece sumando el 
resultado para cada parte por separado; este procedimiento es análogo al de la demos¬ 
tración del teorema de Green en la sección 9.4. Las integrales de superficie sobre las 
superficies auxiliares se cancelan por pares y la suma de las integrales de superficie 
restantes es la integral de superficie sobre la frontera completa S de T\ la suma de las 
integrales de volumen sobre las partes de T es la integral de volumen sobre T. 

Se prueba ahora el teorema de la divergencia para cualquier región acotada que 
es de interés en problemas prácticos. La ampliación a la región T más general del tipo 
caracterizado en el teorema requeriría ciertos procesos de límites; se trata de una 
situación similar a la del caso del teorema de Green de la sección 9.4. I 

EJEMPLO 2 Comprobación del teorema de la divergencia 

Evaluar JJ(7;a - rk) * n dA sobre S: jr + yr + = 4 (a) usando (2), (b) directamente. 

S 

Solución . (a) div (7xi -zk) = 6. Respuesta. 6 ■ (4/3 )rc • V = 64n. 

(b) S puede representarse por (3), sección 9.5 (con a - 2). y se usará n dA = N du dv [ver (3*), sección 
9.6], Poc consiguiente. 


S : r = 2 eos v eos u i + 2 eos v sen u j + 2 sen v k. 



INTEGRALES TRIPLES. TEOREMA DE GAUSS DE LA DIVERGENCIA 


605 


Entonces 

r u = - 2 eos v sen u i 4- 2 eos v eos u j 

~ ~2 sen v eos u i - 2 sen v sen u j + 2 eos v k 
N - r u x r v - 4 eos 2 v eos u i + 4 eos 2 v senw j + 4 eos u sen v k. 

A partir de la representación de S se observa que sobre S , 

7aí - zk = 14 eos v eos u i - 2 seru; k. 


Con base en este resultado y la expresión para N se obtiene 

(7xi — zk)*N - {14 eos v eos //)(4 eos 2 o eos //) - (2 sen¿í)(4 eos v sent») 
= 36 eos 2 u eos 3 v - 8 sen 2 v eos v 
- 36(^ + ^ eos 2//)(| eos 3c + 5 eos v) - 8 sen 2 v eos i\ 


Se integra esta expresión sobre u de 0 a 2?r y sobre v de -id2 a id 2, ya esto corresponde a la esfera 
completa. Se obtiene así 


56( 


= 5677 


T 1 sen 

77 + 0)- 

L4 3 

ti 


3 c 


ni 2 ni 2 - 


3 

„ „ sen* 5 v 

+ - sene 

- 8 • 277 - 

-rr/2 4 -n!2- 

3 


ni 2 

- n¡2 


(-1 - 1 ) + ^(1 - (- 1 )) 
4 


1677 


< 1 —( — !)) = 6477 . 


I 


En los problemas de la sección y en la siguiente sección se presentan otras aplicacio¬ 
nes del teorema de la divergencia. Los ejemplos de la sección siguiente arrojan más 
luz acerca de la naturaleza de la divergencia y sus aplicaciones. 


Problemas de la sección 9.7 

Aplicación de integrales triples 

Encontrar la masa total de una distribución de masa de densidad a en una región 7 en el 
espacio, donde 

1. (7 - a 2 v 2 ¿ 2 , 7 el cubo |a| ^ 1, |y| ^ 1, |-| ^ 1 

2 . a ~ x + y + c, 7el paralelepípedo 0 ^ a ^ 1 , 0 ^ v ^ 2 . () 5 - < 3 

3. o- = 2 (a 2 + y 2 ). 7 el cilindro v 2 + y 2 ^4. 0 ^ ^ 6 

4. cr = 1 + v + - 2 , 7 el cilindro v 2 + - 2 s 9 , 1 ^ v ^ 3 

5- cr = x\\ 7 el tetraedro con vértices ( 0 , 0 , 0 ), ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), {(), 0 , 1 ) 

6. cr - l - _vy, 7 como en el problema 5 

1. a = sen a eos y + I, 7 el paralelepípedo 0 ^ v : 277 , 0 v ^ ti, 0 ^ z = 4 

8* & = T la región en el primer octante limitada por y = 1 - v 2 y c = a 

9. a = a 2 y 2 , 7: 0 ^ a ^ 1 , I - a ^ y ^ 1 , I g : i 2 

10. a - I /v ~, 7: 0 ^ a 2, c~ x |y| 1 , e ~* 5-^1 
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Momento de inercia. Encontrar el momento de inercia / 

x 

de densidad 1 en T alrededor del eje*, donde T es 

11. El cubo 0^*^1, O^y^I, 

12. El paralelepípedo 0 a ^ a, — bi 2 ^ y ^ bi 2 , 

13. El cilindro y 2 + z 2 ^ a 2 , 0 ^ x ^ h 

14. El cono y 2 + z 2 ~ x 2 , 0 — x h 

15. La esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 


ííí<y 


+ z 1 ) dx dy dz de una masa 


-ci2 ^ z = el 2 


Aplicación del teorema de la divergencia. Evaluar la i 
teorema de la divergencia, donde 


ntegral de superficie JJ* 


F • n dA por el 


16. F = e y j, S la superficie del paralelepípedo 0 = i 5 3, 0 ^ y ^ 2, 0 z = 1 

17. F = x 3 i + z 3 k, S la superficie del cubo del problema 1 

18. F = x 3 i + y 2 z¡ + z 2 xk, S la superficie del paralelepípedo del problema 2 

19. F = e x \ - ye x } + 3zk, S la superficie de x 2 + y 2 ~ a 2 , |z| ~ h 

20. F = x 3 z 2 i + y 3 z 2 j + x 2 zk, S como en el problema 19 

21. F = y 2 i + z 2 j + x 2 zk, S la superficie de x 2 + y 2 ^ 4, x ^ 0, y ^ 0, 

M = * 

22. F = lOyj + z 3 k, S la superficie de 0 ^ a ^ 6 , 0 :£ y 1. 0 ^ z - y 

23. F = xi + x 2 yj - x 2 zk, S la superficie del tetraedro del problema 5 

24. F = x 3 zi - xz 2 j + 3k, S la superficie de x 2 + y 2 ^ 4z 2 , 0 ^ z ~ 1 

25. F = x 2 i - (2* - l)yj + 4zk, S la superficie de x 2 + y 2 ^ z 2 , 0 ^ z ~ 2 

26. F = (x + z)i + (y + z)j + (jc + y)k, S: x 2 + y 2 + z 2 = 4, z ^ 0 

27. F = x 3 i + y 3 j + z 3 k, 5: x 2 + y 2 + z 2 = 4 

28. F = x 3 i + y 3 j + 3z(2 - x 2 - y 2 )k, S : 9x 2 + y 2 + 9z 2 = 9 

29. F = sen 2 * i - z(l + sen 2x)k, 5 la superficie de * 2 + y 2 ^ z, z = 1/2 

30. F = x 3 i + v 3 j + z 3 k, S como en el problema 29 


9.8 APLICACIONES ADICIONALES DEL TEOREMA 
DE LA DIVERGENCIA 


El teorema de la divergencia tiene varias aplicaciones y consecuencia. Se ilustran 
algunas de ellas en los ejemplos siguientes. Se supone aquí que las regiones y las 
funciones presentes satisfacen las condiciones bajo las cuales el teorema de la diver¬ 
gencia es válida y en todos los casos n es el vector unitario normal exterior de la 
superficie frontera de la región, como antes. 


EJEMPLO 1 Representación de la divergencia independiente de las coordenadas 

Al dividir ambos miembros de (2) de la sección 9.7 entre el volumen V{T) de la región T se obtiene 

T S(T) 


donde S(7) es la superficie frontera de T. Las propiedades básicas de la integral triple son en esencia las 
mismas que las de la integral doble considerada en la sección 9.3. En particular el teorema del valor 
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medio para integrales triples establece que para cualquier función continua^, y, z) en la región / bajo 
consideración existe un punto Q: (x 0 ,y a , z a ) en T tal que 

JJff(x, y, z) dV = f(x Q , y 0 . z 0 )V(7j. 

T 

Al hacer/- div F y aplicando (1) se tiene 

(2) vlñff f div FdV = div r(jf o- >0- Zo)- 

T 


Sea P: zf cualquier punto fijo en T y sea que T se contrae sobre P, de tal modo que la distancia 

máxima d(T) de los puntos de Ta P tiende a cero. Entonces Q debe tender a P y por (1) y (2) se sigue que 
la divergencia de F en P es 


(3) 


div F(x v y v z x ) 


vm 


f ÍF.n dA. 

S(T) I 


Esta fórmula se usa en ocasiones como definición de la divergencia. Si bien en la definición de divergen¬ 
cia de la sección 8.10 intervienen coordenadas, la fórmula (3) es independiente de las coordenadas. Así, 
por (3) se sigue de inmediato que la divergencia es independiente de la elección particular de las 
coordenadas cartesianas . ■ 


EJEMPLO 2 Interpretación física de la divergencia 

A partir del teorema de la divergencia puede obtenerse una interpretación intuitiva de la divergencia de un 
vector. Para ello se considera el flujo de un fluido incompresible (ver la sección 8.10) de densidad cons¬ 
tante p - 1 que es estacionario, es decir, no varía con el tiempo. Este flujo está determinado por el campo 
de su vector velocidad v(P) en cualquier punto P. 

Sea S la superficie frontera de una región T en el espacio y sea n el vector unitario normal exterior de 
S. La masa de fluido que circula por una porción pequeña AS de 5 de área AA por unidad de tiempo del 
interior de Sal exteriores igual a v * n A A, donde 11 v * n es la componente normal de v en la dirección de n, 
tomada en un punto apropiado de AS. Por consiguiente, la masa total de fluido que circula a través de S desde 
T al exterior por unidad de tiempo está dada por la integral de superficie 

JJv• n dA. 

s 

En consecuencia, esta integral representa e! flujo tota! de T y la integral 

^ v f I v ' n ^ 

s 

donde V es el volumen de / representa el flujo promedio de T. Puesto que el flujo es estacionario y el 
fluido es incompresible, la cantidad de fluido que circula hacia el exterior debe alimentarse de manera 
continua. Por tanto, si el valor de la integral (4) es diferente de cero, debe haber fuentes <fuentes positivas 
y fuentes negativas, llamadas , sumideros) en / es decir, puntos donde se produce o desaparece fluido. 


15 0bsérvese que v * n puede ser negativo en cierto punto, lo que significa que entra fluido al interior de 
S en dicho punto. 
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Si se hace que T se contraiga hacia un punto fijo P de T. a partir de (4) se obtiene la intensidad de la 
fuente en P dada por el segundo miembro de (3) con F * n sustituido por v * n. Por lo anterior y la 
expresión (3) se sigue que la divergencia del vector velocidad v de un flujo estacionario incompresible 
es la intensidad de la fuente del flujo en el punto correspondiente. No hay fuentes en T si y sólo si div 

v = 0; en este caso. 


J J v • n dA - 0 

s 


para cualquier superficie cerrada S en T. I 

EJEMPLO 3 Modelado del flujo de calor. Ecuación del calor 

Se sabe que en un cuerpo el calor fluye en la dirección en que disminuye la temperatura. Experimentos 
físicos indican que la rapidez con que se realiza ese flujo es proporcional al gradiente de la temperatura. 
Esto significa que la velocidad v del flujo de calor en un cuerpo es de la forma 

(5) v = - K grad U 

donde U(x.y, z, /) es la temperatura, / es el tiempo y K se denomina la conductividad térmica del cuerpo; 
en circunstancias físicas ordinarias K es una constante. Usando esta información, establecer el modelo 
matemático para el flujo de calor, la llamada ecuación del calor. 

Solución. Sea T una región del cuerpo y sea S su superficie frontera. Entonces la cantidad de calor que 
sale de T por unidad de tiempo es 


J * n dA , 

s 


donde v * n es la componente de v en la dirección del vector unitario normal exterior n de S. Esta expresión 
se obtiene en una forma similar al ejemplo anterior. Por (5) y el teorema de la divergencia se obtiene [ver 
(3), sección 8.10] 

(6) jJ\*ndA — -K j j Jdiv (grad U) dx dv dz - -K J J Jv 2 U dx dy dz 

S T T 

donde V : L- U +■ U + U es el laplaciano de IJ. 

Por otra parte, la cantidad total de calor H en T es 

H = IJj trpt/ dx dy dz 
T 

donde la constante eres el calor específico del material del cuerpo y p es la densidad (= masa por unidad 
de volumen) del material. Por tanto, la rapidez con que disminuye H es 

r )H r r r ólJ 

- — = - I I I rrp — dx dx dz 

ót J J J r )t 

T 


y debe ser igual a la cantidad anterior del calor que sale; así, por (6) se tiene 


iih^ 


■-///' 


dxdvdz = K \S 2 Udxdx dz 


i " K V2,y ) </a í/v J: = °- 
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Puesto que esto es válido para cualquier región T del cuerpo, el integrando (si es continuo) debe ser cero 
en todas partes; es decir. 


(7) 


au 

dt 


c 2 V 2 U 


K_ 

ap ' 


donde c 2 se denomina la difusividad térmica del material. Esta ecuación diferencial parcial se llama la 
ecuación del calor; es fundamental en la conducción de calor En el capítulo 11 se considerarán los 
métodos para resolver problemas de conducción de calor 

Si el flujo de calor no depende del tiempo t {'flujo de estado estacionario '), entonces dU/dt = 0 y la 
ecuación del calor (7) se reduce a la ecuación de Laplace,V ; C = 0; ver más adelante. I 


Teoría del potencial. Funciones armónicas 

La teoría de las soluciones de la ecuación de Laplace 


( 8 ) 



se llama teoría del potencial. Una solución de (8) que tiene derivadas parciales de 
segundo orden continuas se denomina función armónica. 14 En los capítulos 11 y 17 
se considerarán los detalles de la teoría del potencial. Entre tanto, se demuestra que el 
teorema de la divergencia es de suma utilidad en la teoría del potencial. 

EJEMPLO 4 Una propiedad básica de las soluciones de la ecuación de Laplace 

Considérese la fórmula del teorema de la divergencia: 

(8*) Jjj divFc/V = JJf.üíM. 

T S 

Suponer que F es el gradiente de una función escalar, por ejemplo, F = grad/ Entonces [ver (3) de la 
sección 8.10] 

div F = div (grad /) = V 2 /. 


Además, 

F*n = n*grad j\ 

y por (6) de la sección 8.9 se observa que el segundo miembro es la derivada direccional de/en la 
dirección normal exterior de S. Si esta derivada se denota por dfldn. la fórmula (8*) queda 


(9) ///*/"-//*«■ 

T S 


Evidentemente, esta expresión es el análogo tridimensional de la fórmula (9) de la sección 9.4. 

AI tomar en consideración los supuestos bajo los cuales el teorema de la divergencia es válido, a partir . 
de (9) se obtiene de inmediato el siguiente resultado. 


1 ' Este requisito de continuidad no deberá omitirse en la definición de función armónica, como se hace 
en algunos libros antiguos. 
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Teorema 1 (Una propiedad básica de las funciones armónicas) 

Sea /(x, y, z) una función armónica en algún dominio D. Entonces la integral de la 
derivada normal de la funciónfsobre cualquier superficie or ¿entable, cerrada y suave 
por secciones'* S en D, la totalidad de cuyo interior pertenece a D, es cero , I 


EJEMPLO 5 Teoremas de Green 

Sean fyg funciones escalares tales que F =/grad g satisface los supuestos del teorema de la divergencia 
en alguna región T. Entonces, por el problema 23 de los problemas de la sección 8.10, 

* 

div F = div ( / grad g) = fV 2 g + grad /-grad g. 

Además, puesto que/es una función escalar, 

F.n = n.(/grad je?) - /(n.grad g). 


La expresión n • grad g es la derivada direccional de g en la dirección del vector normal exterior n de la 
superficie S en el teorema de la divergencia. Si esta derivada se denota por dgldn, la fórmula del teorema 
de la divergencia se convierte en la “primera fórmula de Green” 


(io) i /// + grad ^ *g rad g) dv = f 

\ T S 

La fórmula (10), junto con los supuestos, se conoce como primera forma del teorema de Green . 
Al intercambiar/y g se obtiene una fórmula similar. Al restar esta fórmula de (10) se obtiene 


ai) 


—-— - ——— - 

//J(/V**-*VV>^ = //(/£-*£) <44. 

T S 


Esta expresión se conoce como la segunda fórmula de Green o (junto con los supuestos) como segunda 
forma del teorema de Green. I 


EJEMPLO 6 Unicidad de las soluciones de la ecuación de Laplace 

Suponer que/satisface los supuestos del teorema 1 y que es cero en todo punto de una superficie orientable 
cerrada y suave por secciones S en D, la totalidad de cuyo interior T pertenece a D. Entonces, al hacerg = 
/en (10), se obtiene 


JJJ grad /• grad / dV = JJ J |grad f\ 2 dV - 0. 

T T 

Puesto que por hipótesis |grad/ es continuo en T y sobre S y es no negativo, debe ser cero en todo punto 
de T. Por tanto,/ ~f =f ~ 0 y/es constante en T y, debido a la continuidad, es igual a su valor 0 sobre S. 
Con lo anterior se demuestra I 


l - Ver la sección 9.5. 
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Teorema 2 (Funciones armónicas) 

* una fi* nc j ón Ax, y , z) es armónica en algún dominio Dyes cero en todo ountn d* 
una superficie or¡entable cerrada y suave por secciones S en D ln tr>t i d dd 
Tpertenece a D, entone!f forjen nZZL Ton Jfo 

teorema 1 > ,e»„„, |” ZJTZT'ZTtmJ, sJiÜOJ Ttmtta d" Í" 

* 

Teorema 3 (Teorema de unicidad para la ecuación de Laplace) 

f" T l" a I e8ÍÓn ^ SatÍSf3Ce ‘ 0S su P uest ° s de! teorema de la divergencia y sea ñx 
y z) una función armomea en un dominio D que contiene aTyasu superficie fon 

sZe P ‘ S/S ‘ ^ca en Tpor tus, entres 

cuencia, e, ,e™ 3 re refaSS ¡JE. 1 , ” 


Teorema 3* (Teorema de unicidad para el problema de Dlrichlet) 

Si los supuestos del teorema 3 se satisfacen y el problema de Dirichlet para la 
de Laplace tiene una solución en T. entonces esta solución es única. 

Estos teoremas demuestran la importancia del teorema de Gauss en la teoría de! potencial. 


ecuación 


Problemas de la sección 9.8 

1. Comprobar el teorema 1 para /■= 2z 2 -^ 2 - v 2 v c la a i . , 

|,()áy<2, 0<z<4. v- y -V la superficie del paralelepípedo 0 <* < 

2. Comprobar el teorema 1 para/= jr 2 - y 2 y la superficie de, cilindro x 2 + y 2 ¿ 4 , 0 z z < y 

3 ’ i J 8 dn dA = /'// ls rad ¿?l 2 dV. 

S y 

4. Si dg/dn = 0 sobre 5, entonces g es constante en T 

6. S. df / 8n = dg / 8n sobre 5, entonces/= g + cenf donde c es una constante. 


PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET ÍI 80 S issq\ m 

tutela de Cauchy y otros y fue el sucesor cíe Gauss en GOtt Zn'en eStudtó | en / arís No la 

importantes investigaciones sobre la serie de p„„‘ , 8 en 855 Su rgto a la fama por sus 

de números. 6 16 de F ° Uner (C ° noci ° P~lmente a Fourier) y en la teoría 
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7. (Laplaciano) Demostrar que el laplaciano puede representarse independientemente de 
todos los sistemas de coordenadas en la forma 

v/- “"TÍíJ/r" 

d( 7 )_*o ^(7) J J dn 

S(D 

donde d{T) es la distancia máxima de los puntos de una región T acotada por S(T) al punto 
en el que se evalúa el laplaciano y V(T) es el volumen de T. Sugerencia. Introducir F 
grad/en (3) y usar (6), sección 8.9, con b = n, el vector normal unitario exterior de S . 

8. (Volumen) Demostrar que una región T con supérficie frontera S tiene el volumen 

V = ^ j Jr eos (f> dA 
s 

donde r es la distancia de un punto variable P\ (x, v, z) sobre S al origen O y o es el ángulo 
entre la recta dirigida OP y la normal exterior de S en P. Sugerencia . Usar (2), sección 9.7, 
con F = x i + y\ + zk. 

9. Encontrar el volumen de una esfera de radio a por medio de la fórmula del problema 8. 

10. (Volumen) Demostrar que una región T con superficie frontera S tiene el volumen 

V = J Jx dy dz 
s 

= J Jy dz dx = 
s 

= ^ //<* d y dz 

s 


j fzdxdy 
s 

+ y dz dx + z dx dy). 


TEOREMA DE STOKES 


Después de ver la enorme utilidad del teorema de Gauss (secciones 9.7,9.8), se discu¬ 
te ahora el segundo teorema “grande” de este capítulo, el teorema de Stokes , mediante 
el cual se transforman integrales de línea en integrales de superficie y viceversa. En 
consecuencia, este teorema es una generalización del teorema de Green de la sección 
9.4. En este teorema se usa el rotacional. 


rot F = 


dídx 


J 

d/dy 


k 

dldz 


(ver la sección 8.11). 


Fl F 2 F 3 


( 1 ) 
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Teorema de Stokes 17 

(Transformación entre integrales de superficie e integrales de línea) 

Sea S una superficie orientada y suave por secciones 18 en el espacio y sea la frontera 
de S una curva cerrada simple y suave por secciones 18 C. Sea F(jc, y , z) una función 
vectorial continua con primeras derivadas parciales continuas en un dominio del 
espacio que contiene a S. Entonces 


( 2 ) 



donde n es un vector unitario normal a Sy dependiendo de n, la integración alrede¬ 
dor de C se toma en el sentido indicado en la figura 225; además, r' = drlds es el 
vector tangente unitario y s la longitud de arco de C. (La demostración se presenta en 
la página 614). 

Comentario. Por (3) de la sección 9.6, con rot F en lugar de F, se obtiene (2) en 
términos de componentes [ver (1)] 





dudv 


donde R es la región con curva frontera C en el plano uv que corresponde a S repre¬ 
sentada por r(H, v) y N = [jV ( , N r NJ - r w x r, 



Figura 225, Teorema de Stokes. 


1 Sir GEORGE GABRIEL STOKES (1819-1903), matemático y físico irlandés, fue nombrado profesor 
en Cambridge en 1849. Se le conoce también por sus importantes aportaciones a la teoría de las series 
infinitas y de flujos viscosos (ecuaciones de Navier-Stokes), geodesia y óptica. 

!íí "Suave por secciones” se define en las secciones 9.1 y 9.5. 
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EJEMPLO 1 Comprobación del teorema de Stokes 

Antes de demostrar el teorema de Stokes, se intentará familiarizar al estudiante con él comprobándolo 
para 


F = yi + zj + xk 


y S el paraboloide 


Z = fU. y) = I - u 2 + y 2 ), Z £0 


de la figura 226. 

Solución. C. r(s) = eos s i + sen s j, r'($) = -sen s i + eos s j, de donde 


¿F.dr 

J C 



sens)(-sens) + 0 + 0] ds = — ir. 


Por otra parte, se considera ahora la integral sobre S en el primer miembro de (2), usando (3), sección 9.6, 
con rot F en lugar de F y u = x, v = y. Se necesita (comprobarlo) 

rot F = -i - j - k, N = -f x i - f y j + k = 2x\ + 2yj + k 

y a partir de estas expresiones calcular (rot F) • N = -2x - 2y - 1. Ahora S corresponde a x 2 + y 1 < 1. 
Usando las coordenadas polares r, 0, dadas por x = r eos 6,y = r sen 0, por (3), sección 9.6, se obtiene 

r 2 V 

( rot F).n í/A - I (-2r eos $ - 2r sen 0 - l)r dr d$ 

0 o 

2tt 

[|( - eos e - sen 6) - |] de = - ir. 

0 

Obsérvese que N es un vector normal superior de S (¿por qué?) y que C está orientada en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj, de conformidad con los requisitos del teorema. I 





Demostración del teorema de Stokes . Evidentemente, (2) es válida si las integrales 
de cada componente en ambos miembros de (3) son iguales, es decir. 



dF \ c 

N 3 J du dv = dx 


( 4 ) 
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(5) 

( 6 ) 


íí{~!I N ^ + ^ N ^ dudv = j>Fz<iy 

R ' J C 

R 7 C 


Se demuestra esto primero para una superficie 5que puede representarse simultánea- 
mente en las foimas 

(7) (a) z = f(x , y), (b) y = #(.*, z ), ( c ) x = y ^ z ^ 

Se demuestra (4), usando (7a). Al hacer u = x, v = y, por (7a) se tiene 
r(¿/, t>) = rU, y) = xi + yj + /k 


y en (3), sección 9.6, por cálculos directos 


N = r u x r ,. = «■* X r s = -f x i - f y j + k. 

Obsérvese que N es un vector normal superior de S , ya que tiene una componente 
2j>os;//v^ As|m,sm °, R = S *, la proyección de S en el plano xy, con curva frontera 
c c (figura 227). Por tanto, el primer miembro de (4) es 



Se considera ahora el segundo miembro de (4). Se transforma esta integral de línea 

^ ~ C * en una integral doble sobre 5* aplicando el teorema de Green [fórmula 

(I) de la sección 9.4 con F 2 = 0], Se obtiene así 

F ‘ d * ’ í í ~ «y 

s* 


í 



Figura 227. Demostración del teorema de Stokes. 
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Aquí, F i = FJx, y,fi x ,y)\- E* 1 consecuencia, por la regla de la cadena (ver también el 
problema 10 de la sección 8.8), 


dFJx, y, /U, y)] 
dy 


dF x (x, v, z) dF x {x, y, z) df 
dy dz dy 


[z = /(*, y)]. 


Se observa que el segundo miembro de esta expresión es igual al integrando en (8). Se 
demuestra así (4). Las relaciones (5) y (6) se establecen de la misma manera si se usan 
(7b) y (7c), respectivamente. Por adición se obtiene (3). Se demuestra así el teorema 
de Stokes para una superficie que puede representarse simultáneamente en las formas 
(7a), (7b), (7c). 

Como en la demostración del teorema de la divergencia, el resultado obtenido pue¬ 
de ampliarse de inmediato a una superficie S que puede descomponerse en un número 
finito de trozos, cada uno de los cuales es de la clase que acaba de considerarse. Esto 
abarca la mayoría de los casos de interés práctico. La demostración en el caso de la 
superficie S más general que satisface los supuestos del teorema requeriría de un proce¬ 
so de límite; se trata de una situación similar al teorema de Green de la sección 9.4. 

EJEMPLO 2 Teorema de Green en el plano como un caso especial del teorema 
de Stokes 

Sea F= Fji + Fj una función vectorial que es diferenciable de manera continua en un dominio del plano 
xy que contiene una región cerrada, acotada y simplemente conexa S cuya frontera C es una curva cerrada 
simple y suave por secciones. Entonces, de acuerdo con (1), 

dF 2 3F, 

(rot F) • n = (rot F) • k -• - - - . 

<íx 3v 

Por tanto, ahora la fórmula del teorema de Stokes adopta la forma 

s ' u 

Se demuestra así que el teorema de Green en el plano (sección 9.4) es un caso especial del teorema de 
Stokes. ■ 

EJEMPLO 3 Evaluación de una integral de línea por el teorema de Stokes 

Evaluar j r F • r' ds , donde C es la circunferencia x 2 + y = 4, - = -3, orientada en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj si una persona la viera parada en el origen y, con respecto a 
coordenadas cartesianas derechas, 

F = vi + v- 3 j - zy 3 k. 

Solución, Como una superficie S acotada por C, puede tomarse el disco circular plano * : +JT ¿ 4 en el 
plano r = -3. Entonces n del teorema de Stokes apunta en la dirección z positiva; por tanto, n = k. En 
consecuencia, (rot F) * n es tan sólo la componente de rot F en la dirección z positiva. Puesto que F con z 
~ -3 tiene las componentes fj =y, F, = -27*, F, = 3y\ se obtiene 

3F 2 3F l 

(rot F) * n --- - 27 - 1 - -28. 

3x óy 

Por lo tanto, la integral sobre S en el teorema de Stokes es igual a -28 veces el área 4n del disco 5. Esto da 
como resultado la respuesta-28 - 4;r=-1127r~-352. 

El estudiante puede confirmar el resultado por cálculos directos, los cuales implican un poco más de 
trabajo. | 
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EJEMPLO 4 Interpretación física del rotacional. Circulación 

Sea S r un disco circular de radio r y centro P acotado por la circunferencia C r (figura 228) y sea 
F<0 = F(x, >\ z) una función vectorial diferenciable de manera continua en un dominio que contiene a 
S r . Entonces por el teorema de Stokes y el teorema del valor medio para integrales de superficie, 

<£ F.r' ds = JJ (rot F)-n dA = (rot F) •n(/ > *)A r 

C r S r 

donde A r es el área de S r y P* es un punto adecuado de S r . Esto puede escribirse en la forma 

(rol F) .!!(/>*) = — <f F*r' ds. 

A t J c, 

En el caso del movimiento de un fluido con vector velocidad F = v, la integral 

<j> v*r' ds 


se llama la circulación del flujo alrededor de C r ; mide el grado en que el movimiento de fluido correspon¬ 
diente es una rotación alrededor de la circunferencia C, Si ahora se hace que r tienda a cero, se encuentra 


(9) 


(rot v).n (P) 


iím 4> v-r' ds\ 

r—»U \ J C 


es decir, la componente del rotacional en la dirección normal positiva puede considerarse como la 
circulación específica (circulación por unidad de área) del flujo en la superficie en el punto correspon¬ 
diente. | 



Figura 228. Ejemplo 4. 


EJEMPLO 5 Trabajo realizado en el desplazamiento alrededor de una curva cerrada 

Encontrar el trabajo realizado por la fuerza F = 2 xy* sen r i + 3 xY sen z j + eos j k en el desplazamien¬ 
to alrededor de la curva de intersección del paraboloide : = x 2 + y 2 y el cilindro (a- - 1 ) 2 +y 2 = l. 

Solución. Este trabajo está dado por la integral de línea en el teorema de Stokes. Ahora F = grad/ donde 
/= x ; y sen r y rot grad/= 0 [ver (3) en la sección 8.11J, por lo que (rot F) • n = 0 y el trabajo es 0 por el 
teorema de Stokes. | 

El teorema de Stokes aplicado a la independencia de la trayectoria. Se ha visto 
y subrayado en la sección 9,2 que el valor de una integral de línea por lo general no 
depende tan sólo de la función que va a integrarse y de los dos puntos extremos A y 
B de la trayectoria de integración C, sino también de la elección particular de una 
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trayectoria de A a B. En el teorema 3 de la sección 9.2 se demostró que si una 
integral de línea 


(10) f F(r)-dr - í (Fj dx + F 2 dy + F 3 dz) 

J c J c 

(con F, F v F 3 continuas y con primeras derivadas parciales continuas) es indepen¬ 
diente de la trayectoria en un dominio D, entonces 

(11) rot F = 0. 


Se afirmó que el recíproco también es verdadero, es decir, si (11) es válida, entonces 
(10) es independiente de la trayectoria en D, siempre que D sea simplemente conexo 
(ver la sección 9.2). 

En la demostración se necesita el teorema de Stokes y puede darse ahora como 
sigue. Sea C cualquier trayectoria cerrada simple en D. Puesto que D es simplemente 
conexo, puede encontrarse una superficie S en D limitada por C. Puede aplicarse el 
teorema de Stokes, obteniéndose 

<j> (F x dx + F 2 dy 4- F 3 dz) — <j> F*r' ds = J J (rot F)«n dA 
c c s 

para la dirección correcta sobre C y el vector normal n sobre S . Ahora bien, sin impor¬ 
tar la elección de C, la integral sobre S es cero porque, por (11), su integrando forma 
una identidad con cero. A partir de este hecho y del teorema 2 de la sección 9.2, se 
sigue que la integral (10) es independiente de la trayectoria en D . Se completa así la 
demostración. I 


Problemas de la sección 9.9 

Evaluar JJ(rot F) * n dA por integración directa, donde 

s 

1. F - 2z 2 i + 3jcj, S el cuadrado 0 ^ jc ^ 1, 0 ^ y ^ 1, z = \ 

2. F = 5 eos y i + cosh z j + xk, S como en el problema 1 

3. F = 2z 2 i + 8jcj, S el rectángulo 0 ^ jc ^ 1, O^y^l, z = y 

4 . F = y 3 i - jc 3 j, S el disco circular x 2 + y 2 ^ 1, z = 0 

5. F = —e y i + e z } + e x k, S el cuadrángulo 0 ^ jc ^ 1, 0 ^ y ^ 1, z = jc + y 

6. F = z 2 i + Jt 2 j + y 2 k, S: z 2 ~ x 2 + y 2 , y ^ 0, 0 ^ z = 2 

7. F - e^i + e z sen y j + e z eos y k, S: 0 ^ jc ^ 2, 0 ^ y ^ 1, z - y 2 

8 . F - 2jc eos z k, S: jc 2 + y 2 = 4 , y ^ 0, 0 ^ z ^ w/2 

9. Comprobar el teorema de Stokes para F y S del problema 1 . 

10. Comprobar el teorema de Stokes para F y S del problema 4. 
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Evaluar <p F • r'fy) ds (en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj como la vería 

una persona parada en el origen) por el teorema de Stokes, donde, con respecto a coordenadas 
cartesianas derechas. 


11. F 

12. F 

13. F 

14. F 

15. F 

16. F 

17. F 

18. F 

19. F 


-3yi 4 3xj 4 zk, C la circunferencia x 2 4 y 2 = 4, z- 1 

yi 4 xz 3 j - zy 3 k, C la circunferencia x 2 4 y 2 = a 2 , z = b (> 0) 

-2zi 4 xj - xk, C la elipse . x 2 + y 2 - 1, z = y 4 1 
yi 4 z 2 j 4 jt 3 k, C como en el problema 13 

xyzj, C la frontera del triángulo con vértices (1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 
zi T xj 4 yk, C como en el problema 15 
y 2 i 4 x 2 k, C como en el problema 15 

x 2 \ 4 y 2 j 4- z 2 k, C la intersección de jc 2 4 y 2 4 z 2 = a 2 y z = y 2 
2yi 4 zj 4 3yk, C la circunferencia jc 2 4 y 2 4 z 2 = 6z, z = jc 4 3 


20. Evaluar J f . F * F = (x 2 +y 2 )" l (-yi + Jfj). C:x 2 +y 2 = 1, r = 0, orientada en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj. Obsérvese que no puede aplicarse el teorema de 
Stokes. ¿Por qué? 


Cuestionario y problemas de repaso del capítulo 9 

1. Describir de memoria cómo puede evaluarse una integral de línea. ¿Cuáles eran los su¬ 
puestos sobre la trayectoria de integración? 

2. ¿De qué manera puede expresarse el trabajo realizado por una fuerza variable como una 
integral de línea? 

3. ¿De qué manera puede transformarse una integral doble en una integral de línea? 

4 . Responder la misma pregunta del problema 3 para una integral de superficie. 

5 . ¿Qué se entiende por orientar una superficie 5? ¿Cuántas posibilidades de hacerlo existen 
en un punto dado de S? 

6. Explicar el papel de la orientación en las integrales de superficie. 

7. ¿Qué es una superficie suave? ¿Una superficie suave por secciones? Dar ejemplos. ¿Por 
qué se necesitan estos conceptos? 

8. ¿Por qué es importante la independencia de la trayectoria en las aplicaciones físicas? 

9. Enunciar la definición de rotacional. Explicar su importancia en este capítulo. 

10. ¿Cómo se usó el teorema de Green en el plano para demostrar el teorema de Stokes? 

11. ¿Cómo se usó el teorema de Stokes en relación con la independencia de la trayectoria? 

12. Enunciar de memoria el teorema de la divergencia y explicar una aplicación del mis¬ 
mo. 

13. I .as integrales de línea y de superficie tratadas se construyeron en términos de una función 
vectorial F, pero sus integrandos son en realidad funciones escalares. ¿Cómo se consi¬ 
guió hacer esto? ¿Por qué se procedió de esta manera (que a primera vista parecería ser un 
rodeo)? 

14 . Enunciar la ecuación de Laplace. ¿En qué parte de la física es importante? 

15 . ¿Qué es una función armónica? ¿Qué hechos acerca de las funciones armónicas se descu¬ 
brieron en este capítulo? 
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Evaluar J r F(r) * dr , para las F y C dadas, por el método que parezca el más adecuado 
(integración directa, uso de la exactitud o de los teoremas de Green o de Stokes). 
Recuérdese que si F es una fuerza, la integral da como resultado el trabajo realizado 
en un desplazamiento. 

16. F = 2x 2 i - 4y 2 j, C el segmento de recta de (1, 1) a (3, 3) 

17. F = x 2 i 4- y 2 j, C: y = 1 - x 2 de x = - 1 a x = 1 

18. F = xyi 4- z 2 j, C: y - x 2 , z = x de (1, 1, 1) a (2, 4, 2) 

19. F = -yi + xj 4- zk, C: r = cosh t i + senhr j + e 2t k, 0 ^ t ^ 1/2 

20. F = y sen * i + ;c eos y j, C la frontera de -l^x^l,0^y^l 

21. F = 5(zi 4- xj 4- yk), C ia elipse 25x 2 4- y 2 = 25, z = 0 

22. F = e 2y (z 3 i 4- 2xz 3 j + 3xz 2 k), C: x 2 + y 2 = 4, z - -x 

23. F = 2xzi - z 2 j 4- (x 2 - 2yz)k, C: jc 2 + 9y 2 = 9, z ~ x 2 

24. F = (y - 3z)i + (4y 3 + x)j - 3xk, C: r = eos / i + sen t j 4- rk, 0 ^ ^ ir 

25. F = 2yzj + ( e z 4- y 2 )k, C: y = x, z = jc 2 de (0, 0, 0) to (2, 2, 4) 

26. F = cosh y i 4- xy 2 j + zk, C: r = /i + 3/j 4- t 2 k, 0 ^ t ^ 1 

27. F = z 2 i 4- jc 3 j 4- y 2 k, C: jc 2 4- y 2 = 4, jc + y 4- z = 0 

28. F = 4(z 2 i + x 2 ] + y 2 k), C la frontera de 0^x^l,0^y^l,z=l 

29. F = x 3 i 4- - 3e~ 3z k, C: 9jc 2 4- y 2 4- z 2 = 9, jc = z 

30. F = yi 4- (x 4- z)j 4- jc 5 k, C: x 2 4- y 2 = 1, z = jc, jc ^ 0, y ^ 0 

31. F = 3x 2 e~ 3z (¡ - xk), C: y = x 2 , z = jc 3 de (0, 0, 0) a (2, 4, 8) 

32. F = y 3 i - zj + xk, C como en el problema 31 

33. F = sen ttx i 4 ^j, C la frontera del triángulo con vértices (0, 0, 0), 

(1,0, 0), (1, 1,0) 

34. F = —y 2 e x \ 4 4xy 3 j, C como en el problema 33 

35. F = ye^i + xe^j + senhz k, C como en el problema 30 


Evaluar las siguientes integrales dobles. 


36. J j xy dx dy 

— ir — 1 

37. í f e x+y dy dx 
o "o 

n/2 1 

38. J I x 2 y 2 dx dy 

0 - 1 

39. f f (1 - xy) dy dx 

J 0 x 2 

r 3 r y 

40. J J (x 2 + y 2 ) dx dy 

0 -y 

2 s + 2 

41. 1 1 (x 4" y) dy dx 

-i V 


Encontrar las coordenadas x, y del centro de gravedad de una masa de densidad y) en una 
región /?, donde 

42. / = 1, R: 0 ^ y 1 - jc 2 43. f = jcy, R: 0 ^ y ^ x, 0 ^ jc ^ 1 

44. / = 1, R: x 2 4 y 2 ^ a 2 , y ^ 0 45. / = x 2 + y 2 , R: x 2 4 y 2 ^ a 2 , 

x ^ 0, y ^ 0 

Representar las siguientes superficies en forma paramétrica r(«, v) y encontrar un vector 
normal. 

46. 4x -- 3y + z = 5 47. x 2 4 y 2 = 9 

48. x 2 + y 2 + z 2 = 4 49. x 2 + y 2 - z 2 = 0 

50. x 2 - y 2 = 1 51. x 2 + 4y 2 - 4z = 0 
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Evaluar JJf * n dA , donde 

s 

52. F - 2x 2 i 4 4yj, S: z = 1 - x - y, x ^ 0, y ^ 0, z ^ 0 

53. F = yi - xj, S: 3x 4 2y 4 z = 1, x ^ 0, y i? 0, z = 0 

54. F = y 3 ! + x 3 j + 3z 2 k, S: z = x 2 4 y 2 , z ^ 4 

55. F = xi - yj 4 x 2 y 2 k, S: z = e xy , - 1 ^ x ^ 1, -l^y^l 

56. F = xi 4 xyj 4 e yz k , 5: x 2 4 y 2 = 1, 0 ^ z = h 

57. F = zi - z 4 k, S: x 2 4 4y 2 4 z 2 = 4, x ^ 0, y ^ 0, z ^ 0 

58. F = 3z 2 xi - (x 2 4 l)yj 4 (x 2 - z 2 )zk, 5: x 2 4 4y 2 4 z 2 = 4 

59. F =sen 2 xi - ysen2xj 4 5zk, S la superficie de |x| ^ 1, |y| ^ 1, |z| ^ 1 

60. F = 3x 2 i - (6xy 4 4yz)j 4 2z(z - l)k, 5: x 2 4 y 2 4 z 2 = 9 


Resumen del capítulo 9 

Cálculo integral vectorial. 
Teoremas sobre integrales 


En el capítulo 8 se hizo la generalización del cálculo diferencial a vectores, es 
decir, a funciones vectoriales v(x,y, z) o v(/) y en el capítulo 9 se hizo la gene¬ 
ralización del cálculo integral a las funciones vectoriales. Para ello se discutie¬ 
ron las integrales de línea (sección 9.1), las integrales dobles (sección 9.3), las 
integrales de superficie (sección 9.6) y las integrales triples (sección 9.7) así 
como los tres teoremas “grandes” para transformar estas integrales de una for¬ 
ma a otra, los teoremas de Green (sección 9.4), de Gauss (sección 9.7) y de 
Stokes (sección 9.9). 

El análogo de la integral definida del cálculo elemental es la integral de 
línea 

b , 

(F x dx 4 F 2 dy 4 F 3 dz) = J F(r(f))*^ dt 

a 

donde C: r(r) = x(/)i +yit)¡ 4 z(/)k (a < t < b) es una curva en el espacio (o en el 
plano). Ver la sección 9.1. En física, (1) puede representar el trabajo realizado 
por una fuerza (variable) en un desplazamiento. En la sección 9.1 también se 
discuten otros tipos de integrales de línea y sus aplicaciones. 

Independencia de la trayectoria de una integral de línea en una región D 
significa que la integral de una función dada sobre cualquier trayectoria C con 
puntos extremos P y Q tiene el mismo valor para todas las trayectorias de P a Q 
que están en D; aquí P y Q son puntos fijos. Una integral (1) es independiente 
de la trayectoria en D si y sólo si la forma diferencial F ] dx 4 F 2 dy 4 F { dz es 
exacta en D (sección 9.2). Asimismo, si rot F = 0, donde F = [F r F „ Ff tiene 
primeras derivadas parciales continuas en un dominio simplemente conexo , 
entonces la integral (1) es independiente de la trayectoria en D (sección 9.2). 


( 1 ) 


í F(r) 

J c 


dr 


-i 
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Las integrales dobles sobre una región R en el plano (sección 9.3) pueden 
transformarse en integrales de línea sobre la frontera C de R (y viceversa) por el 
teorema de Green en el plano (sección 9.4) 

m n(^ ~ W) * dy = t <f ‘ dx * f2 ^ 

R C 

En la sección 9.4 se dan otras formas de esta expresión. Este teorema se necesi¬ 
ta asimismo como herramienta esencial en lademostración del teorema de Stokes 
(ver más adelante) y es un caso especial de este último. 

Las integrales triples (sección 9.7) tomadas sobre una región T en el espa¬ 
cio pueden transformarse en integrales de superficie sobre la superficie frontera 
S de T (y viceversa) por el teorema de Gauss de la divergencia (sección 9.7) 

(3) ni div F dV = J jF.n dA 

T S 

Entre otras cosas, este teorema implica las fórmulas de Green (sección 9.8) 

(4) III (fy2g + vf,Vg) dv = ÍI f ñ dA ’ 

T S 

T S 

Las integrales de superficie sobre una superficie S con curva frontera C 
pueden transformarse en integrales de línea sobre C (y viceversa) por el teore¬ 
ma de Stokes (sección 9.9) 
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Apéndice 



Respuestas a los 
problemas impares 


Problemas de la sección 1.1, página 30 

1. De primer orden. 3. De primer orden. 5. De primer orden. 

7. -\e~ 2x + c 9. -2sen + c 11. \.5e~ x + 1 

13. 3x 2 15. -2senx 17. y' — 2 ylx 

19. y' = y 2 + 1 

23. y" = k, y = \kt 2 + 5/, >(40) = 800¿ + 200 = 1800, k = 2, 
y '(40) = 85 m/sec = 190 mi/hr 

25. (a) ie x , (b) y(2) - cr 2 - 100, y(0) = c = 13.53 # 

27. y = 5.3 exp (0.030/) = 32 (1860), 78 (1890), donde los otros valores son demasiado 
grandes. Un mejor modelo es la “fórmula logística” de la sección 1.7. 

29. Aproximadamente 1600 años. 


Problemas de la sección 1.2, página 35 


1 . Si se supone que en el ejemplo 2 se olvidó c, se escribió are tan y = x, esto se transformó 
en y - tan x y que a continuación se sumó una constante c, así, y = tan x + c, que, para 
c * 0, no es una solución de y '= 1 + ^ 2 . 

3. y = ce 3x - 1 5. y = tan (x 4- \x 2 + c) 

9. y = c cosh x 
13. y = c ln \x\ 


7. y = c(sen2x) 


1/2 


11 . tan y = \e 2x + c 
15. y = sen (x + c) 

19. coty = tanhx + 1 
23. v 2 = ü 0 2 + 2 g(t - 
27. I = I 0 e~ {WL)t 


t 0 ) 


17. y = -V 4 - x 2 
21. (x - l) 2 + y 2 - 1 
25. r = -0.3 sen 6 


Problemas de la sección 1.3, página 41 

1. -v,, 3.78.5% de^ 0 . 5.70.7%, 25% 7. 10 horas. 

9. AA = -kAAx (A - cantidad de luz incidente, AA = luz absorbida, Ax = espesor, -k = 
constante de proporcionalidad). Sea Ax —» 0. Entonces A '= -kA. Por tanto, A(x) = A Q e~ kx es 
la cantidad de luz en una capa gruesa a profundidad x de la superficie de incidencia. 
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11. 11.3, 19.2,38.4. 15. 1.21 metros. 

17. pV= c = constante , la ley que Boyle( 1662) y Mariotte (1676) descubrieron empíricamente. 
19. y(/) = 0.01c 1)27v 


Problemas de la sección 1.4, página 45 

1. y = Jt(ln |x| + c) 3. y 2 = x 2 - ex 

5. y = x tan (ln |x| + c) 7. y = -x/(ln |*| + c) 

9. y 2 - Ixy - x 2 = c 11. y = JtUnM - 7.4) 

13 . y = x(e x - e) yi 15 . y = x(x 2 + 5) 1/2 

17 . y — —x + tan (jc + c) 19 . sen (x 2 y 2 ) - ce 1 

21 . (y - x) 2 + lOy - 2x = c 

23 . u' = a + by' - a + bf(u), duKa + bf(u)) = dx 

25. y = c<? 2 * - 4x - 2 27. y = [(c - 15 jc)' 1/3 - 2]/5 

29. y = ax, ylx = a = const , y f = g(a) = const 


Problemas de la sección 1.5, pagina 49 


1. 2xdx + 2ydy = 0 
5. e*** ( y 2 dx + 2 xydy) — 0 
9. 2(y - x 4- l)(-£/x + dy) = 0 
13. xy 3 = c 
17. senhjc eos y - c 
21. No, y = 1/(5 + ln \x\) 

25. Si e y /x = e o y = jc 

29. No, y = 77/coshjc 

33. b ~ k, ax 2 + 2kxy + ly 2 = c 

37. x 2 + yix ~ c 


3. (b - y) dx - U - a) dy = 0 
7. 2 (ydx + xdy)lxy = 0 
11 . jcy = c 
15. = c 

19. x(x + ? y ) = c 
23. Sí (jc - 3)(y - 1) = 1 
27. No, y = Vjc 2 + 3jc. Use u = ylx. 
31. y = cjc 
35. dfldy = g\x)h(y ) 

39. y = cjc 3 


Problemas de la sección 1.6, página 53 

Comentario. Como los factores de integración no son únicos, las Fque obtenga el lector 
pueden diferir de las aquí proporcionadas. 

7. jc 2 y - 2 9. xe*y = 1 11. * 2 y 3 - * 3 y 2 - -2 

13. y cosh (jc - y) = 3 15. F = c 2x , e 2x eos iry - c 

17. F = 1/jcy, jc 2 y 2 e x = c 19. F = c x \ (jc + 2y)c x2 = c 

21. F - 1/(jc + 1 )(y + 1), y + 1 = c(x + 1) 

23. F = jcfl-iyb- 1 , jc a y b = c 25. aF/dy = ag/a* + (alx)Q 

27. (¿>/y)F + dF/dy = (a/x)Q + ag/djc 



get a - b = 2. 


Ahora se igualan los términos en 1/jc y en 1/y. 

y 

para obtener 
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Problemas de la sección 1.7, página 58 


5. y = ce 4x - 0.2 


7. y = ce~ 2x + 2e x 
13. y = (c + x)e~ 3x 
19. y = 2e~ 3x + 4 
25. y = 1 - cosh 2x 
39. sen y = 2 + rr l! ' 2 


9. y = ce 4x + x 2 


45. y 2 = cxe~ x + \xe x 

•-Í1.25 - 


15. y = (c + 2e xi )x~ 2 
21. y = 2e~ x + x 2 + 1 
27. y = (0.7 + x)e~ kx 
41. x = (c + y) e y 
47. 327.5 min 


ce 


11. y = ex" 2 + 3x 
17. y = ex 2 + x 2 e x 
23. y = é--* 2 + 2 
37. y = 1/(1 + Cí >*) 

43. y -3 = ce x - 2x - 1 45. y 2 = 

49. y' + 0.025y = 0, y = c<r 0 - l “ 5 ' si / > 10, y( 10) 
y{t) = 0.01 si í = 385.6 min. 

31. T\t) - T x ~ ( 7, T )t> donde 7, es la temperatura del agua. 

53. Con la ecuación (7) se obtieney' = Ay[l - (B/A)] y > si 0 < y < A/B y y' <Q úy> A/B 

55. Con la ecuación (7) se obtieney" = Ay'-Byy’=0 si A-2By = 0. 

57. Sesustituyey= w + v,y'= w' + v'. Como ves una solución, queda w'=- pw +g( ^ +2wv) 
una ecuación de Bemoulli. H M 

59. y' = y' + xy" + ( dg/dí)y", y"( x + dg/ds) = 0, etc. 


- 119.6 por el ejemplo 2, c ~ 153.6, 


Problemas de la sección 1.8, página 66 

5. Decrece. 7. L = 0.348 henrios 

11. 7(0) = -E 0 (R 2 + (o 2 L 2 )- V2 sen 8 = -E 0 toL/(R 2 + co 2 L 2 ) 

13. (a) /(/) = + e -‘/(R - L), (b) Kt) = ( c + t!L)e -« 

15. / = /j = i - ¿ e -t ¡f o S / S 3, / = ¡ 2 = c e~ (t ~ 3 \ 

c 2 = = A(3) = 1 - i*~ 3 = 0.975 

21. RQ’ + QIC = E 0 , Q(t) = E 0 C(1 - e ~ MC ), V(t) = g(,)/C = 12(1 - *-<>.«) 
23. 0 = ce' 2 ' + 0.001(1 - 2e-) 25. 0 = sen - 2wC os „ 

27 -*T/ P ^ 

29. /= 1 si 0 < t <a e/ = -íjÉ--'si t> a. 


Problemas de la sección 1.9, página 71 


1. xy' + y = 0 
7. xy' - 2y = x 3 e x 
13- y = c* - ±x 2 
19. y = c *x 4 
25. x 2 — y 2 = c* 


3. y' = 2ycot2x 
9. y' + y = x/y 
15. y = c*e~^ x 
21. y = hVT^x 
29. sen y = c* 


5. x/ = 2y In |y| 

11. y = c*jc 

17. y = c*e* 2 

23. y = c*x 


Problemas de la sección 1.10, página 76 

1 y = « 2 3. y = ce-* 2 * 5. x 2 + 9y 2 = 

7. o(í) = 5(1 - c~ 4t )/(l + e ~ 4t ), 5(i + i e - 4 i)/(] _ £ e -*t) 

13. yj(l) = 2, y 2 (l) = 2.5,y 3 (l) = 2.667 


c 
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Problemas de la sección 1.11, página 81 

1. y = cx\ c arbitrario. No; /(*, y) = 3y/,v no está definida cuando x = 0. 

3. y = (x- l) 2 ,y = 0. 

5. y = cx\ (a)y(0) = k * 0, (b)y(0) - 0, (c)y(.v 0 ) = y 0 , x u * 0. No, ya quedar, y) = 2ylx no está 
definida cuando x = 0. 

7. El plano xy sin el origen. 

9. Esto violaría la unicidad. 

11. 1 , el mayor valor de bl{ 1 + b 2 ), en donde 1 + b 2 es el menor K . 

13. a~ ^ , el mayor valor de bl(b 2 + 4), en donde b 1 + 4 es el menor K . La solución y = 2 tan 
2x existe para \x\ < ni 4. 

15. y = (2x - 4) 2 , y = 0. No sobre el eje x (y = 0). 

17. Sí, con M- 1. No sobre el eje jr (y = 0). 

19. flx, y) = r(jc) - p(x)y\ dfldy = p(x). 


Capítulo 1 (cuestionario y problemas de repaso), página 82 

11. e 2xy 4- sen y = c 13. y = ce* 2 - x 2 15. y - tan (-\x 2 4- x 4- c) 

17. y 2 = 1 + ce~ x2 19. x 4 4 x 3 y 2 = c 21. e x% tan y = c 

23. y - x 4- x(c - x 2 )~ 1/2 25. u - ylx, ln (x 2 4- y 2 ) + 2 are tan (y/x) = c 

27. 4jc 2 4- 9y 2 = 36 29. y - ^ - x~ l + \x~ 2 31. y = sen x 4- x 2 

33. x 2 4- xe* = 2 35. Jt = £y 4 4- 4y 2 

r x 

37. y n = 1 + 2 J ty n _ x (t) dt, v Q = 1, y x = 1 + * 2 , y 2 = 1 + * 2 + i* 4 , etc., 

J o 

y = e* 2 , yjd) = 2, y 2 ( 1) = 2.5, y 3 (l) = 2.667 

39. (y - l) 2 - (jc - l) 2 = c* 

41. 0.93%, 8.94%, 29.3% 

43. 7.27 días, 11.5 días. 45. y - ex* 47. 46 ohms. 

49. mdvldt — mg(ser\a — 0.2 eos a) = 9.80(0.500 - 0.2 ■ 0.866)m = 3.203m, 
v = 3.203í, s = 3.203í 2 /2 = 10. Respuesta : 8.00 metros/s 

51. dyl(y - a)(y - h) = kdx. Ahora se usan fracciones parciales. Respuesta. 

y(t) = (b — acf)/( 1 - c/), en donde/(í) = exp (b ~ a)kt 
53. r 2 = a 2 eos 28 55. y' = y, y = ce x 

Problemas de la sección 2.1, página 93 

3. Puesto que v" + py' + qy = cr 5. Puesto que y" + py'+ qv = r - r 

7. y = c t x 3 + c 2 9. y = Cj cosh 2x + c 2 



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


633 


11. y — Cj 1 In | c x x + 1| 4- c 2 

17. x = -eos y + c¡y + c 2 

21 . jcy = 1 

25. y = (4 - x)e x 

29. y = (2 + ln \x\)x 2 

33. Linealmente dependientes. 

37. Linealmente independientes. 


15. x = \e 2y + c x y + c 2 
19. (y - 1)^ = Cy k + c 2 
23. y = e 3x 4- e~ 3x = 2 cosh 3* 
27. y = ^ - 2e 3x 
31. Linealmente independientes. 

35. Linealmente dependientes. 

39. Linealmente independientes. 


Problemas de la sección 2.2, página*98 

1. y = c x e~ x + c 2 e~ 2x 3. y = (q + c 2 x)e~ bx 5. y = (c x + c 2 x)e 3x 

7. y" + y' - 6y = 0 9. y" + 2.5y' + y = 0 11. y" - y = 0 

15. (A - Aj)(A - A 2 ) = A 2 - (Aj + A 2 )A + \ x X 2 = A 2 + ak + b. Ahora se compara 
17. y = 3e 4x - 2e~ 4x 19. y = (2x - A)e~ 3x 21. y = 3^“ a2x + OJe” 2 * 

23. y = e -a5x 25. y = e 3x + 3e’ -3x = 4 cosh 3x - 2 senh 3 jc 


Problemas de la sección 2.3, pagina 102 


1. y = A eos 3 jc + B sen 3 jc 
5. y = e~ ax (A eos ouc + B sen <ox) 
9. II, y — (c l + c 2 j <)e~ 3x 
13. III, e~ 03x (A eos x + B sen x) 
17. y = 2 eos 3x - sen 3x 
21. y = (3 + 2x)e~ 10x 
25. y = 5e 4x 
29. y = —3e x eos x 


3. y = e~ ax (A eos x A B sen jc) 

7. I, y = c 1 e 5x + c 2 e“ 5x 
11. I, y = c x 4- c 2 e~ 2x 
15. III, y = ^ _X (A eos <ox + B sen a>x) 
19. y = (3 + 4jc)e 2x 
23. y = e 05x — e~ x 
27. y = e 2x - 2 


Problemas de la sección 2.4, página 104 

1. 3jc 2 + 20.x, 0, (6 + 7r) eos 7nr + (3 — 27 t) sen 77 * 


3. 0, -5e- 4x , 0 
7. y = (c : 4- c 2 x)e Zx/2 
11. y = (Cj + c 2 x)e~ 06x 
15. y = ^ x (cos 7 tx - sen ítjc) 
19. y — (1 — xk“ x 


5. y = e” x (A eos jc 4- B sen x) 
9. y = (c í 4- c 2 Jc)e 2x/ír 
13. y = - 3e _2x sen x 
17. y - (1 - 3jck“ x/3 


Problemas de la sección 2.5, página 113 

1. y = (y 0 2 + D 2 (ü 0 ~ 2 ) l/2 eos (ay - are tan (v 0 /y 0 (o Q ))' 

3. Es menor por V2 , más alta, permanece sin cambio. 

7. l/k = \ík x 4- l/* 2 , k = k x kj(k x 4 * 2 ) = 21/10 = 2.1 
9. mL8" = -mg sen Q « - m*# ( la compo nente t angencial de w = mg), 
0" 4o> o 2 0 = 0, o> 0 2 - g/£. Respuesta . ^g! L i 2 k. 
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11. T = 2tt 


mL 

mg + (k x + k 2 )L 


13. S(t) = 0.2618 eos 3.7/ + 0.0472 sen 3.7/ [rad] 

17. Si c, y c 2 tienen el mismo signo. 

19. y = [(v Q + ay 0 )t + y 0 k” at 

21. y — c 2 e~ V0¡C2 la , en donde c 2 = i; 0 + aj> {) 

25. w* = o> 0 [ 1 - (c 2 l4mk)\ 1/2 ~ o> 0 [l - ¿(c 2 /4mA:)] 

27. Las soluciones positivas de tan / ^ 1 , es decir, a/4 (máx), 5tx/4 (mín), etc. 
29. 0.046 kg/s, a partir de exp(-20 • 3c/2m) ~ ~ ^ 


Problemas de la sección 2.6, página 118 

3. y = c x + c 2 *“ 3 5. y = (c t + c 2 ln *)*” 4 7, y = (c t + c 2 ln *)/* 

9. y = ( c l + c 2 ln*)* -2 - 6 11. y ~ A eos (ln*) + B sen (ln*) 

13. y = c x x 15 + c 2 *“ 2 - 5 15. y - 4/V* 17, y = -x eos (ln*) 

19. y = * 0.1 

21. * = e\ t - ln*; por la regla de la cadena, / yt '= y/x, y" = y /* 2 - y/x 2 - y/* 2 , 
por tanto, v - y + ay + by- 0. 

25. z — 2 = *, y = c x (z - 2)" 3 + c 2 (z - 2)~ l 


Problemas de la sección 2.7, página 125 


1. W - (A 2 - Á x ) exp (Aj* + A 2 *) 

5. W = v* 2 ^' 1 

9. y" - 2/ + 2y = 0, W = e 2x 
13. *y" - 2y f = 0, W = 3* 2 
17. VL = 0, comoyj = 0, y 2 = 0 en tai 
I 9 . z x = (y x + y 2 )/2, z 2 = (y x - y 2 )/2, 
21. y 2 = * 2 + * 

25. y 2 — *~ 1 eos * 


3. W = e~ ax o> 

7. y” -2y + y = 0, W = e 2 * 

11. y" + 7r 2 y = 0, W = 7T 
15. * 2 y" - xy ' + 0.75y = 0, W = * 
*, por cálculo, 
det [a jk ] = - 1/2 
23. y 2 = (1 - *)~ 2 


Problemas de la sección 2.8, página 128 


1. c x e x + c 2 e~ x + e Zx 
5. c x e x + c 2 e ~ 4x + xe% 

9. (Cj + c 2 ln *)* 1/2 + eos \x 
13. (1 + 3*) eos 2* 

19. A eos * 4- B sen * + e x + * sen * 


3. A eos * + B sen * + sen 2* 
7. c x x + c 2 * 2 - 5* eos * 

11. (* + x 2 )e Zx 
15. (1 - sen x)e x 


Problemas de la sección 2.9, página 132 

1. A eos x + B sen x + 3x 2 - 6 3. (q + c 2 x)e~ 3x + sen 3 jc 

5. c x e~ x + c z e 2x - \e x — £x + \ 7. e~ x (A eos 2x + B sen 2x) + x 2 

9 . c x e z + c^e 31 + sen x 11. (Cj + c 2 x)e x + x 2 e z 
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13. A eos 3 x + B sen 3x + ¿jesen 3x 

17. e~ x - e 2x + xe 2x 

21. cosjc — 3 sen x 

25. c l e~ 2x + \ eos 2x + | sen 2x 


15. (Cj + \x)e 2x + ( c 2 + \x)e~ 2x - {x 
19. 4e x + le~ 2x + * 2 - 6 
23. 3 eos 2 jc - f 2x 


Problemas de la sección 2.10, página 135 

I. (c 1 + c 2 x + 3 ^* 7/2 )é’ x 3. (c l + c 2 *)é> x + 6e x íx 5. (c 2 + c 2 x - ln\x\)e~ 2x 

7. (Cj + c 2 jc + 4x lt2 )e x + x 2 + 4jc + 6 

11. (Cj 4- c 2 jc + JC _2 )^ 2x 
15. Cjjc 2 + c 2 x 3 + jc -4 
19. c x + c 2 x 2 + (jc - 1)é> x 
23. Cjjc 2 + c 2 j: 3 + ¿jr 4 

25. t + c 2 e~ 3x + 8 sen 2x - eos 2x 

Problemas de la sección 2.11, página 142 

1. A eos 2 t+B sen 2/ + 5 sen /. Observar que la solución general correspondiente al movi¬ 
miento libre no se extingue porque no hay amortiguamiento. 

3. 4 sen t - 12 eos / 5. y = -0.4 eos \t + 0.92 sen \t 

7. -0.025 eos 0.2/ + 0.252 sen 0.2/ 9. c 1 eos 5/ + c 2 sen 5/ + 2 sen / 

II. e~\A eos / + B sen /) + 0.2 eos / + 0.4 sen / 

13. e’ m [A eos (V 3 I/ 4 )/ + B sen (V 3 T/ 4 )/] + 4 eos t + 2 sen / 

15. y = A eos / + B sen / + (1 - o» 2 ) -1 eos a>t 
17. eos 3/ + sen / 

19- ly 0 ~ ( w o 2 “ cos + (r? 0 /íu 0 )sen w Q / + (ü> 0 2 - o> 2 ) -1 eos w/ 

21 . y = 3te~ t!2 + 2 sen / - sen 2/ 

25. y = (1 — ft> 2 )“ 1 (cosw/ - eos/) 


9. (Cj + c 2 jc — sen x)e x 
13. (c 1 + c 2 x 4- (2x)~ 1 )e x 
17. Cjjr + c 2 x 2 - 5x cos x 
21. c'jjc + c 2 x 2 + 2jc“ 2 


Problemas de la sección 2.12, página 147 

3. R > R crit = 2 VZ/C en el caso I, etc. 

5. / = 0 

7. / = (4 cos / - 198sen /)/I961 

9. / = e~HA cos / + físen /) + eos/ + 2 sen / 

11. I = 5é , “ 2í sen / 

13. I = e~ 3t (3 sen 4/ - 4 cos 4/) + 4 cos 5/ 

15. / = A cos 5/ + B sen 5/ + [275o>/(25 - w 2 )] cos a>t 
17. / = A oos 20/ + B sen 20/ + 0.02/ 

19. / = 10(cos/ - cos 2/) 

21. / = 1 — eos/ 

23. / = sen / if 0 < / < 1, / = sen / - sen (/ - 1) si / > 1 

25. / = ^(e~ l - cos / + sen /) s ; 0 < / < 7 r, 

/ = -¿(1 + ^ _7r ) cos / + ¿(3 - é> -7r ) sen / si / > tt 
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Problemas de la sección 2.13, 

1. 7^(50 sen 4t - 110 eos 4/) 

5. -0.1 eos 21 4 0.2 sen 2/ 

11. 0.2 eos t 4 0.4 sen t 
15. -3 eos 3/ - 4 sen 3 1 


página 151 

3. -0.9704 eos 5/ 4 0.4621 sen 5/ 
9 • y p = -4 eos 2t 
13. 8 sen 2/ - eos 2 1 


Capítulo 2 (cuestionario y problemas de repaso), página 152 


17. c } e x 4 c 2 e~ 2x 4 xe x 

21. (c 1 4 c 2 x 4 x ln x - x)e 2x 

25. Cjjc 2 4 c 2 jc 3 - x 2 sen x 

29. (c í 4- c 2 x - ln x)e~ 2x 

33. x“ 1/2 4 2jc _3/2 

37. 3e~ ax eos ttx 

41. e~ x cosx 

45. e x/2 - 2 eos x 4 e x 

49. 7^(50 sen 4 t — 110 eos 4t) 

53. e~ l eos V5í 4 ^ sen 2t 

55. c 1 e~ 4x 4 c 2 e~ 2x — 3 eos 2x 4 


19. (c : 4 c 2 ln x)x 07 

23. (c x 4 c 2 x - eos x)e~ x 

27. c 1 e~ x 4 c 2 e~ 3x 4 | senje 

31. 0.3e x 4 2x 2 

35. x - 4X” 1 4 2x 3 

39. 2e~ x eos x 

43. senx 

47. Cl C“ 199987í + c ^- 0.125 008t 
51. \ sen 2 1 


Problemas de la sección 3.1, página 164 

17. W = 12, y = 6x - 8 jc 3 19. IV = 2jT 3 , y = 2 - 3* + 5x _1 


21. Linealmente independientes. 23. Linealmente dependientes. 

25. Linealmente independientes, 27. Linealmente independientes 

29. Linealmente dependientes. 31. Linealmente dependientes. 

33. /= -1, 1 . Linealmente dependientes sobre [0, 1] o [-1, 0], por ejemplo. 
39. Se tendría W = 0 como tal punto. 


Problemas de la sección 3.2, página 170 


1. y ” — 6 y ff 4 11 y f — 6;y — 0 
5. y IV - 2y 4 y = 0 
9. Cj + c 2 e~ x 4 c 3 e x 
13. (A 4 Cx) eos x 4 {B 4 Dx) sen x 
17. 4x 2 - 4 
21. 3 cosh x 

25. c x e 2x 4 A eos 2x 4 B sen 2x 
33. CjX 4 c 2 x 2 4 c 3 x -2 


3. y'" - 3/ 4 3/-y = 0 
7. y IV 4 4y" = 0 
11. {c í 4 c 2 x)e x 4 c z e~ x 
15. c x e 3x 4 c 2 e~ 3x 4 A eos 3x 4 B sen 3x 
19. (2 - x)e x 
23. c x e x 4 c 2 e~ 2x 4 c 2 e 3x 
27. c x e 4x 4 c 2 e~ x/2 4 c 2 e~ 3x¡2 
35. CjX ’ 1 4 c 2 x -2 4 c 3 x 
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Problemas de la sección 3.4, página 176 


1 C — ^ ^ ^ x j ^ ^ ™ 2 jc | ^ 2jc 

5. (c 1 + c 2 x + c 3 x 2 )e x + 2x 3 e x 
9. cosh x + eos x 
13. e~ x sen x — x 2 - x - 1 


3. c x + c 2 e~ x + c 3 e x — sen 2x 
7. (c 1 + c 2 x + c 3 x 2 )e~ x + lé^ + x 
11. x - 3x 2 + x 3 /3 + x 4 /6 
15. sen x + sen 3x + 0.1 senh x 


Problemas de la sección 3.5, página 179 

1. [Cj + c 2 x + c 3 x 2 + (8/105)x 7/2 ]e x 
3. c 1 e x + c 2 e 2x + c 3 e 3x + \e 2x eos x 

5. c x + c 2 eos x + c 3 senx + ln |secx + tan x| — x eos x + (senx) ln |cosx| 
7. c x x ~ 1 + c 2 + c 3 x + x~ l e x 
9. C jX -1 + c 2 x + c 3 x 2 — 1/12x 2 


Capítulo 3 (cuestionario y problemas de repaso), página 180 

11 . c 1 e~ x + c 2 e x + c 3 xe x 13. qx 1/2 + c* 2 x~ 1/2 + c 3 

15. c-j + c’ 2 x 2 + c 3 x 4 

17. c cosh x + c 2 senh x + c 3 eos x -f c 4 sen x + 2e 2x + x 2 
19. c 1 e x + c 2 e~ x + c 3 e 2x + c 4 e~ 2x + eos 2x 
21. 4 — 3^ x + 2.4e~ x 23. (2 - xk x 

25. (1 + x)¿* x 27. 3x 2 - 0.5x _1 

29. (2 + 4x 2 )e x 


Problemas de la sección 4.1, página 195 

3. yj = (2/Vó) sen Vó/, v 2 = -(l/Vó) sen Vór 

5. Vj = -2 eos / + 8 sen Vóí, y 2 = -4 eos t - 4 sen Vóí 

7. / x = \6e~ 2t - 10^-° 8t + 3, / 2 = Se~ 2t - 8^“ 08í 


Problemas de la sección 4.3, página 207 

1 . y 1 = e 1 + c 2 e~\ y 2 = c^e 1 - c 2 e- 1 

3. y 1 = A eos 2 1 + B sen 2/, v 2 = 4 sen 2t - B eos 2 1 

5 . Vj = c x e l + ¿’ 2 ^ 3í * y 2 = + c 2 e 3t )t 3 

7. yj = -2e 1 f- í - 3 c 2 í ,- 2í , y 2 = qr* + c 2 í^ 2í 

9. y 1 = eos / + 5 sen r), y 2 = e\A sen t - B eos t) 

11 . yj = 3f 2í - 12 í> _ 2í , y 2 - 3? 2í + 12¿>- 2t 

13. y x = -6¿- 4t + 2. y 2 = -3¿> 4í - 1 

15. y x = 4e 2t - e~ 5t < y 2 = 3 é> 2í + e~ 5t 

17- y 2 = - v í + - v p y 2 = y" + y¡ = ~>’i _ (yj + y^, y x = í- _ í (A eos / + B sen/), 

y 2 =y¡ + y x = e~ l {B eos t - A sen /) 

19. I x - í-^-t + 3r 2 é ?-3í , I 2 = -3 c x e~ l - c 2 e~ 3t 
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Problemas de la sección 4.4, página 212 

1. Vj = c x e 2t + c 2 e 4t , y 2 = c x e 2t - c 2 e 4t ; nodo inestable 
3. y x - c^e 1 + c 2 e~ 2t , y 2 - 4c x e l + c 2 e~ 2t ; punto silla 
5. y x = 3 c x e 5i + c 2 e~ 2t % y 2 = 4c x e 5t - c ¿ e~ 2t ; punto silla 

7. y j = e~ 2t (A eos 21 + B sen 2/), y 2 = e~ 2t (-A sen 2 1 + B eos 2/); punto espiral 
estable y atractivo 

9 . y x = 3 c x e 3t + 3 c 2 e 9t , y 2 = — c x e ¿t + c 2 e 9t \ nodo inestable 
13. A = - 16 para cualquier k, de modo que la respuesta es no. 

15. y = c x e kt + c 2 e~ kt \ hipérbolas k 2 y 2 - y 2 = cansí 
17. y = A eos ay + B sen oy; elipses <o 2 y 2 + y 2 = cansí 
19. Elipses 

Problemas de la sección 4.5, página 219 

I. At (0,0), y[ = >’ 2 , y 2 = y x ; punto silla En (1,0), sea y x - 1 + y v Entonces 
y x - y 2 - -y x - y 2 ~ -y j; por tanto, _Vj = T: = ~Ti; centro. 

3. (0, 0) punto silla (-3,0) y (3,0) centros 

5. (|7r ± 2aí7t, 0) puntos silla: (— \i: ± 2«7r, 0) centro 

7. (/27T, 0) puntos silla ( n par) o centros (n impar) 

II. Ya que las trayectorias en el plano de fase tienden entonces a circunferencias. 

13. Considerar dy 2 /dy } = 0. 15. Hipérbolas yy 2 = constante. 


Problemas de la sección 4.6, página 225 

I . y x = c x e l + c 2 e~ l + 3e 2t , y 2 = c x e l - c 2 e~ x 

3. y x = c x e~ 2t + c 2 e ~ At + cos C >2 = c x e~ 2t - c 2 e~ 4t - sen/ 

5. y x = A cos 2f + B sen 2/ + 4 cos /, y 2 - - 2A sen 2/ + 2B cos 2/ + sen r 

7 . y 1 - cos 5/ + 2 sen 5/ + 3/, y 2 = -sen 5? + 2 cos 5/ - 4 

9 . = ^ 10í - é> -4í + 2 sen /, y 2 = 0.75? lot + e~ 4t + sen/ 

11. Vj = 4e 6t + e l 4- t 2 - 5, y 2 = e 6t - ^ - / 

13. / x = 2c 1 é- Alt + lc 2 e k * + 100, 

/ 2 = (1.1 + Va4Í)c- 1 <- Alt + (1.1 - V0A\)c 2 e^K 
Aj = -0.9 + VóTF, a 2 = -0.9 - VÓ1T 
15. fj = 17.948, c 2 = -67.948 

Capítulo 4 (cuestionario y problemas de repaso), página 226 

II. Vj = 4 c , 1 <’ 5! + c 2 e~ 2t . y 2 = - c 2 e~ 21 -, punto silla 

13. Vj = e~ T (2A cos / + 2 B sen/), 

y 2 = e _í [A(5 cos / + sen /) + B(5 sen / - cos /)]; punto espira! 

15. (0,0) saddle point; (- 1,0), (1,0) centros 
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17 * “ 2>j), y 2 

y x = c x e bt + c 2 e~ 2t , 
19. Punto silla 


“ ~ 2 >í) = + ?(>í - 2 y x ), 

y 2 = ?(>í ~ 2y x ) = fcje 5t - c 2 e~ 2t 


21. /j = (-19 - 62.5/)^ - 19 eos t + 62.5 sen/, 

4 “ (“ó + 62.5/)e _5í + 6 eos / + 2.5 sen / 

23. y 1 = 3Oe' 0O3í - 30e~ ai5t , y 2 = 45e~ 0031 + 45 é ,-o.i5t 

27 * y i ^ c \ € ~ t + 3c 2 pí + ;é,_í + Í ' _í > T 2 = - c 2 e l - te~ x 

29. y 1 = 4^ 2t - ^“ 5t + *»*-/, j 2 = 3f 2t + e~ 5t - e l - 3 


Problemas de la sección 5.2, página 542 


1 . y = - 1 + c 3 .r 3 


3. v = 


5. v « 0 (l + 3x + 4.v 2 + 3 ° Jf 3 + Zr 4 + yfx 5 + ■ * ■) = a Q (x + \)e 


2x 


7. y = < 0 + c x x + (tki - t Q )x 2 + (h‘i 


c 0 )x 3 + 


Al hacer c { =A + Byc = A 


+ 2 B se obtiene y = Ae x + Be 1 '. Esto ilustra el hecho de que inclusive si la solución de una 
ecuación es una función conocida, el método de la serie de potencias puede no producirla 
de inmediato en la forma de costumbre. Prácticamente, ésto no importa porque el interés 
principal concierne a ecuaciones para las cuales las soluciones obtenidas por series de 
potencias definen nuevas funciones. 


9. y = c^x +¿/ 0 ( 1 - x 


2 _ 


A* 


4 _ 1 v 6 


i r 8 . 
7 a 


•). 


la ecuación de Legendre (n — 1), que se considerará en la sección 5.3. 


Éste es un caso particular de 


11. (/ + l)y - v 


t + 


y = c 0 (l +/) + (! + /)(/ 


h 2 + - 


= í'o v + x ,n X (y - dy/dt) 

13. y = « 0 (1 - r 2 /2! + tV 4! -+■•■) + «,(/ - / 3 /3! + - • 

= ÍJ 0 eos (.V - 1) + í/j sen (.v - 1) 

!5- 3 17. <» 19. \/¡*| 21. V5/7 23. 0 

(ni + !)(/// + 2) 


25. V2 


29. 2 


rn - 1 


(ni + l) 2 y 1 


Problemas de la sección 5.3, página 248 

9. Sea (x 2 - 1)" = v(.v). Como v', v", • • • v "- 11 son cero en.r=± 1 y v -" = 2;?!, entonces por (12) 
se obtiene 

f 1 r 1 r 1 

( 2 "n \) 2 I P 2 d.\= I í-00,,011 ( ¡ x _ [¡•(h-ii ¿ ,oo]| 1 _ i _ j t ,oi-i) ( .,n+ 1 ) 


= ( — 1 ) f, J~ ít‘ 2 ”’ í/.v = ( — 1 )*'(2/í)! J 


l.v 2 - l) H dx 


r 

= 2(2/í)!J (I - x 2 ) n dx - 2(2/?)! I sen 2 "' 1 p d/3 

o o 


2 ( 2 //)! 


2 ■ 4 • ■ • (2//) 


1 * 3 • 5 ■ ■ • (2// + 1) 


2n + 


(.v = cos/3). 
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13. Se hace x = ~1 y se aplica la fórmula para la suma de una serie geométrica. 
15. Se hace.r = 0 y se aplica (1 + u 2 )~ yl ~ 2 f 


Problemas de la sección 5.4, página 258 


= X" 1 eos x, y 2 - x 1 senx 


senh x 


’ >2 


cosh x 


5. 

Ti 

= (sinx)/x 3 ,y 2 

= (cosx)/x 3 







1 / X 2 

X 4 

\ 


COX X 


senx 

9. 

Ti 

“x 2 V 2 ! 

+ 4! 

+ ...) 

— 

.3-2 

— 


11. 

Ti 

= e x , y 2 = e x 

ln x 






13. 

Ti 

- x ~ 2 senx 2 , y 

= x“ 2 
2 J 

1 eos X 2 


15. yj = 

= (JC 

- D 2 . y 2 

17. 

Ti 

= x, y 2 = x ln 

X + X 2 



19. yj = 

= Vx e x > y 2 = 

35. 

T = 

= AF(\,\,\-,x) 

+ bV. 

xF( 1,2 

X) 




37. 

T = 

- AF(i, -1,|; 

,x)+E 

íjc 1/5 F(§, - 

4 

5» 

i-*) 



39. 

T = 

= A(1 - 8jc + 

fx 3 ) - 

(- Bx 3l *F(\ 

, - 

.í 2. v> 

4 » 4 » Xl 



41. 

y = 

= AF(-1 -f. 

£;•*) + 

Bx m ( 1 + 




43. 

y = 

= 


1 ) + c 2 u 

- 

\) m 



45. 

y = 

= c,F(- \,hh 

t + i) 

+ c 2 (t + 

i) 2 

:/3 F(-1 

5. 

t + i) 


(X - 1) 


Problemas de la sección 5.5, página 266 

x 2m + 2 i x 2m 

1. Usar (7b), sección 5.2, y 22m + 2 + „ (w + + ' m + \yj 2 2m+n m\(n + m)' 

cuando m -* <*> (x fijo). 

5. Valores aproximados jn + kir = 2.356, 5.498, 8.639, 11.781, 14.923. 

7. U + kir, k = 1, 2, 3, 4; 2.5%, 0.8%, 0.4%, 0.2% 


11. AJ m (x) + BJ_ ll3 (x ) 

15. AJy 3 U 2 ) + BJ_ 23 (x 2 ) 

19. x ll3 (AJ,Jx il3 ) + BJ_,Jx 113 )) 


13. AJ 3i2 ( 5x) + BJ _ 3i2 (5x) 
17. x _2 7 2 (x); ver el teorema 2. 


Problemas de la sección 5.6, página 271 

5. J 2 (x) = 2x _1 7 1 (x) - y 0 (x); ver (3) con v - 1. 

7. Se empieza a partir de (2), con reemplazada por v - 1, y se sustituye J , aplican- 
do(l). 

9. Sea/pr,) - J n fx 7 ) = 0. Entonces, por el teorema de Rolle se tiene quexp/(x,) = x 2 J(x 2 ), y 
x-”J t¡ (x) ‘ = 0en alguna parte entre x, y x,. Luego se usa (2). A continuación se aplica (1) 
con v = n + 1, 

i3. —2 J 2 (x) — y 0 U) + c 2 — ^ 

17. 0.886 227, 1.329 340, 3.323 351 
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Problemas de la sección 5.7, página 276 

1. AJ 2 (x) + BY 2 (x) 3. AJ 0 {V¿) + BY 0 (Vx) 

5. AJ m (x 2 ) + BY m (x 2 ) 1. x 2 [AJ 2 (x 2 ) + BY 2 (x 2 )\ 

9. Vx [AJ m (Vx) + BJ_ m (\G)\ = x m [A sen Vi + ¿eos vi] 

11. vi [AJ m (\x 2 ) + BY m {\x 2 )} 13. \/x[AJ m (\kx 2 ) + BY m (^kx 2 )\ 

15. 1.1 

17. Sea HJ U = kH t {2u , aplicar (10) y obtener una contradicción. 

19. Para x * 0, todos los términos de la serie (13) son reales y positivos. 

Problemas de la sección 5.8, página 284 

3. A = [Qn + 1 )tt/2] 2 , n = 0, I, ■ • • ;y n (x) = sen(i(2„ + 1 )t tx) 

5. A = [(2 n + l)7r/2¿] 2 , n = 0, 1, • ■ • ;y n (x) = sen ((2 n + \)ttx/2L ) 

7. A = n 2 , n = 0, I, • •• ;y n (x) = eos nx 

9. A = (m t/L) 2 , n = 0, 1, ■ - • ;y n (x) = eos ( mtxIL ) 

11. A = ((2 n + I)tt/2) 2 , n = 0, I, ■ • ■ ;y n (x) = sen ^(2n + 1) ^ In |x|^ 

13. A - n 2 7r 2 , n = 1, 2, • • • ;y n (x) = x sen (nir ln |x|); ecuación de Euler-Cauchy 

15. P 0 /y/2, Vf / > j(x), 17. Determinar x r c¡ • k. 


Problemas de la sección 5.9, página 292 

1. 4/>, + 2/> 3 3 . ^2 = lp Q + 2p 2 X 3 = 2 / > i + | p 3 

5 - í^o + \ P 1 + ~h p 2 + • • • 7. ¿P 0 + %P 2 + • • • 

15. Como la máxima potencia en L m es r , basta demostrar que 
/ e~ x x k L n dx = 0 para k < n: 

l e ~ ZxkL ” (x) dx = h. { Xk ír« dx = - f o xk -' (* n e- x ) dx 

1 1 r 00 ¿fn-k 

= " = ( ' ,)k ü/ 0 5^iE^-')* = 0. 

21 G * = 2 «»' n = 2 He' n (x)t n /nl = /C = X - 1)!, etc. 

23. Escribir e ' 2 =o,o‘"' = d"\j/dx\ etc., integrar por partes, usar la fórmula 
H e n = n ^ e n - \ (Prob. 21); entonces, para n > m, 

/ OO Qp 

oHe m He n dx = (— I)" í" «fe = (- 1)*-1 f He' p("-« dx 

-00 J m 

— oc 

~ ( _ 1 ) n ~ 1 /?7 f He m _ l ü {n ~ 1) dx = • * • 

—oo 

= (- l)"- m w! «e. 0 «/"-"»> <¿c = 0. 

— OC 

25. Por (I) en la sección 5.6, con v - 1, 

_ 2 f í a m0 \ 2 /- a m0 

‘ { x] ° i *" V * ‘ «^v,^ / "’W * 
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\ a ioAí ffl i(P “20^1^20^ 


= 2akJ l (.a ma alR ) 


31. « m = 


35. Jt 3 


ya - ^temo) _ 

a m a 2 j2(„ ) 

“mO •'l '■“mO 1 


2 R 2 r 2JMmo) 1 

rJatoi^) -^3(^23- r ^) _j_ .. .1 
L a l3^4^“l3^ a 23^4^ a 23^ J 


Capítulo 5 (cuestionario y problemas de repaso), página 295 


17. (1 - Jt) -1 , Jt" 1 19. e x , e x ln jc 

21. Vjc, 1 + Jt 23. jc + 1, (jc + 1) ln jc 

25. Jt 2 + jc 3 , (jt 2 + Jt 3 ) ln jc 27. \AJ j(x) + B Y jÍjc)1/jc 

29. Jt[A7j(jt) + SKjU)] 31. 1/V2, eos jtjc, eos 2 itjc, ■ • • 

33. V 2 / 7 T, (2/Vir) eos 4 jwjc, (2 IVtt) sen 4 wijc 

35. |P 0 &t), ^VÍP^x), |V5 P 2 (Íjc) 37. A- = n 2 , y n (x) = sen (n ln |jc|) 
39. A = n 2 ir 2 , y n (jc) = eos (rnr ln |jc|) 41. 2(-P 0 + P x - P 2 + P 3 ) 

43. -4 P Q + 10P, + 16P 4 45. -30P 0 + í f í P 1 - 6P 2 + §P, 


25. Jt 2 + jc 3 , (jc 2 + Jt 3 ) ln 


Problemas de la sección 6.1, página 306 

1. 3/i 2 + 4/i 3. 21 s 3 + ais 2 + bis 

5. (s eos O — ai sen 0)/(s 2 + ai 2 ) 7. 2nir[7Xi 2 + (2n7r/T) 2 )] -1 

9. eos 2 oií = 5 + f eos 2 ü)/. Respuesta. 12.v -.v/(2.v : i 8or). 

11. l/2s + sl{2s 2 + 8) 13. e b l{s - a ) 

15. £[i/(i 2 - 16) - 1/i] 17. k(\ - e~ cs )ls 

19. k/s - k(l - e~ cs )lcs 2 27. 5e“ 3t 

29. £ sen 5 1 31. í 3 /6 

33. 1 - 35. 3 - 3e _3í 

37. 2 + e~ 2t 


Problemas de la sección 6. 

1. (i 2 + 2 )/í(í 2 + 4) 

5. (i 2 - 8 )/í(í 2 - 16) 

15. 3 - 3<r l 

19. senh 2/ - 2 1 

23. t 2 l2 - //ir + - l)/ir 2 

27. 2 eos 2/ — 4 sen 2/ 

31. e -2t - e“ 3t 
35. y = 2e fct 


, página 313 

3. (5 — a) -2 

7. ( 5 2 + m¡s(s 2 + 36) 

17. 1 - eos 2t 

21. (e 2t -1-2/ - 2/ 2 )/8 

25. 1 + / - eos t - sen t 

29. y = A eos cu/ + (Bia>) sen cu/ 

33. eos 5/ + ¿ 5 / 
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Problemas de la sección 6.3, página 320 

1. 4.5/(j - 3.5) 2 3, i/ (s 2 - 2 s + 2 ) 

S. (*» eos 0 + (5 + 1) sen 0)/[(j + l) 2 + w 2 i 


7. 12/(í + í)* 

11. 7Tte~ nt 

15. e- 3t (cos / - 3 sen /) 

23. kfe-™ - e ~ bs )/s 

25. u(í) - u(t - 1) + u (t - 2) - + 

S'kl - € S + e -2 s _ + . . .) = 

27. e~ s /s 2 

31. e V2 e~ sl2 l(s - 1) 

35. t - tu(t - !) = / — (/_ | )tí( , _ 
37. (1 - e l ~*)/(s - 1) 

41. -2s(é>' s + e~*)/(s 2 + ,r 2 ) 

45. — 3 if 1 < t < 4; 0 otherwise 
49. (t — l) 3 /6 si t > 1; 0 otherwise 
53. 3e- 1/2 eos 3 1 

57. e~ 2t + e~ 3t + e~ u + e~ 5t 


9. M(í + a) + B/3]/[(s + a) 2 + 0 2 ] 
13. e 2t eos t 
17. 2e 2t senh 3 1 

y * 

s ~ 1 ( 1 + e_s ) _1 (series geométricas) 

29. 2 e~ s /s 3 

33. ~se~ m /(s 2 + 1 ) 

1 ) - u(t - 1), s ~ 2 — s~ 2 e~ s - s~ l e~ s 
39. j - 2 - <.-<«( 5-2 + 

43. / - 3 if / > 3; 0 if / < 3 

47. eos 2/ if / > 7r; 0 en caso contrario 
51. e~ l sen/ 

55. <r 21 sen 3/ + 9 eos 2/ + 8 sen 2/ 


59. / sen / if 0 < / < I; eos (/ - 1) + sen (/ - 1) - sen / if / > j 
61. ser. 3/ + sen / if 0 < t < n; % sen 3/ if / > «■ 

63. sen 2t + sen / if 0 < t < n ; - sen / if / > „■ 

65. e l - sen / if 0 < / < 2 tt; <•« - \ sen2/ if / > 2 tt 

67 . i(t) = V 0 (l - e ~ RtlL )/R 


69 . si + I/s = (I - e~ s )/s 2 . Ans. I 
eos (/ - 1) - eos / if / > 1. 


eos / if 0 < / < 1, 


Problemas de la sección 6.4, página 328 

1. < = 0 (/ < 1), i = <>-o.i(i-1» (i < , < 2) > / = <,-01(1-1) _ <,-o.i(i-2) > 2 ) 

3 . / = 0 (í < 2), i = (10<>-«- 2 > - e -o. i(i-2) )/900 <, 2 (/ > 2) 

5. ¡ = 20(1 - r 011 ) (0 < t < I), i = 2<Xe 01 - l)<.-oit (í > 

7- 3' = 0 (t < 1), y = i sen (3/ - 3) (/ > 1) 


9. y = sen / (0 < / < 77 ), y = 0 (77 < , < 2ír ), y = - sen , (, > 2ff ) 

11 . y - <■ 1 eos / (0 < / < 2 ir), y = {--‘(eos t + e 2 sen/) (/ > 2ir) 

13. y = 3e- 2 ' sen / (0 < / < 1), y = e - 2 i [3 sen , + ^ scn(/ _ , }] (/ > 

15. y = 2e~ 31 + <0 < / < ^), y = 2e~ 3t + e~ l + i[<--3(t-i/2> _ e t-\n 

17. y = e~ l eos 2/ + e l (0 < / < I), 

y ~ e 1 cos 2/ + e l + sen2(/ - 1) (/ > 1 ) 

19. y = 5/ - 2 (0 < / < 7r), y = 5/ - 2 - £*-«-*> sen2/ (/ > „) 


](/> 



Problemas de la sección 6.5, página 332 

(v 2 + 4 ) 2 3 - 
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7. 


2 eos 


(5 2 + £ l > 2 ) 2 

13. 4e~ x t 
19. (e x - \)ít 


9. 


2 s(s 2 - 3) 


(s 2 + l) 3 
15. t senh 2 1 
21 . (seno»/)// 


11 . 


5 + 2 


<5 2 + 45 + 5) 2 
17. ^/ sen / 


Problemas de la sección 6.6, página 337 

i. t 3. te 1 5. / 5 /30 


9 . § sen / - 3 sen 2 / 
13. e x * e t — te 1 
17. (1 — eos (ot)i(o 2 


7. \t seno>/ 
11 . 0 (/ < 7r), -sen / (/ > 77 ) 

15. (e 2t - l)/9 - f/3 

19. (/ sen art)l2ú> 21. t eos <ot 


23. € 


-t 


2t 


25. Sea í - r = 


r x r° 

cr. Then J f(r)g(t - t) dr = J g(cr)/(/ a)(-da). 


29. Sea / > Xr. Entonces (/,_ * 


J10» - / 


f(t - t) dr — f(t — t) para algún t entre 


0 y A:. Así, cuando k -» 0. Entonces t —» 0 y f k (t — 7) 
concluye la fórmula. 

31. § sen/ - ^ sen 3/ 33. / — sen t 

35. 0.2e -t + eos 5/ - 2 sen 5/ 

39. 0 si 0 < t < 1; 5 - \ eos (2/ - 2) if t > 1 
41. sen / + sen 3/ if 0 < / < 77 ; f sen 3/ if / > 7r 
43. sen t + sen 2/ if 0 < / < 7r; - sen / if / > 77 
45. e % 47. eos / 49. senh t 


S(/), de modo que se 


Problemas de la sección 6.7, página 348 


1. (e* - <?‘)/3 
5. e~ x (cos 3/ + 4 sen 3/) 

9. e 2t (2t - 4) 

13. cosh 3/ - 3 cosh / 

17. (1 + t 2 - 2/ 3 )e -2í 

27. y x = eos /, y 2 - sen t 

31. y x = -6e 4t + 2, y 2 = ~3e 4t - 1 

35. y x = 3é* 2t + e~ 5t , y 2 = 4e 2t - e~ 5t 

39. y x = e x , y 2 = e ~ x , y 3 = e x - e~ x 


3. 2e 4t + e 2t 
7. 2 + e x - 2e 2t 
11 . e~ x (\ - t - t 2 ) 

15. e“ É (cos 2/ - 2/ sen 2t) 

19. 2e 2t + te 1 

29. y x = e~ x eos /, y 2 = -e~ x sen / 
33. = 4e É - é> _2í , y 2 = e x - e~ 2t 

37. y 1 = e x + é> 2í , y 2 = e 2t 


Problemas de la sección 6.8, página 353 


^ 775 — 1 + (775 + \)e 2715 77 1 

1. -= 7 :-- = “ coth 775 - -5 

5 2 ( 1 - e ~ 2nS ) 5 5 2 


(477 2 5 2 - 2)e 


^-27TS) $ 

27,5 + 4775 + 2 


3/¿,2irs _ 


5 J (e 


O 


¿> 2 ( 1 - 5)77 _ | 

„-2irs> 


(i - í)d 
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7 

9 

15. 


•[> 

■[-i 


o 


77 

(?-TTS} _ - 7TS 

S 


- 1 ) + -5 (e~” s 
s ¿ 


j(\ — e 2ire ) 

- U a ]/<1 


e~ 2irs ) 


O) 


, 7TS 

coth — 


a 2 , 


s 2 + u) 2 ~ " 2í*> 

21. /(/) = ( V 0 /(o*L)e~ at sénw*/ si 0 < / < a, a - RI2L, <o* 2 = MLC 
i(t) = (K 0 /ü)*L)[e~ at senw*/ - e -a(t ~ a) sen{tt)*(/ - a)}] if / > a 

2S - M ¿ (7 1 % + i - I) Si 0 < t < 1, and /(/ + 1) = /(/), * = *. 

27. Ri + q!C - v(/), y como la carga q sobre el capacitor no puede cambiar abruptamente, 
entonces i debe tener un salto. 

29 ~ \ Q COS + ^ sen “ ae -t/(RC) if 0 < / < 7r/ti) 

t-íZ(l + e *t(wRC)) e -tf(RC) if /> 7T-/OJ 

en donde a = wCK, b = a> 2 RC*K,K= 1/[1 + (w/?C) 2 ]. 

31. i(0) = 0, /'(O) = / - ^(e- 


-ti 16 


). 9 = ^d6e 


■t/16 _ 


«"*) 


33.,-f 


1 + “ P)e- {a+ ^ - ^(a + /3)e<- 


:+ 0 )í j, where /3 2 = -w* 2 , 

y = P(1 - (1 + at)e~ at )/K 
35. Para 0 < / < 1 la solución es como en el problema 34. Si / > 1, 

P P 


V = O) — 


M x + M 2 


sen kt - sen ( k{t - 1))], 


k(M l + M 2 ) 

k 2 = c(~- + c = rigidez del eje 

Wi MJ 

°[ e ~ at cos + ¿ (a " £) sena,+í ) + ¿;] 


39. ij = V, 


Capítulo 6 (cuestionario y problemas de repaso), página 361 


17. 

2 t r/[(s + l) 2 + 4tt 2 ] 


19. 

(s 2 - 2)l(s 3 - 

4s) 


21. 

2s 2 /(s 2 + l) 2 


23. 

1/2 í + í/(2í 2 + 8) 


25. 

are tan (1/s) 


27. 

e~‘(cos 3 1 - sen 3/) 


29. 

(1 - e~ 2t )f3 


31. 

e 2t — 1 — 2/ - 

- 2/ 2 


33. 

2 + e % - 2e 2t 

* 

35. 

2/ + 3 + 

— 2e 2t 

- \e x 

37. 

0 siO < / < 3, 0.2[1 

- eos (3/ 

- 9)] si / 

> 3 



39. 

0 SÍ / < 27T, -£ cos / 

+ \ sen / 

+ 

2,r) si í > 2ir 



41. 

1.5e t cos / + te 1 sen / 


43. 

2te 2t + (20 + 

12/ + 3/V 

45. 

f sen 2/ sÍ7r < / < 27t, 

sen 2/ en 

caso contrario 



47. 

e -3t 


51. 

y x = cos \Í21, 

y 2 = 

cos V2 / 

53. 

1 - e~ l si 0 < / < 4, 

(e 4 - 1)*- 

_í si / > 4 




55. 

/(/) = í'" 4í (^ cos 3/ - 

sen 3/) 

- ^ cos 10/ + ^ sen 10/ 


57. 

i x - 2(1 - e~ l ), i 2 = 

2e~ l 

59. 

¡i = e 41 + /, 

<2 = - 

-4e -4í + ¿ 
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Problemas de la sección 7.1-7.2, página 374 



15. o 

19. Alargamiento o contracción uniforme, igual en todas las direcciones 
21. (a) C i to J 2 , C 3 to J v J 3 ; (b) C\ to J 2 , C 2 to J v C 3 to J 3 
23. [0.7 0.7], [0.49 0.91], [0.427 0.973], [0.4081 0.9919] 

Problemas de la sección 7.4, página 396 

1. * = -4,y = 4 3. x = 6, y = 5 

5. x = -2, y = 0, z = 4 7. * = -2, y = 0, z = 1 

9. x = 2, y = 1, z = 3 11. x = 3y + 2, z = 0 
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13. w = 2x + 1, y = 1,7-2 15. w = 4, x = 0, y = 2, z = 6 

17. /j = (/?j + R^EJR x R 2 , I 2 — E 0 /R v / 3 = E 0 ÍR 2 (amperes) 

19. l x = 2, 1 2 = 6, / 3 - 8 

23. ^ = 6, /> 2 = 10, - Si = 18, D 2 = S 2 = 26 


Problemas de la sección 7.5, página 647 

1. Sí, >, 2, [1 -i 0] T , [0 0 1] T 3. No 


5. Sí, , 1, 1 

9. Sí, , 1, [0 • • ■ 0 1] T 
13. 3 15. 2 


7. No 

11 . 2 

17. 2 19. 4 


21. Usar el teorema 1. 

25. [1 1], [1 - 1] and [7 ¿ 0] T , [7 

27. Linealmente independientes 
31. Linealmente dependientes 
35. Linealmente dependientes 


23. Usar el teorema 1. 

i or 

29. Linealmente dependientes 
33. Linealmente independientes 


Problemas de la sección 7.7, página 414 



r -2 


n 


ro.6 

0.8T 







1. 

[ | 


1 

3. 

Lo 




5. 

No tiene inversa 




2J 


L0.8 

-O.óJ 








”3 

0 

-r 


1 

0 

0* 



"1 

-0.8 

-0.64“ 

7 . 

0 

5 

1 

9. 

1 

2 

1 

0 


11. 

0 

0.2 

-0.04 


1 

0 



3 

4 

-1 

1 

2 



0 

0 

0.10 


r* 

0 

-1* 


r» 

4 

24 

- 

1 




13. 

5 

1 

0 

15. 

20 

9 

44 


19. Usar el problema 18. 


0 

1 

3 _ 


64 

20 

139 







Problemas de la sección 7.8, página 424 

1. 257 3. -40.12 5. 180 7. 0 9. 45.045 11. 72 


13. 

-24 

15. 

72 


20 

31 

66 

17. 

60 

93 

90 


40 

64 

34 


Problemas de la sección 7.9, página 431 


i. i 


3. 2 


7. 




eos 30 
sen 30 


- sen 30 1 

COS 30J 


5. 3 

1 0 0 " 

2 1 0 

5 4 1 


11 . 
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10 20 


15 20 


15. 0 


17. x = 2, y — 1, z = 


21. Usar el teorema 4 


25. (x - 2) 2 + (y - l) 2 = 25 


Problemas de la sección 7.10, página 437 

* ■- □ - m -lm 5. 0, cualquier x ^ 0 


olio 


13. 4, 8, 6, 0 


0 1 0 


17. 6, 0 , 8, 1 


15. 0, 0 


19. 9, 1 




21 . 0 . 


0 , 8 , 


01 1 


23. Esto se concluye por el hecho de que los ceros de un polinomio con coeficientes reales 
son reales o conjugados complejos por pares. 

27. Ax } = (Xj # 0), (A - kl)x } = A j x j - kx- = (A ; - k)x¿ 

29. Usar inducción; premultiplicar A*x- = A/x según A. 


Problemas de la sección 7.11, página 442 

1. 35.3°, 4; 125.3°, 1 3. 45°, 1.2; 135°, 0.8 

7. [5 7] T 9. [1 4 3.2] T 

13. c[l 1.6 2.5], c > 0 
15. x = (I - A) -1 y = [0.55 0.64375 0.6875] T 


5. 45°, 3; 135°, 1 


Problemas de la sección 7.12, página 446 


*• c.a * c 


2 + 


0 -5 


0 -9 
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5. Simétrica, 10, —10 7, Antis i métrica, 3z, —3/ 

9. Ortogonal, 1,/, -/ 11. Simétrica, 0 

13. Antisimétrica, 0, 50/, -50/ 15. No 

17. |v| = |w| = V20, |x| = |y| = V5; Teorema 2 
19. Rotación a través de un ángulo 0 alrededor del eje x , 

21. No, sí 23. (AB)- 1 = B T A T = (AB) T 

25. (A" 1 ) 1 = (A 7 )" 1 = ( — A)" 1 = -A" 1 (ver Prob. 18, Sec. 7.7). 

Problemas de la sección 7.13, página 453 

3. [2 + i /] T , [2 + i - 5/] T 

5. Antihermitiana /', [1 1] T ; -/, [1 - 1] T 

7. Hermitiana 3 + V2, [-/ 1 - V2]; 3 - V2, [-/ 1 + V2] 

9. Hermitiana, unitaria 1 , [1 / - z*V2]; - 1 , [1 / + zV2] 

11. Para A, B unitarias, (AB)* 1 = B -1 A _1 = fi T A T = (AB) T . 



23. -2 25. 5/ 27. 1 

29. 31^1* - 2 Im 0c x x 2 + 2x z x 2 ) + 4|jc 3 | 2 


Problemas de la sección 7.14, página 460 



11. Comparar el coeficiente de X" 1 en 

(-1)"(A — A,) • • • (A — A n ) 

= (— 1)"A" + (-l^-HAj + • • • + AJA"' 1 + • • - 

con el de X" : en el desarrollo del determinante característico. 

13. [1/V2 -//V2] T , [1/V2 //V2] T 

15 . [3/vTo i/VTo] t , [ 1 /VTo - 3 /%/Ióf 
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17. [1/V2 í/V 2] T , [1/V2 -i/V2] T 



V 


r 


V 


o 

o 

en 

1 

* 

-2 


0 

* 

0 2 0 

_0_ 


1 


_o_ 


o 

o 


25. Hipérbola 2y x 2 - 3y 2 2 = 1; x x - 0.8yj - 0.6y 2 , x 2 = 0.6y 1 + 0.8y 2 

27. Elipse 9y¡ 2 + y 2 2 = 9; x x = $y x - iV3> 2 , * 2 = \ V3 y¡ + £y 2 

29. Rectas paralelas = ± 1; jc x = (y t - 3y 2 )/VÍ0, x 2 = (3y t + y 2 )/VÍ0 


Problemas de la sección 7.15, página 469 

I. 5; 


a 


5. No 

9. Si S 0 = {a (1) , * * * , a (fc) }, entonces Cja ( 

0, y + • • • + C k a (fc) + • • • 

c k + 1 = • • • = c m = 0. 

11. Por ejemplo, [1, 0], [0, 1] y [1, 

13. Vu 15. 5 17. Vó2 
21 . ||[8 1 0 10] T || = VÍ65 = 12.85 : 
23. [üj, ~bv i> 3 ]; v v v 2 arbitrario, sí 
27. x x = - 2y 2 + y 3 

*2 = bi + b 2 ~ b 3 

x 3 = ->i + 2 > , 2 


7. 2; xe~ x , e~ x 

, + •■■ + c¿a (Jt) = 0 para • * •, c k no todos 
+ c m a ,m) = 0 P^a tales c v ■ ■ ■ , c k y 

1], II, -1] y [1, 0], [0, -1] 

19. 10 S VTTV20 = 14.83 
5 + V62 = 12.87 
25. = 2y 1 + y 2 , x 2 = 5y, + 3y 2 

29. Jtj = 4yj - 2y 2 + 2y 3 
x 2 = ~2y x - 4y 2 + 4y 3 
x 3 = ~4y 1 + 2y 2 + 8y 3 


Capítulo 7 (preguntas y problemas de repaso), página 470 



’ 26~ 


" 15“ 


-0.7 

-0.75 

f 

17. 

-16 

19. 

-22 

21. 

0.1 

0.25 

0 


_ 11 _ 


0. 


. 0.2 

0 

0_ 


10 

10 " 


52~ 


"-15" 

20 

8 

27. 

42 

29. 

-12 

8 

14_ 


_-42_ 


_-ll_ 


31. 


4 

0 

V 

-2 


37. x = z 


0 -2 

0 0 

0 1 


9 [5] 


y + 3 


33. x = 2, y = 1, z = 3 
39. x = -2z, y = \ 


35. x = y = i, z = - 


41. 2 


43. 3 


N)|H* 
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63. Hipérbola y 2 - y 2 2 = 1; Xl = 0.8;^ - 0.6y 2 , x 2 = 0.6y 1 + 0.8y 2 
65. Elipse 4y 1 2 + 9y 2 = 1;^ = (12yj - 5y 2 )/13, x 2 = (5y l + 12y 2 )/13 
67. 2 /IjTjI 2 + Si Im x x x 2 69. 2 

71. /j = 15, l 2 = 10, / 3 = 5 [amps] 73. /j = 4, / 2 = 5, / 3 = 1 [amps] 

Problemas de la sección 8.1, página 485 

1. 3, 2, 0, | v) = Vn 3. -3, 0, 3, |v| = 3V2 

5. 4, 1, 1, |v| = 3V2 7. 0, 0, 0, |v| = 0 

9. Q: (3, 0, 0), |v| = VÍ 11. Q : (0, 0, 0), |v| = VÍT 

13. Q: (1, -1, -2), |v| = 0 15. Q : (6, -6, 12), |v| = V56 

17. [3, 0,2] 19. [4, -5, 27] 

21. [3, 3, -27] 23. VÍ3, VÍ4 + V5 

27. [6, 2, 0], V40 29. [14, 4, 2], V2Í6 

31. [-1, -2, 4] 

33. 1 i |p + q| S 3, nada sobre la dirección. 

35. El vector r que va de 0 a P es de la forma r = ¿(a + b). También se tiene r = a + /(b - a). 
Así, £a + = (1 - 0» + /b. A partir de ésto, k = 1 k = /; por tanto, k = 1/2,/= 1/2 y la 

demostración está completa. 
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Problemas de la sección 8.2, página 491 

1. -10 3. 6 5. V37 7. -21, 21 

9. VT 22 11. Vó, 0 15. 2, 0,-2 

17. 0 19. 2 23. -8/3 

27. ±(1/3) [2, 1, -2] 29. c = -2 31. 0 

33. 1/V50 35. 90“ 

37. a = i + 2j + k y b = 2i — j + 3k son normales; (3) produce el valor 
71° = are eos V3/28. 

39. 55°, 79°, 46°, aproximadamente 

41. |a - b| 2 = (a - b)*(a - b) = |a| 2 + |b| 2 - 2|a||b| eos y, etc. 

43. 2 45. 0 47. -VÍ3 

49. |a + b| 2 = (a + b)*(a + b) |a| 2 + 2|a||b| + |b| 2 = (|a| + |b|) 2 


Problemas de la sección 8.3, página 500 


1. 

[ 0 , 0 , 

3], [0, 0, - 

3] 


3. 

[1, - 

i, i]. 

V3 ,: 

) 




5. 

[3, 0, 

-6] 

7. 

a, -i- «i 

9. 

0 



11. 

[-9, 

-9, 

45] 

13. 

[2, 3, 

11,3 

15. 

i, -i 

17. 

[-3, 

39,0] 


19. 

-87 



21. 

3 


23. 

180 

27. 

0 



29. 

[13, - 

-10, 

14] 

31. 

[-12 

, -12, -6] 



33. 

10 



35. 

9 



37. 

V34 


39. 

ÍV53 

41. 

3x - 

2? + 

4 Z = 

0 




43. 

4x + 

z = 5 

45. 

8 

47. 

4 







49. 

1/6 


51. 

7/6 

53. 

Sí 



55. 

No 




59. Esto se excluye a partir de ( 1 5) sustituido por a x b. 


Problemas de la sección 8.4, página 507 

9. f(x y lx 2 ) — x 2 + 16x 4 11. Planos paralelos 

13. Cilindros coaxiales 15. Conos de revolución 

17. Elipsoides de revolución 19. Elipses 3 jc 2 + y 2 = const 

27. x 2 + y 2 = const , xfy = const 29. y 2 + x* = const , y = ex 2 

31. [1, 2/, 0], [0, 2, 0], Ví + 4/ 2 , 2 

33. [-3 sen 2 eos /, 0], [-3 eos r, -2 sen t , 0], V9~sen 2 t + 4 eos 2 

V9 eos 2 / -f 4 sen 2 t 

35. [-3 sen/, 3 eos /, 4], [-3 eos/, -3 sen/, 0], 5, 3 

37. [- sen /, 2 eos 2/, 0 ], [-eos /, -4 sen 2/, 0], Vsen 2 / + 4 eos 2 2/, 

Veos 2 / + 16 sen 2 2 / 

39. [le 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1] 41. [y, 0, 0], [x 9 z, 0], [0, y, 0] 

43. [0, 0, 2x], [2y, 0, 0], [0, 2z, 0] 

45. -6/ - 3 47. 32/ 7 - 216/ 5 - 4/ 3 - 3/ 2 
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Problemas de la sección 8.5, página 514 


1. r(/) = i + j + tk 
5. r(/) = íi + /j + ;k 
9. r(í) - (1 + t) i + (4 - 2í)j + (-2 
11 . r(/) - ti + tj 
15. *y = 1, z - 0 
19. x 2 - \y 2 = 1, z = 0 
23. r(/) = 2 eos t i + 4 sen / j + k 
27. r(f) = (1 + 2 eos /)i + (-2 + sen 


3. r(í) = (“3 + 3í)i + j - (2 + /)k 

7. r(/) = (3 + 2t)i - (1 + 4/)j + 5k 

+ 5t)k 

13. r(0 - (1 - 2t)\ + t} + /k 

17. 4y 2 + ( z - 2) 2 = 4, x = 0 

21 . r(/) = eos ti + sen i j 

25. rU) = 3 cosh / i + 2 senh t j 

')j + # £k 


31. (a) u = (1 + 4 1 2 ) 1/2 (i + 2rj), (b) u (P) = 5 1/2 (i + 2j), 

(c) (1 + w)i + O + 2w)j 

33. (a) u = (1 + 9/ 4 )" 1/2 (i + 3í 2 j), (b) u(P) = 145“ 1/2 (i + 12j), 

(c) (2 + w)i + (8 + 12w)j 

35. (a) u = (4 sen 2 t + eos 2 í) _1/2 (-2 sen ti + eos / j), 

(b) u (P) = (2/5) 1/2 ( — 2 1/2 i + 2“ 1/2 j), (c) 2 1/2 ( 1 - w )i + 2" 1/2 (1 + w)j 

37. (a) u = (l/5)(-3 sen / i + 3 eos t j + 4k), 

(b) t = £tt, u (P) = (l/5)(-3i + 4kh (c) -3wi + 3j + (2 tt + 4w)k 

39. senh 1 = 1.175 .41. 8(Vío5Ó - l)/27 = 9.073 


43. Start from r(r) = ti + /(/)j. 


Problemas de la sección 8.6, página 520 

1. Eje jc positivo, 3i, 3, 0 3. Eje z positivo, 8fk, 8í, 8k 

5. Círculo, -6 sen 2/ i + 6 eos 2t j, 6, - 12 eos 2t i - 12 sen 2 1 j 

7. Hipérbola xy = 1, x > 0, e l i - (2 cosh 2/) 1/2 , eH 4- e~ l \ 

9. Segmento — 1 ^ y ^ 1 sobre el eje y, eos / j, |cos t\, — sen / j 
11. r(/) = £a 0 í 2 + v Q / + r 0 (a 0 , v Q , r 0 vectores constantes) 

13. (a) eos t j, - sen* j, (b) at ±j, (c) at ±j 

15. [3 sen t eos r/(sen 2 t + 4 eos 2 /)](sen ti - 2 eos t j) 

17. v(0) = 2o>Ri , a(0) - -<*) 2 Ry v(7 tÍo>) = 0, a(7r/o>) = o> 2 /?j 

19. |a| = w 2 R = |v| 2 //? = 30 2 /(30 ■ 86400 * 365/2tt) - 5.98 ■ 10“ 6 [km/s’] 

21. R = 3960 + 80 mi = 2.133 ■ 10 7 pies, g = |a| = m 2 R = |v¡ 2 //?, 

| v | = = V6.61 * 10 8 = 25700 [pies/s] = 17500 [mi/h] 


Problemas de la sección 8.7, página 523 

3. r(r) - [/, y(t ), 0], r' = [1, y\ 0], r'.r' - 1 + y' 2 , r" - [0, y", 0], etc. 
5. 2/(1 + 4x 2 )* 2 7. a/(a 2 + c 2 ) 

9. 6/Vi (4 + 9 1 ) 212 15. 3/(1 + 9/ 2 + 9r 4 ) 
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Problemas de la sección 8.8, página 526 

1. (e 2t + sen t eos í)/Ve 2t + sen 2 t 3. (eos /) (s,n t)_1 [cos 2 / In (eos t ) — sen 2 í] 

5. (2 + 3e l — e 3t )/(e 2t + e~ 1 ) 2 7. e 2u sen 2o, e 2u eos 2v 

9. -( u 2 + v 2 )~ 3 u, -( u 2 + i > 2 )~ 3 v 


Problemas de la sección 8.9, página 533 


i. yi + xj 

5. y _1 i - xy _2 j 
9. (xi + yj)/(jc 2 + y 2 ) 

13. -2 z(x 2 + y 2 r 2 (xi + yj) + (.x 2 + 
15. 4yz(y 2 + z 2 )~ 2 (zi - yj) 

19. e*» 

23. x/y + \z 2 29. 1/V5 

35. -2e 2 lV\3 37. 7/3 

43. j 

47. La dirección de -3i + 4j 


3. 2xi - 2y} 

7. e z sen y i + e x eos y j 
11. -U 2 + y 2 + Z 2)-3/2 (jc ¡ + + zk) 

17. x - y + z 

21 . £ ln (x 2 + y 2 ) 

31. -V2 33. 0 

39. 0.8i - 0.6j 41. 0.6i + 0.8j 

45. (l/5V2)(3i + 4j - 5k) 

49. The direction of 6i - 5j 


Problemas de la sección 8.10, página 537 

1. 3 3. 2x 2 z 5. 0 7. (x + y) 2 

11. 28 13. 0 15. 2 xzly 3 17. 6 xi + 2j 

19. 2¡ + 2j — 8k 25. (a + b + c)(xyz + Ve 1 * 2 

27. 2(x 2 + x - y 2 - y)e x+ v 


9. 0 


Problemas de la sección 8.11, página 540 

1. k 3. 0 5. 0 

7. e^sen z (i - j) + eos z k] 9. -3y(x 2 + y 2 ) -1 k 

11. rot v = -2zi, incompresible r = Cji + (c 2 t + c 2 )j + c 3 k 

13. curl v = -2k, incompressible, x = y, y' = -x, x 2 + y 2 = c 1( z = c 2 

15. curl v = 0, div v = 2, compresible r = Cje‘i + c 2 e [ j + c 3 k 
23. (1 - y)i + (1 - z)j + (I - x)k 25. 2(xz + xy + yz) 

27. -yz - zx - xy, (yz - x 2 )i + (xz - y 2 )j + (xy - z 2 )k 

29. z(y - x)i + x(z - y)j + y(x - z)k 


Capítulo 8 (cuestionario y problemas de repaso), página 547 


21. [1, 1, -3] 
27. 19. 19, 4, 4 
33. -15, 30 


23. [16, -20, 44] 
29. ±[7, -1, -3] 
35. [-3, 5, -6] 


39. 25 41. 0 43. -27 


45. 1 


49. If |a| = |b| o a y b son ortogonales 


25. V33, 3 - Vl4 
31. 0, 0 
37. 55.5° 

47. -6/V35 

51. - 17k 
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53. [21, -3, -1] 
59. 7/6 
65. -2 
71. 0 

77. 84/V48I 


55. [1,-2, 1] 

61. Ix - Sy + 6z = 5 
67. 2x 2 + 4(y - z) 2 

73. 0 

79. Hipérbola 


57. 57 

63. [256, -4, 1] 

69. 4xy(4z(jt 2 + y 2 ) + 1) 

75. 4V2 


ii> iVÍ7, ii 


Problemas de la sección 9.1, página 560 


1. 2/3 3. 82/81 5. -38.4 

11. -e~ 3 + \e -1 + ^ 13. -60 

17. -32/3 19. 80 VTÓ 21. 5 


7. 6 tt 
15. 0 
23. 3tt/2 


9. 3/2 


Problemas de la sección 9.2, página 568 

1. / = 4jc - 3y 2 + 5z; 6 

3. f = x 2 + y 3 z; 20 

5. / = jcVz 4 ; -324 

7. / - -eos xy ; 2 

9. / - x 2 yz 2 i2\ a 2 bc 2 !2 

11. No 

13. / = xe y - ze x \ ae b - ce a 

15. / = senry - z; senn¿> 

17. / = x 2 e 2z í2; a 2 e 2c i2 

19. No 


Problemas de la sección 9.3, página 575 


1. 11/6 3. 1/8 5. ir 14 

11. 2/3 13. a 3 /3 15. 8/15 

19. Trie -1 — e -i ) 21. 1 


7. (1 - e~*)l2 
17. tt/2 
23. 1 


25. 2A/3, /i/3 27. l x = ¿>/i 3 /12, I y = b 3 hl 4 

29. 4 = h\b + «i)/24, 4 = /i(a 4 - í> 4 )/48(a - 6) 


9. 1/12 


Problemas de la sección 9.4, página 582 


1. 3a 2 3. 247t 

11 . - g + e -1 + \e 2 - %e 3 
17. a 2 (3ir/8 - 1) 

23. 2 


5. 1 

13. -1/3 
19. 4e 2 - 4 
25. 2e - 15/4 


7. 2 • 5 7 /7 
15. 9a 4 W16 
21 . 80 tt 
27. 4 <? 4 - 4 


9. 10/3 


29. 16ir 


Problemas de la sección 9.5, página 588 

1. Rectas k 

3. jc 2 /16 + y 2 i4 = 1, rectas, elipses, 2 eos u i + 4 sen u j 

5. z — cVr 2 + y 2 , círculos, rectas, - a/ eos i - cu sen v j + *<k 

7. z = x 2 4- y 2 , círculos, parábolas -2w 2 eos y i - 2u 2 sen y j + wk 

9. z — x 2 la 2 + y 2 ib 2 , elipses, parábolas 
- 2bu 2 eos v i - 2 au 2 sen v j + abuk 
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11. x 2 fa 2 + y 2 fb 2 - z 2 !c 2 +1=0, elipses, hipérbolas 

— be senh 2 u eos vi — ac senh 2 u sen v j + ab cosh u senh u k 

13. ui + i?j + uk, -j + k 

15. ui + uj + (1 - u - ¿?)k, i + j + k 

17. cosh u i + senh u j + vk, cosh u i - senh u j 

19. u eos vi + u sen v j + 16w 2 k, -32w 2 eos v i - 32« 2 senv j + «k 

21. ui +¿?j + 16 (u 2 + v 2 )k, -32wi - 32tj + k 

25. r u es tangente a las curvas v - constante y r„ es tangente aw = constante. 

27. (1/V38)(2i + 3j - 5k) 29. (1/3 )(jcí + yj + zk) 

31. (l/a)(jd + yj) 33. (x 2 + y 2 + l)- 1/2 (-yi - xj + k) 

37. z* = 2 V2 + y* 39. 3x* + 4y* = 25 


Problemas de la sección 9.6, página 598 

1. — 16 3. 2e 3 — 3e 2 +1 5. Itt 

9. 17/i/4 11. -59/180 

15. 2 cosh 3 2 - 2 = 104.5 17. 3V3 

21. 17 M 7r/6 23. ÍO 3 ' 2 - 1 

29. 2t rh 31. irhVV2 

35. Use dr = r u du + r dv. 


7. -1250tt 
13. -53/2 
19. rra 3 h 3 /'6 
25. 3 5/2 - 2 7/2 + 1 
33. hir + 2/i 3 W3 


Problemas de la sección 9.7, página 605 


1. 8/27 

3. 96tt- 

5. 1/120 

<1 

oo 

=1 

to 

9. 19/180 

11. 2/3 

13. 7t/i« 4 /2 

15. 8to 5 /15 

17. 16 

19. 6ira 2 h 

21. 2tt 

23. 1/6 

25. 40tt/3 

27. 3847r/5 

29. 7t/8 


Problemas de la sección 9.8, página 611 

3. Hacer/= g en (10). 5. Use (11). 9. r = a, eos </> = I 


Problemas de la sección 9.9, página 618 

1. ±3 3. ±6 

7. ±2(1 - e 2 ) 11. 24t r 

15. -1/3 17. -2/3 


5. ± (e 2 - 1) 
13. 2 ir 

19. -18uV2 


Capítulo 9 (cuestionario y problemas de repaso), página 619 

17. 2/3 19. e 2 /2 21. ±25ir 23. 0 25. e* + 15 

27. ± 12ir 29. 0 31. Se' 2 * 33. 0 

35. ±(1 - cosh 1) 37. (e 2 - l) 2 /2 


39. 1/8 
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41. 189/20 43. 4/5, 8/15 45. 8a/5ir, 8 atSir 

47. 3 eos u i + 3 sen u j + ¿;k, 3 eos u i + 3 sen u j 

49. u eos o i + u sen v j + wk, - u eos v i — u sen u j + uk 

51. 2u eos o i + u sen v j + u 2 k, -2 u 2 eos v i - 4« 2 sen v j + 2wk 

53. 5/216 55. 4/9 57. -4/3 + 8W3 59. 40 



Apé ndic e 



Materia! auxiliar 


A3.1 FÓRMULAS PARA FUNCIONES ESPECIALES 

Respecto a tablas de valores numéricos , consultar el apéndice 5. 

Función exponencial e x (figura 519) 

= 2.71828 18284 59045 23536 02874 71353 

(1) e x e y ~ e x + y , e x le y = e x ~ y , ( e x ) y = e^ 

Logaritmo natural (figura 520) 

(2) ln (xy) = In x + In y, ln (xíy ) = In x - ln y, In (x a ) = a ln x 
ln x es la inversa de e x , y e lnx ~ x , e~ inx = e ln<1/x) = \/x. 

Logaritmo base diez log ]f) x, o simplemente log x 

(3) \ogx = M ln x, M - log e = 0.43429 44819 03251 82765 11289 18917 

(4) ln x = ~ log x, = 2.30258 50929 94045 68401 79914 54684 

M M 

log jc es la inversa de 10 r , y 10 log r = x, 10* log ' = 1 Ix. 




Figura 519. Función exponencial e* Figura 520. Logaritmo natural ln x. 
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Funciones seno y coseno (figuras 521,522). En cálculo, los ángulos se miden en radianes, de 
modo que sen x y eos x tienen periodo 2 Jt. 

sen x es impar, sen;; = sen (-x), y eos x es par, eos (-x) = eos x. 

I o = 0.01745 32925 19943 radian 

1 radian = 57° 17' 44.80625" 

= 57.29577 95131° 




(5) 

( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 


( 12 ) 


sen* = eos 


sen 2 x + eos 2 * = 1 

sen(* + y) = sen * eos y + eos * sen y 
sen (x - y) — sen * eos y — eos * sen y 
eos (x + y) = eos * eos y - sen * seny 
l eos (* - y) = eos * eos y + sen * seny 
sen 2* = 2 sen * eos x, eos 2x = eos 2 * — sen 2 * 

('“!)■ (f -') 

( , + !) -') 

sen (tt x) = senx, eos (ir - x) = -eos x 
eos 2 x = £(1 + eos 2x), sen 2 x = J(1 - eos 2x) 
senxseny = ^[-cos (x + y) + eos (x - y)] 

< eos x eos y = ^ [eos (x + y) + eos (x - y)] 

. senx eos y = |[sen(x + y) + sen (x - y)] 


eos x 


sen 


f _ U + V u 

sen u + sen v = 2 sen —-— eos - 


v 


, ~ K + V 

eos u + eos v = 2 eos —-— eos 


2 

u - v 


- U + V 

eos v - eos u = 2 sen —r— sen 


2 

u — v 


(13) 


A eos x + B senx - Va 2 + B 2 eos (x ± 5), 


tan 6 = 


sen S 
eos 5 


B 

A 




FORMULAS PARA FUNCIONES ESPECIALES 


661 


(14) A eos x + B senx - Va 2 + B 2 sen(x ± 5), tan 8 = 


sen 8 _ A 
eos 8 ~ B 


Tangente, cotangente, secante, cosecante (figuras 523,524) 

. senx cosx 1 1 

(15) tan x --, cot x =-, sec x = -, esc x = - 

eos x senx eos x senx 

, t v tan x 4- tan y tan x - tan y 

(16) tan (x + y) = -— , tan (x - y) = -— 

1 - tan x tan y 1 + tan x tan y 



2x x 


Figura 523. tan x. 


I \. l 


n \ 2n x 



Figura 524. cot x. 


Funciones hiperbólicas (seno hiperbólico senh, etc.; figuras 525, 526) 


/ 

/ 

I 1 / I I 


-2 S 2 


2 / 
v 


/ -2 


Figura 525. senh x (línea discontinua) 
y cosh x. 


Figura 526. tanh x (línea discontinua) 
y coth x. 
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(17) 

senhx = ¿(e x - e x ). 

cosh x = \{e x + e x ) 

(18) 

, senhjt 

tanh x - t , 

cosh x 

, cosh x 

coth x = 

senhx 

(19) 

cosh x + senh x - e x , 

cosh x — senh x - e~ x 

(20) 

cosh 2 jc — 

senh 2 x = 1 

(21) 

senh 2 x = ¿(cosh 2jc - 1), 

cosh 2 x = ¿(cosh 2x + 

(22) 

f senh (x ± y) = senh x cosh y ± cosh x senh y 
l cosh (x ± y) = cosh x cosh y ± senh x senh y 

(23) 

tanh (x ± y) = 

tanh x ± tanh y 


Función gamma (figura 527 en la tabla A2 del apéndice 5). La función gamma T(a) está 
definida por la integral 


(24) 


T(a) = J e t t a 1 dt 

“o 


(«> 0 ) 


que tiene sentido sólo si ex > 0 (o, si se considera a complejo, para aquéllos a cuya parte real 
es positiva). Al integrar por partes se obtiene la importante relación funcional de la función 
gamma , 

(25) T(a + 1) = af(a). 


A partir de (24) se obtiene fácilmente T(l) - 1; por tanto, si a es un entero positivo, por 
ejemplo entonces mediante la aplicación repetida de (25) se obtiene 

(26) T(k + 1 ) = k\ (* = 0, 1, • * •). 



Figura 527. Función gamma. 
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Lo anterior muestra que la función gamma puede considerarse como una generalización de la 
función factorial elemental. [Algunas veces, para T(a) se usa la notación (a - 1)!, inclusive 
para valores no enteros de a, y la función gamma también se denomina función factorial]. 
Por aplicación repetida de (25) se obtiene 

r(a) = r(g + i) = r(« + 2) = _ . = r(a + * + p 

a a(a 4 1) a(a 4 l)(q 4- 2) • • • (a 4 k) 


y esta relación puede usarse 


(27) 


T(a) = 


T(a 4 k 4 1) 
q(q 4 1) • * • (q 4 k) 


(a 0, - 1, -2, * * •) 


para definir la función gamma para a(* -1, -2, • • •) negativo, eligiendo para k el menor entero 
tal que a + k + 1 > 0. Junto con (24), entonces con ésto se obtiene una definición de T(a) para 
todo diferente de cero o para un entero negativo (figura 527). 

Es posible demostrar que la función gamma también puede representarse como el límite de 
un producto, a saber, mediante la fórmula 


(28) 


T(q) = lím 

n— 


_ ni n a _ 

q(q 4 l)(q 4 2) • • * (q 4 n) 


(q 0, -1, • * •)• 


A partir de (27) o (28) se observa que, para a complejo, la función gamma T(a) es una 
función meroforma que tiene polos simples en a = 0, -1, -2, * • ■ . 

Una aproximación de la función gamma para un gran a positivo está definida por la fórmu¬ 
la de Stirling 

(29) r(or + 1) « \/ 2 ttoi Q" 

en donde e es la base del logaritmo natural. Por último, se menciona el valor especial 

(30) f(J) = Vi. 


Fundones gamma incompletas 

X oo 

(31) P(ot,x) = Je- t t a - 1 dt, Q(a, x) = J e^t*- 1 dt (a > 0) 


(32) 

Función beta 

(33) 


f(a) = Pía, X) + Q(a, x) 


Representación en términos de funciones gamma: 


(34) 


B(x, y) = 


rwro) 


ru + y) 

Función de error (figura 528 y tabla A4 en el apéndice 5) 


(35) 


fer x 


=—r 

vsf 


e t2 dt 


B(x, y) = J t x ~\b - t)y~ l dt (x > 0, y > 0) 
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Figura 528. Función de error. 



AUGUSTIN FRESNEL (1788-1827), físico y matemático francés. Respecto a tablas, consultar la 
referencia [1]. 
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Integral del seno (figura 530 y tabla A4 del apéndice 5) 

(40) i sW = | I !21í¿ í 

Is(oí) = 7t/2, Junción complementaria 


(41) 


ís(jc) 


ir 

2 


Is(X) 


/ 


sen/ f 
- dt 



Figura 530. Integral del seno. 

Integral del coseno (tabla A4 del apéndice 5) 


(42) 

Integral exponencial 

(43) 

Integral logarítmica 

(44) 



(x > 0) 


(* > 0) 


A3.2 DERIVADAS PARCIALES 


Respecto a fórmulas para diferenciar, consultar la portada interior 

Sea z-Jipe, y) una función real dedos variables independientes, x y y. Si se mantiene constante^, por 
ejemplo^ =y x y se considera que * es una variable, entonces/x, v,) depende sólo dex. Si existe la 
derivada de/x, y,) con respecto a x para un valor x = x v entonces el valor de esta derivada se 
denomina derivada parcial de/x, y,) con respecto a x en el punto (x } , y,) y se denota por 


Otras notaciones son 


df 


dx 


(xi'Vi) 


o por 


dz 

dx 


(*t. yi) 


f x (x v y Z I (JC 1 , ^); 

que pueden usarse cuando no se utilizan subíndices para otro efecto y no existe peligro de 
confusión. 
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Por tanto, por la definición de derivada se tiene 


( 1 ) 


Sf 


dx 


<*i. Vi) 


„ /(*i + Ax, yj) - /Uj, yj) 

lim --- 

Aar—»0 ^X 


La derivada parcial de z =/x, y) con respecto ay se define de manera semejante; ahora se 
mantiene constante x, por ejemplo igual a*,, y se deriva/x^y) con respecto ay. Así, 


( 2 ) 


df 


dz 


dy 


(xi, y i) 


dy 


Cn, »i) 


, f(xv y\ + Ay) - f{x v y t ) 

lim --- 

¿r-o Ay 


Otras notaciones son f^x v y,) y z(x p y,). 

Resulta evidente que los valores de estas dos derivadas parciales dependen en general del 
punto (x^y,). Por tanto, las derivadas parciales dzfdx y dzldy en un punto variable son funcio¬ 
nes de x y y. La función dzldx se obtiene como en cálculo ordinario, derivando z =fix 9 y) con 
respecto ax, considerando ay como constante, y dzldy se obtiene derivando z —fix y y) con respecto 
a y, considerando a x como constante. 


Ejemplo 1 Sea z = f(x, y) = x 2 y + x sen y. Entonces 

df df o 1 

— = 2xy + sen y, — = * + x eos y. ■ 

dx dy 

Las derivadas parciales dzldx y dzldy de una función z ~J{x , y) tienen una interpretación 
geométrica muy simple. La función z =/(x,y) puede representarse por medio de una superficie 
en el espacio. La ecuación y -y representa entonces un plano vertical que corta la superficie 
de una curva, y la derivada parcial 9z/3x en un punto (x p y,) es la pendiente de la tangente (es 
decir, tan a en donde a es el ángulo que se observa en la figura 531) a la curva. De manera 
semejante, la derivada parcial dzldy en (x,, y,) es la pendiente de la tangente a la curva x = x, 
sobre la superficie z =J{x, y) en (x p y,). 

Las derivadas parciales dzldx y dzldy se denominan primeras derivadas parciales o deriva¬ 
das parciales de primer orden. Al derivar estas derivadas una vez más se obtienen las segun¬ 
das derivadas parciales (o derivadas parciales de segundo orden) 2 . 


(3) 


&f = A ( d l\ = f 

dx 2 dx \dx/ ** 

d 2 f = _a_ /d/\ = . 
dxdy dx\dy) yx 

d 2 f = a_ /dA = f 

dy dx dy \dx) xy 

dH = d_ fdf\ = 
dy 2 dy \dy) Jyy 


Puede demostrarse que si todas las derivadas con que se trabaja son continuas, entonces 
dos derivadas parciales mezcladas son iguales, de modo que entonces no importa el orden de 
derivación (consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia [ 5].), es decir, 

d 2 Z = d 2 Z 

(4) dx dy ~ dy dx' 


2 ¡Precaución! En la notación con subíndices, éstos se escriben en el orden en que se deriva, mientras que 
en la notación “9" el orden es opuesto. 
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Figura 531. interpretación geométrica de las primeras derivadas parciales. 


Ejemplo 2. Para la función del ejemplo 1 , 

fxx = fxy = ** + cos >' = fyx- fyy = -xseny. * 

Al derivar las segundas derivadas parciales nuevamente con respecto a x y y 9 respectiva¬ 
mente, se obtienen las terceras derivadas parciales o derivadas parciales de tercer orden def 
etc. 

Si se considera una función/x, y, z) de tres variables independientes, entonces se obtienen 
las tres primeras derivadas parciales/(x, y, z),/(x, y , z) y/(x, y, z). Aquí/ se obtiene al derivar 
/con respecto a x, considerando a ambas y y z como constantes . Así, por analogía con (1), 
ahora se tiene 


Sf 


dx 


(xi, yi, zi) 


lím 

Ax—*0 


f{x 1 + Ax, y v z x ) - f(x v y v z x ) 
Ax 


etc. Al derivar/,/,/ nuevamente de esta manera, se obtienen las segundas derivadas parciales 
de/ etc. 


Ejemplo 3. Sea f(x, y, z) = + / + z 2 . Entonces 

fx = 2x + y eZ * 4 = 2y + x 


XX 2, 

f 

J xy 

II 

H 

II 

= 2 
yy 

fyz 

= fzy = * 


/ = 2z + xy c z , 

4z ~ 4a: — ^ eZ ' 

f zz ~ 2 + xy e z . 


I 
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A3.3 SUCESIONES Y SERIES 

Consultar también el capítulo 14. 

Sucesiones reales monótonas 

Una sucesión real x v x 2 , ■ ■ ■, x n se denomina sucesión monótona si es monótona creciente, es 
decir, 

*1 = *2 = *3 s ' ' ’ 
o es monótona decreciente, es decir, 

*1=-*2 = X 3=*''* 

jc )} jc 2 , • • ■, x n se denomina sucesión acotada si existe una constante positiva K tal que |xj < K 
para todo n. 


Teorema 1 Si una sucesión real es monótona y acotada , entonces converge . 

Demostración . Sea jc,, x 2 , * * • , x ; una sucesión creciente monótona y acotada. Entonces sus 
términos son menores que cierto número B y, como jc, < x n para todo n, están en el intervalo 
x <x n < B, que se denotará por 7 0 . Se biseca 7 0 ; es decir, se subdivide en dos partes de la misma 
longitud. Si la mitad derecha (junto con sus puntos extremos) contiene términos de la sucesión, 
se denota por 7,. Si no contiene términos de la sucesión, entonces la mitad izquierda (junto con 
sus puntos extremos) se denota por I y Este es el primer paso. 

En el segundo paso se biseca / , se elige una mitad aplicando la regla mencionada, y se 
denomina / 2 , y así sucesivamente (ver la figura 532). 

De esta manera se obtienen intervalos cada vez más cortos 7 0 , 7 ,, I v ■ ■ * con las siguientes 
propiedades. Cada 7 ' contiene a todos los 7 ; para n > m. Ningún término de la sucesión está a 
la derecha de I m y, como la sucesión es monótona creciente, todos losx rt con n mayor que cierto 
número N están en ¡ m \ por supuesto en general N depende de m. Las longitudes de los l m tienden 
a cero cuando m tiende a infinito. Por tanto, existe exactamente un número, denominado L , que 
está en todos los intervalos, 3 y ahora es fácil demostrar que la sucesión es convergente con 
límite L. 

De hecho, dado une > 0, se elige un m tal que la longitud de I m sea menor que €. Entonces, 
L y todos los x n con n > N{m) están en f m y, por consiguiente, \x rj - L\<e para todos estos n. Así 
se completa la demostración para una sucesión creciente. Para una sucesión decreciente la 


3 Esta proposición parece evidente, aunque no lo es; puede considerarse como un axioma del sistema de 
números reales en la forma siguiente. Sean 7 P , intervalos cerrados tales que cada J m contiene a 
todos los J n con n> m, y las longitudes de los J m tienden a cero cuando m tiende a infinito. Entonces 
existe exactamente un número real que está contenido en estos intervalos. Este es el axioma de Cantor- 
Dedekind, denominado así en honor de los matemáticos alemanes GEORG CANTOR (1845-1918), 
creador de la teoría de conjuntos, y RICHARD DEDEK.FND (1831-1916), conocido por su obra fúnda- 
mentafsobre teoría de números. Respecto a mayores detalles, consultar la obra citada en el apéndice 1 
como referencia [2]. (Se dice que un intervalo 7 es cerrado si sus dos puntos extremos se consideran 
como puntos que pertenecen al intervalo. Se dice que I es abierto si sus dos puntos extremos se consi¬ 
deran fuera del intervalo.) 
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demostración es igual, excepto que es necesario intercambiar correctamente "derecha” e "iz¬ 
quierda” en la construcción de estos intervalos. I 


h 


*1 *2 *3 

i_i_i_i i i iimiiii 

-- h - 


B 

J 


h 


Figura 532. Demostración del teorema 1. 


Series reales 

Teorema 2 Prueba de Leibniz para seríes reates. 

Sea x,, x 2 , ■ ' *, x n real monótona decreciente a cero; es decir , 

(1) (a) Xj ^ x 2 ^ x 3 ^ • • • , (b) lím x m = 0. 

m—►oo 

Entonces la serie con términos de signo alternos 

Xj — x 2 + x 3 — x 4 + — 

converge, y para el residuo R n después del n-ésimo término se tiene la estimación 

(2) l* n |SW 

Demostración . Sea s n la rt-ésima suma parcial de la serie. Entonces, debido a (1 a), 

S l ~ X V s 2 = X 1 ~~ X 2 ~ S V 

S 3 ~ S 2 + *3 — J 2» 5 3 = 5 1 “ (*2 ~ x z) — S V 

de modo que s 2 < s } < s y Procediendo de esta manera se concluye que (figura 533) 

( 3 ) = 5 3 = J 5 = * — s q — *^4 — s 2 

con lo que se demuestra que las sumas parciales impares constituyen una sucesión monótona 
acotada, así como las sumas parciales pares. Luego, por el teorema 1, ambas series convergen, 
por ejemplo, 

líms 2n+1 = s , lím s 2n = 5*. 

Ti—*™ n—►<» 

Entonces, como - s ln = x 2/)+| , se observa fácilmente que (1 b) implica 

i - i* = lím s 2n+1 - lím s 2n = lím Cs 2 „ + 1 - s 2 „) = lím x 2n+l = 0. 

n—*oo n—»■« n—»» n —►« 


Por tanto, s m = s y la serie converge con la suma s. 
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Se demostrará la estimación (2) para el residuo. Como s ti -» 5, por (3) se concluye que 

5 2n+ 1 — S — S 2n y también S 2n-1 = S — S 2n' 

Al restar s ln y s 2n+v respectivamente, se obtiene 

X 2n+l — ^2 n = ® = ^2n-l — _JC 2n 

En estas desigualdades, la primera expresión es igual a jc 2/í+| , la última es igual a -x 2/f , y las 
expresiones entre los signos de desigualdad son los residuos R 2n y R 2n _ v Por tanto, las des¬ 
igualdades pueden escribirse como 


y se observa que implican (2). Así se completa la demostración. 


I 


—-—- ~ x 2 --- 

■—- *3 --- A 

s 2 S 4 s 3 Si 


Figura 533. Demostración de la prueba de Leibniz. 



Apéndice 

4 

Demostraciones 

adicionales 


Sección 2.7, página 120 

Demostración del teorema 1 (Unicidadf 

Suponiendo que el problema que consta de la ecuación diferencial 

(1) /' + p(x)y f + q(x)y - 0 

y las dos condiciones iniciales 

< 3 ) y(V = K o' /(•*<>) = K i 

tiene dos soluciones !>,(*) y y 2 (x) en el intervalo / del teorema, se demostrará que su 
diferencia 


yW = y x (x) - y 2 {x) 

es idénticamente cero en /; entonces, y x en /, lo cual implica unicidad. 

Como (1) es homogénea y lineal, y es una solución de tal ecuación en /, y dado 
quey 1 y y 2 satisfacen las mismas condiciones iniciales, entonces y satisface las condi¬ 
ciones 

(U) y(x 0 ) = 0, y f (x 0 ) = 0. 

Se considerará la función 


y su derivada 


z(x) = y(x) 2 + y\x) z 


z’ = 2yy r + 2y'y". 

Con base en la ecuación diferencial se tiene 


n t 

y = -py ~ qy . 


1 Esta demostración fue sugerida por mi colega, el Prof. A. D. Ziebur. En esta demostración se usan 
números de fórmula no utilizados en la sección 2.7. 
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Al sustituir esto en la expresión para z* se obtiene 

(12) z ~ 2yy f - 2py' 2 - 2qyy . 

Así, como y y y f son reales, 

(y ± y) 2 = y 2 ± 2yy' + y' 2 ^ 0. 

Con base en esto se obtienen de inmediato las dos desigualdades 

(13) (a) 2yy' ^ y 2 + y' 2 = z, (b) -2yy' ^ y 2 + y 2 - z. 

Por (13b) se tiene 2yy r > -z. Juntando lo anterior, \2yy'\ ^ -z. Para el último término 
en (12) ahora se obtiene 


-2 qyy' § \ -2qyy'\ = |?||2yy'| á Mz. 

Usando este resultado, así como \p\ y aplicando (13a) al término 2 yy* en (12) se 
encuentra 

z' S z + 2\p\y' 2 + \q\z. 

Como y a < y 2 + y c , a partir de esto se obtiene 


z = (1 + 2|p| + \q\)z 
o bien, denotando por h a la función entre paréntesis, 

(14a) z = hz para todo x en I. 


De manera semejante, con base en (12) y (13) se concluye que 

~z = ~2yy' + 2py' 2 + 2qyy 
^ z + 2|p|z + Mz = hz. 


(14b) 


Las desigualdades (14a) y (14b) son equivalentes a las desigualdades 
(15) z! — hz = 0, z! + /iz = 0. 


Factores de integración para las dos expresiones de la izquierda son 

— e -IHx) dx y ^2 ~ e^ (x) dx . 


Las integrales en los exponentes existen porque h es continua. Como F, y F 2 son 
positivos, entonces a partir de (15) se obtiene 

F x {z ~ hz) = (F.zY 0 y F 2 (z + hz) = (F 2 zY ^ 0 , 


lo que significa que F z es no creciente y F 2 z es no decreciente en /. Como z(x 0 ) = 0 
por (11), entonces se obtiene que cuando x ^ x Q 

F 1 Z = F 2 7 = < F 2 Z K = 0 

y de manera semejante, cuando x > x 0 , 

FjZ S 0, F 2 z s 0. 



DEMOSTRACIONES ADICIONALES 


673 


Al dividir entre F { y F 2 y observando que estas funciones son positivas, en total se 
tiene 

z ^ 0, z = 0 para todo x en I. 

Lo anterior implica z = y 2 + y a = 0 en /. Por tanto, y = 0 o y l = y 2 en I. I 


Sección 5.4, página 253 

Demostración del teorema 2 (Método de Frobenius. Soluciones básicas). 

La numeración de las fórmulas en esta demostración es como la del texto en la sec¬ 
ción 5.4. Una fórmula adicional que no aparece en esa sección se denominará (A) (ver 
a continuación). 

La ecuación diferencial en el teorema 2 es 


( 1 ) 


« , b(x) , c(x) 

y + —y + —y y = °> 

X 


en donde b(x) y c(x) son funciones analíticas. La ecuación diferencial puede escribir¬ 
se como 

(!') x 2 y " + xb(x)y f + c(jc)y = 0. 

La ecuación indicial de (1) es 

(4) r(r - 1) + b 0 r + c Q = 0. 

Las raíces r , r de esta ecuación cuadrática determinan la forma general de una base 
de soluciones de (1), y por tanto existen tres casos posibles, como se muestra en 
seguida. 


Caso 1. (Las raíces no difieren por un entero). Una primera solución de (1) de la 
forma 

(5) y^x) = x n (a Q + a x x + a 2 x 2 + • • *) 

puede determinarse como en el método de las series de potencias. Respecto a una 
demostración de que en este caso la ecuación (1) tiene una segunda solución indepen¬ 
diente de la forma 

(6) y 2 (x) = x r 2 (A 0 + A x x + A 2 x 2 + ■**), 
consultar la obra citada en el apéndice 1 como referencia [A6]. 


Caso 2 (Raíz doble). La ecuación indicial (4) tiene una raíz doble r si y sólo si 
(b Q - l) 2 - 4c 0 = 0, y entonces r = 1/2(1 - ¿> 0 ). Puede determinarse una primera solución 

(7) y¡(x) = x r (a 0 + a Y x + a 2 x 2 +*••), r = £(1 - b¿, 

como en el caso 1. Se demostrará que una segunda solución independiente es de la 
forma > 

y 2 (jc) “ yjto ln jc + jc^AjJc -I- A 2 jc 2 + * * *) 


( 8 ) 


(x > 0). 
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Se aplicará el método de reducción de orden (ver la sección 2.7); es decir, se determi¬ 
nará m(x) tal que y 2 (x) = w(*)y, (x) sea una solución de (1). Al insertar ésto y las deriva¬ 
das 

y 2 = w yi + uy v y 2 - u y x + 2u y l + uy x 

en la ecuación diferencial (T) se obtiene 

x 2 (u t y l + 2 u'y[ + wy") + xb{uy x + wy') + cuy x = 0. 

Como y x es una solución de (T), la suma de los términos en que aparece u es cero, y 
esta ecuación se reduce a 

x 2 y x u” + 2x 2 y[u + xby x u = 0. 

Al dividir entre x 2 y ] e insertar la serie de potencias de se obtiene 


ff 


u 


+ 




= o. 


Aquí y en lo que sigue los puntos designan términos que son constantes o implican 
potencias positivas de x. Así, a partir de (7) se concluye que 

y[ x r ~ 1 lra 0 + (r + 1 )a 1 x + • • •] 

>1 xT l a o + a i x + ■ ■ •] 

1 / ra 0 + (r + DíJjX + • • _ r 

x \ a Q 4- a x x + * • ■ J x 


Por tanto, la ecuación anterior puede escribirse como 


¡2 r + b Q \ 

(A) u " + l -1- ■ • j u = 0. 

Como r = (1 - b Q )/2 , el término (2r + b 0 )/x es igual a 1 /x, y al dividir entre u ' se obtiene 

tr i 

U _ 1 + 

U X 

Por integración se obtiene ln w' ~ -In x + ..., y por tanto u ' = ( \!x)e { ' \ Al desarrollar 
la función exponencial en potencias de x e integrar una vez más, se observa que u es 
de la forma 


u — ln x + k x x + k 2 x 2 + • • ■ . 

Insertando lo anterior en y 2 = uy v para y 2 se obtiene una representación de la 
forma (8). 

Caso 3. (Raíces que difieren por un entero). Se escribe r x = r y r 2 = r - p, en 
donde p es un entero positivo . Una primera solución 


( 9 ) 


y^x) = x rt (a 0 + a x x 4- a 2 x 2 + • • •) 
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puede determinarse como en los casos 1 y 2. Se demostrará que una segunda solución 
independiente es de la forma 

(*°) lnx + x r t(A 0 + AjX + A 2 x 2 + • • •) 

en donde puede tenerse k * 0 o k = 0. Así como en el caso 2, se hace y 2 = uy . Los 
primeros pasos son literalmente como en el caso 2 y se obtiene la ecuación (Á), 


„ , , 2r + b o 

u 4- I-h 


■ u = 0. 


Luego, por álgebra elemental, los coeficientes \ - 1 de r en (4) son iguales al negati- 
vo de la suma de las raíces, 


b o 1 — ( r i + r 2 ) “ - ( r + r — p) - — 2r + /?. 
Por tanto, 2r + b 0 = p + 1, y al dividir entre u' se obtiene 


Los pasos siguientes son como en el caso 2. Integrando se encuentra 

ln u' = -{p + l)lnx + • • • , así, u' = jc-<p + » e (- • ■) 

en donde los puntos representan alguna serie de potencias enteras no negativas de x. 
Al desarrollar la función exponencial como antes, se obtiene una serie de potencias de 
la forma 


, _ 1 *i 

“ + ' 


kp- 1 


+ + 7 + k P +i + k P+ 2 x + 


Se integra una vez más. Escribiendo primero el término logarítmico resultante, 
obtiene 


se 


u = k p ln x + 


( 


i 

pxP 


fcp-1 

x 


+ k P+ i x + 


)■ 


Entonces, por (9) paray 2 = uy ] se obtiene la fórmula 

y 2 = k p y 1 ln x + x^-p (-i- k^xP-i + ■ • («„ + ai x + • • •). 

Pero ésta es de la forma (10) con * = k p , ya que r, -p = r 2 y el producto de las dos 
series implica sólo potencias enteras no negativas de x. § 


Sección 5.8, página 280 

Teorema (Realidad de los eigenvalores) 

Sip, q, ry r' en la ecuación de Sturm-Liouville (\)dela sección 5.8 asumen valores reales 
y son continuos en el intervalo a úx^b yp(x) >0 en todo este intervalo (o p(x) < 0 en 
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todo este intervalo ), entonces todos los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville (1), 
(2), sección 5.8, son reales. 

Demostración . Sea X = a + zj3 un eigenvalor del problema y sea 

yU) = «(*) + iv(x) 

una eigenfunción correspondiente; aquí, a, /}, u y v son reales. Al sustituir lo anterior 
en (1), sección 5.8, se tiene 

(ru l + iru'y + (q + ap + ipp)(u + iv) = 0. 

Esta ecuación compleja es equivalente al siguiente par de ecuaciones para las partes 
reales e imaginarias: 

(/*«')' + (q + ap)u - Ppv = 0 , 

(rv'Y + {q + ap)v + fipu = 0. 

Al multiplicar la primera ecuación por v, la segunda por - u y sumar los resultados, se 
obtiene 


-/3(w 2 + v 2 )p = u(rüY - v(ruY 
~ [( rv 9 )u - (ru)oY. 

La expresión entre corchetes es continua en a S x S b, por razones semejantes a las de 
la demostración del teorema 1, sección 5.8. Integrando sobre x desde a hasta b , enton¬ 
ces se obtiene 

~P j (u 2 + v 2 )p dx = r{uv - uv) 

a L 

Debido a las condiciones en la frontera, el miembro derecho es cero; esto es como en 
esa demostración. Como y es una eigenfunción, se tiene que u l + v 1 d 0. Dado quey y 
p son continuos y p > 0 (o p < 0) en el intervalo a<x^b, entonces la integral en la 
izquierda no es cero. Así, - 0, lo que significa que X = a es real. Así se completa la 
demostración. ■ 



Sección 7.8, página 417 


Demostración de que la definición de determinante en ia sección 7.8 no es ambigua. 

Se demostrará que la definición de determinante 



fl n 

a i2 

"m 

D = det A = 

°21 

"22 

ü 2n 


«ni 

"n2 

"rm 
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según se proporcionó en la sección 7.8 no es ambigua; es decir, que conduce al mismo 
valor de D sin importar qué renglones o columnas se elijan. (Aquí, en la numeración 
de las fórmulas se usan números no utilizados en la sección 7.8). 

Primero se demostrará que se obtiene el mismo valor sin importar qué renglón se 
elija . 

La demostración es por inducción. La proposición es verdadera para un determi¬ 
nante de segundo orden (ver el ejemplo 2). Se supone que es verdadera para un deter¬ 
minante de orden n - 1 y se demostrará que es verdadera para un determinante D de 
orden n. 

Para lograr este fin se desarrollará D , dado en la definición, en términos de cada 
uno de dos renglones arbitrarios, por ejemplo, los renglones i y j , y se compararán los 
resultados. Sin pérdida de generalidad, se supondrá que i < j. 

Primer desarrollo. D se desarrollará para el /-ésimo renglón. Un término típico en 
este desarrollo es 

(14) + 

El menor M ¡k de a. k en D es un determinante de orden (n - 1). Por la hipótesis de 
inducción, este determinante puede desarrollarse para cualquier renglón. Se desarro¬ 
llará para el renglón correspondiente aly-ésimo renglón de D. Este renglón contiene 
los elementos a j (l*k). Se trata del (/-1 )-ésimo renglón de M. k , porque M ¡k no contie¬ 
ne elementos dely-ésimo renglón de D, e / <y. Es necesario distinguir entre dos casos, 
como sigue. 

Caso /. Si / < k , entonces el elemento a Jt pertenece a la /-ésima columna de M. k (ver la 
figura 534). Por tanto, el término que implica a a en este desarrollo es 

H5) a jt * (cofactor de a jt en M ik ) = a jt ■ (- I ) {j ~ X) + l M ikjl 

en donde es el menor de a. { en M ik . Como este menor se obtiene a partir de M. k al 
eliminar el renglón y la columna de a jP entonces se obtiene a partir de D al eliminar los 
renglones /-ésimo y ¿-ésimo y las columnas ¿-ésima y /-ésima de D. Los desarrollos 
de los M. k se insertan en los desarrollos de D. Luego, por (14) y (15) se concluye que 
los términos de la representación resultante de D son de la forma 

(16a) a xk a }l ■ (-l) b M ¡ltJÍ (l < k) 


Aésíma fr-ésima 

columna columna 


1 — 

X 

a ji )- 1 - 


Aésimo 

renglón 

>ésimo 

renglón 


/-ésima 

columna 




/f-ésima 

columna 



Caso I. 


Caso II. 


Figura 534. Casos I y II de los dos desarrollos de D. 
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en donde 


¿> = z + ¿+y + /- 1. 

Caso II. Si / > ¿, entonces la única diferencia es que a pertenece a la (/ - 1 )-ésima 
columna de M. k , porque M. k no contiene elementos de la ¿-ésima columna de D, y k < 
l. Este hecho produce un signo negativo adicional en (15) y, en vez de (16a,) por 
consiguiente se obtiene 

06b) -****■<-!)*««* </>« 

en donde b es igual que antes. 

Segundo desarrollo . A continuación se desarrollará D, primero para ely-ésimo ren¬ 
glón. Un término típico en este desarrollo es 

07) = fljj * (~ \ 

Por la hipótesis de inducción es posible desarrollar el menor M de a t en D para su 
z-ésimo renglón, que corresponde al z-ésimo renglón de D , ya que j > i. 

Caso /. Si k > /, entonces el elemento a. k en ese renglón pertenece a la (¿ - 1 )-ésima 
columna de M jP ya que M jt no contiene elementos de la /-ésima columna de D, y / < ¿ 
(ver la figura 534). Por tanto, el término que implica a a. k en este desarrollo es 

(18) a ik ■ (cofactorde a ¡k en M.) = a ik ■ (-1) i+( ' [ - 1) M i)cj¡ , 

en donde el menor M de a. k en M }1 se obtiene al eliminar ios renglones z-ésimo y 
Pésimo y las columnas ¿-ésima y /-ésima de D [y es, por consiguiente, idéntico a M 
en (15), de modo que la notación es consistente]. Los desarrollos de los M se insertan 
en los desarrollos de D. Luego, por (17) y (18) se concluye que esto produce una repre¬ 
sentación cuyos términos son idénticos a los proporcionados por (16a) cuando l<k. 

Caso II. Si k < /, entonces a. k pertenece a la ¿-ésima columna de M jr se obtiene un signo 
negativo adicional y el resultado coincide con el resultado caracterizado por (16b). 

Se ha demostrado que los dos desarrollos de D constan de los mismos elementos, 
y así se ha demostrado la proposición concerniente a los renglones. 

La demostración de la proposición concerniente a las columnas es bastante seme¬ 
jante; si D se desarrolla en términos de dos columnas arbitrarias, por ejemplo las 
columnas ¿-ésima y /-ésima, se encuentra que el término general que implica a a.p ik es 
exactamente el mismo que antes. Así se demuestra no sólo que todos los desarrollos 
por columnas de D producen el mismo resultado, sino también que su valor común es 
igual al valor común de los desarrollos por renglones de D. 

Así se completa la demostración de que la definición de determinante de orden n 
no es ambigua. I 


Sección 8.3, página 493 

Demostración de la fórmula (2) 

Se demostrará que en coordenadas cartesianas derechas, el producto vectorial 
v = a x b = [a v a 2 , a 3 ] x [b v b v ¿> 3 ] 
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tiene las componentes 


( 2 ) 


ü \ a 2 b 3 a 3 b 2 f V 2 a 3 b l a \ b 3'> ^3 “ a i b 2 ~ a 2 b V 


Basta considerar el caso v * 0. Como v es perpendicular tanto a a como a b, al 
aplicar el teorema 1 de la sección 8.2 se obtiene a*v = 0yb*v = 0;en componentes 
[ver (2), sección 8.2], 

( 3 ) ^ 1^1 + a 2°2 + ^ 3^3 = 

b l°l + b 2 ü 2 + b 3 V 3 = °- 

Al multiplicar la primera ecuación por b v la última por a 3 y restando los resultados, se 
obtiene 


( a 3 b \ a i b 3^ v l ( a 2 b 3 a Z b 2^ v 2' 

Al multiplicar la primera ecuación por b ] , la última por a, y restando los resultados, se 
obtiene 

(a x b 2 - a 2 b x )v 2 = ( a 3 b x - a x b 3 )v 3 . 

Puede comprobarse fácilmente que estas dos ecuaciones son satisfechas por 
(4) v x = c(a 2 b 3 - a 2 b 2> I, v 2 = c(a 3 b x - a x b 3 ), v 3 = c(a x b 2 - a 2 b x ,), 

en donde c es una constante. El lector puede verificar mediante inserción que (4) 
también satisface (3). Luego, cada una de las ecuaciones en (3) representa un plano 
que pasa por el origen en el espacio v^v 2 v y Los vectores a y b son normales a estos 
planos (ver el ejemplo 6 en la sección 8.2). Como v * 0, estos vectores no son parale¬ 
los y los dos planos no coinciden. Por tanto, su intersección es una recta L que pasa 
por el origen. Como (4) es una solución de (3) y, al hacer variar a c, representa una 
recta, se concluye que (4) representa a L, y toda solución de (3) debe ser de la forma 
(4). En particular, las componentes de v deben ser de esta forma, en donde c está por 
determinar. A partir de (4) se obtiene 

|V| 2 = V 2 + V 2 2 + V 3 = c% \( a 2 b 3 - a 3 b 2 ^ 2 + ( a 3 b l ~ a i b 3> 2 + ( a l b 2 ~ a 2 b l^‘ 

Lo anterior puede escribirse como 

|v| 2 = c 2 [{a 2 + a 2 + a 2 )(b 2 + b 2 + b 2 ) - (a x b x -I- a 2 b 2 + a 3 ¿> 3 ) 2 ], 

como puede comprobarse realizando las multiplicaciones indicadas en ambas fórmu¬ 
las y comparando los resultados. Aplicando (2) de la sección 8.2, entonces se obtiene 

|v| 2 = c 2 [(a»a)(b*b) - (a«b) 2 ]. 

Al comparar lo anterior con (13) en el conjunto de problemas de la sección 8.3, se 
concluye que c — ± 1. 

Se demostrará que c = +1. Esto puede efectuarse como sigue. 

Si las direcciones y las longitudes de a y b se cambian de manera continua y de 
modo que al final se obtenga a = i y b = j (figura 163a en la sección 8.3), entonces v 
cambia su longitud y su dirección de manera continua y, al final, v = i x j = k. Resulta 
evidente que es posible efectuar el cambio de modo que ambos a y b permanezcan 
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diferentes del vector cero y no sean paralelos en ningún instante. Entonces v nunca es 
igual al vector cero, y como el cambio es continuo y c puede asumir sólo los valores 
+ 1 y -1, entonces se concluye que al final c debe tener el mismo valor que antes. 
Luego, al final setendráa = i, b=j, v = k y por tanto, a x = 1,6, = 1, v 3 = l,ylas otras 
componentes en (4) son cero. Así, por (4) se observa que v 3 = c = + 1. Esto demuestra 
el teorema 1. 

Para un sistema de coordenadas izquierdo, i x j = -k (ver la figura 1636 en la 
sección 8.3), con lo que se obtiene c = -1. Así se demuestra la proposición que apare¬ 
ce justo después de la fórmula (2). I 

Sección 8.10, página 534 

Demostración del teorema 1 (Invariancia de la divergencia) 

Esta demostración se concluirá de dos teoremas (A y B), que se demostrarán en pri¬ 
mer lugar. 


Teorema A (Ley de transformación para componentes vectoriales) 

Para cualquier vector v, las componentes v,, v„ v 3 y v,*, v,*, v 3 * en dos sistemas 
cualesquiera de coordenadas cartesianas jc,, x v jc 3 y x* t x,*, jc *, respectivamente , 
están relacionadas por 



V 

= C n v y 

+ 

C Í2 Ü 2 

+ 

C 13 Ü 3 

(1) 

v 2 * 

= CjiD, 

+ 

C 22 ü 2 

+ 

C 23 V 3 


V 3 * 

= C 3l V l 

+ 

C Z2 V 2 

+ 

C 33 V 3-> 


y recíprocamente , 

( 2 ) 

con coeficientes 

(3) 

que satisfacen 


Ü 1 C ll V l* + C 21 V 2* + C 31 V 3* 


V 2 C 12 Ü 1* + C 22 V 2 C 32 V 3* 



ü 3 = 

C 13 l, l + C ZS V 2* 

+ C 33 U 3 * 

c n 

— i* «i 

C 12 = ¡ **J 

C 13 = i*.k 

C 2l 

= j*.i 

£-22 = j**Í 

C 23 = j** k 

C 31 

= k*«i 

C 32 = k **í 

£33 = k*«k 


2 C kj C mj 


km 


(4) 


(k, m = 1,2, 3), 
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en donde la delta de Kronecker 2 está definida por 


^km 


0 (* * m) 

1 (k = m). 


e i, j, k e i*, j*, k* denotan los vectores unitarios en las direcciones positivas x-, 
jc 2 - x 3 - y x*— 9 x 2 *-, x 3 *-, respectivamente . 


Demostración . Las representaciones de v en los dos sistemas son 

(5) (a) v = üji + v 2 \ + ¿; 3 k *(b) v = vfi* + r> 2 *j* + ¿; 3 *k*. 

Como i* • i* - 1, i* • j* = 0, i* • k* = 0, por (5b) se obtiene simplemente i* • v = v, * 
y a partir de ésto y (5a), 

Pj* = i*»v = i 3 * 6 • i + i*»u 2 j + i* # ^ 3 k = • i + u 2 i*»j + ü 3 i**k. 

Debido a (3), esta es la primera fórmula en (1), y las otras dos fórmulas se obtienen de 
manera semejante, considerando j* * v y luego k* * v. La fórmula (2) se concluye 
siguiendo el mismo razonamiento, tomando i • v = Vj de (5a) y luego por (5b) y (3) se 
obtiene 

v x = ¡ * v = "i*»-»* + ü 2* i# J* + = c n vf + c 2 l v 2 * + c 31 u 3 *, 

y de manera semejante para las otras dos componentes. 

A continuación se demostrará (4). (1) y (2) pueden escribirse brevemente como 


( 6 ) ' 


(a) v- = X c 


c *, 
mj m ’ 


m = l 


(b) v k * = ^ c^Vj. 

J=1 


Al sustituir v en v * se obtiene 

J * ’ 


n * — 


-k 2 % 2 r mj v m * = 2 0 m * (2 Wnf 

j= 1 m = 1 m = l \) = 1 7 


en donde k= 1, 2, 3. Al tomar k= 1, se tiene 

3 \ / 3 


"i* = r l*(2 c i/ij) + » 2 *(2 fyf*) + ^*Í2 Cyty) 

V = i 7 V j=l 7 \j=l 7 


Pero como lo anterior se cumple para cualquier vector v, entonces la primera suma 
debe ser 1 y las otras dos sumas, 0. Así se demuestra (4) con k = 1 para m- 1,2, 3. Al 
tomar k=2y luego k = 3 se obtiene (4) con k = 2 y 3, para m = 1, 2, 3. I 


La transformación más general de un sistema de coordenadas cartesianas en otro 
sistema así puede descomponerse en una transformación del tipo recientemente con- 


2 LEOPOLD KRONECKER (1823-1891), matemático alemán en Berlín, que realizó importantes contri¬ 
buciones al álgebra, a la teoría de grupos y a la teoría de números. 

Este análisis se mantendrá completamente independiente del capítulo 7, aunque los lectores familia¬ 
rizados con matrices deben identificar que se está tratando con transformaciones y matrices ortogonales, 
y que este teorema se concluye del teorema 2 en la sección 7.12. 
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siderado y una traslación. Bajo la traslación, las coordenadas correspondientes difie¬ 
ren simplemente por una constante. Así, se obtiene el 


Teorema B (Ley de transformación para coordenadas cartesianas) 

La transformación de cualquier sistema de coordenadas cartesianas x^xyc^ en otro 
sistema de coordenadas cartesianas x*x*x* es de la forma 

(7) * m * = 2 c mjXj + b m , m = 1, 2, 3, 

j=l 


con coeficientes (3) y constantes b v b 2 y ó 3 ; recíprocamente , 

3 

(8) X k = 2 C nk X n* + b k' 

n= 1 


k = 1,2,3. 


Demostración dei teorema 1 en la sección 8.10 (Invariancia de la divergencia) 

Se escribe x v x v x 3 en vez de x, y, z. Entonces, por definición, 


(9) div v = 

También se escribe x*, x 2 *, xf 
coordenadas, 


3 dü i 

S — = 


en vez de 


dü l 

djq 



y 


dv 3 

+ — . 
ax 3 


Debe demostrarse que en estas 


( 10 ) 


div v 


3 

2 


k= 1 


3^ 


dv x * dü 2 * 

¿>v + ¡v + ’ 


Por la regla de la cadena para funciones de varias variables (ver la sección 8.8) se 
obtiene 


( 11 ) 


_ Í, 3x m* 
dX; " , dx* dx. 

J m =1 m j 


En esta fórmula, dxjfídx. = c . por (7); y por (2), 


dVj 3 

J = 2 c,. 




dx* 

m 


kj d * • 
k = l m 


Al sustituir todo lo anterior en (11) y sumar sobre j desde 1 hasta 3, y observando (4), 
se obtiene 

3 $Ua 3 3 3 0u * 

div v = ¿ = 2 2 2 c kj c mj 

j=l° X j j=l k = l m=l m 


3 3 

= n« 


*>k* 


km 


Ay * 
k = l m = l ™ 



k=l 




Así se demuestra (10). 


I 



DEMOSTRACIONES ADICIONALES 


683 


Sección 8.11, página 539 

Demostración del teorema 1. invaríancia del rotacional 

De nuevo se escribe x,, x 2 , x 3 en vez de x, y , z, y de manera semejante x*,x*, x* para 
otro sistema de coordenadas cartesianas, suponiendo que ambos sistemas son dere¬ 
chos. Sean a , a v a 3 las componentes del rot v en las coordenadas x ¡ x z x 3 , según se 
definió por (1) en la sección 8.11, con 

x Xj, y x 2 » z Xg. 

De manera semejante, sean a*, a* 9 a* las componentes del rot v en el sistema de 
coordenadas x *x 2 *x 3 *. Se demostrará que la longitud y la dirección del rot v son 
independientes de la elección particular de coordenadas cartesianas, como se afirma 
en el teorema. Lo anterior se efectuará demostrando que las componentes del rot v 
satisfacen la ley de transformación (2), que es característica de las componentes 
vectoriales. Se considerará a v Se aplicarán (6a) y luego la regla de la cadena para 
funciones de varias variables (sección 8.8). Así se obtiene 


dl? 3 dv 2 

2 ,( 

m= 1 

/ 

Km 


* v m 

dx 2 dx 3 

C m3 

\ 

dx 2 

C m2 

dx 3 

3 3/ 

2 2 ( C m3 

m - 1 j~l \ 


dx* 



dXj* 

dX * 

dx 2 

C m2 

dXj* 

^3 


A partir de esto y de (7), se obtiene 




3 3 

a i = S S ( C m3 C j2 “ C m2 C j?) * 
m = í j=l * 


~ ( C 33 C 22 C 32 C 2a) 


(d» 3 * _ ai> 2 *\ 
32t23 'V^ 2 * dx 3 *j 


+ ■ 


— (C 33 C 22 C 32 C 23^1* ( C 13 C 32 C 12 C 33^2* ( C 23 C 12 


C 22 C lsW 


Observar lo que se hizo. La doble sumatoria tenía 3x3 = 9 términos, 3 de ios cuales 
eran cero (cuando m=j) y los seis términos restantes se combinaron por pares según 
era necesario para obtener a*, a 2 *, a*. 

A continuación se usarán (3), la identidad de Lagrange (problema 60, sección 
8.3), k* x j* = -i* y k x j = -i. Así, 

<*33 C 22 “ C 32 C 23 = (k*.k)(j*.j) “ (k*.J)(|*.k) 

= (k* x j*).(k x j) = i*.i = c lv etc. 

Por tanto, a x = c u a* + c 2l a* + c^a*. Esto es de la forma de la primera fórmula en (2) 
y las otras dos fórmulas de la forma (2) se obtienen de manera semejante. Así se 
demuestra el teorema para sistemas derechos. Si las coordenadas x^xjc^ son izquier¬ 
das, entonces k x j = +1, pero entonces antes del determinante en (1), sección 8.11, se 
tiene un signo negativo. I 
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Sección 9.2, página 562 

Teorema 1 (Independencia con respecto a la trayectoria) 

Una integral de línea 



con F v F,, F 3 continuas en un dominio D, es independiente con respecto a la trayec¬ 
toria en D si y sólo si F = grad f en D para alguna /; en componentes , 


( 2 ') 




^3 


Bf 
dz ' 


Demostración, (a) El hecho de que (2') implica independencia se demostró en el texto. 

(b) Recíprocamente, se supone que (1) es independiente con respecto a la trayec¬ 
toria en D. Entonces se elige cualquier A : (x 0 , y 0 , z Q ) fijo en D y cualquier B: (x, y , z) en 
D y/se define como 

r B 

(3) /(x, y, z) = f Q + J (F l dx* + F 2 dy * + F 3 dz *), 


con cualquier^ constante y cualquier trayectoria de A a B en D. Como A es fijo y se 
tiene independencia con respecto a la trayectoria, la integral depende sólo de las coor¬ 
denadas x, y, z, de modo que (3) define una función J(x, y, z) en D. Se demostrará que 
F = grad/con esta/ empezando con la primera de las tres relaciones (2'). Debido a la 
independencia con respecto a la trayectoria, es posible integrar desde A hasta B x : (x,, 
y, z) y luego en forma paralela al eje x a lo largo del segmento B X B en la figura 535 con 
B j elegido de modo que todo el segmento esté en D . Entonces, 


/(x, y, z) 



dx * + F 2 dy * + F 3 dz*) 


+ í (F 1 dx* + F 2 dy* + F 3 dz*). 



Figura 535. Demostración del teorema 1. 
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Ahora se toma la derivada parcial con respecto a* en ambos miembros. En el izquier¬ 
do se obtiene 5// 5 x. Se demostrará que en el derecho se obtiene F . La derivada de 
la primera integral es cero porque A: (x 0 , v 0 , z 0 ) y B x \ (x p y , z) no dependen de x. Se 
considerará la segunda integral. Como tanto x como y son constantes sobre el segmen¬ 
to B X B , los términos F 2 dy* y F 3 dz* no contribuyen a la derivada de la integral. La 
parte restante puede escribirse como una integral definida, 

í Fj dx* = í FjU*, y, z) dx*. 

J B X x x 


Por tanto, su derivada parcial con respecto a x es F x {x , y, z) y se ha demostrado la 
primera de las relaciones (2'). Las otras dos fórmulas en (2') se concluyen siguiendo el 
mismo razonamiento. | 
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Tabla A5. Distribución binomial 

Función de probabilidad/^) ver (2), sección 23.6 y función de distribución F(x) 


n 


I 


2 


3 


4 


5 


6 





P 

= 0.1 

p 

= 0.2 

P 

= 0.3 

P 

- 0.4 

p 

- 0.5 

X 

fU) 

FU) 

ñx ) 

F( x) 

fU) 

F(x) 

fU) 

F(x) 

fu) 

F{x) 


0. 


0. 


0. 


0. 


0. 


0 

9000 

0.9000 

8000 

0.8000 

7000 

0.7000 

6000 

0.6000 

5000 

0.5000 

1 

1000 

i.0000 

2000 

1.0000 

3000 

1.0000 

4000 

1.0000 

5000 

1.0000 

0 

8100 

0.8100 

6400 

0.6400 

4900 

0.4900 

3600 

0.3600 

2500 

0.2500 

1 

1800 

0.9900 

3200 

0.9600 

4200 

0.9100 

4800 

0.8400 

5000 

0.7500 

2 

0100 

1.0000 

0400 

1.0000 

0900 

1.0000 

1600 

1.0000 

2500 

1.0000 

0 

7290 

0.7290 

5120 

0.5120 

3430 

0.3430 

2160 

0.2160 

1250 

0.1250 

1 

2430 

0.9720 

3840 

0.8960 

4410 

0.7840 

4320 

0.6480 

3750 

0.5000 

2 

0270 

0.9990 

0960 

0.9920 

1890 

0.9730 

2880 

0.9360 

3750 

0.8750 

3 

0010 

1.0000 

0080 

1.0000 

0270 

1.0000 

0640 

1.0000 

1250 

1.0000 

0 

6561 

0.6561 

4096 

0.4096 

2401 

0.2401 

1296 

0.1296 

0625 

0.0625 

1 

2916 

0.9477 

4096 

0.8192 

4116 

0.6517 

3456 

0.4752 

2500 

0.3125 

2 

0486 

0.9963 

1536 

0.9728 

2646 

0.9163 

3456 

0.8208 

3750 

0.6875 

3 

0036 

0.9999 

0256 

0.9984 

0756 

0.9919 

1536 

0.9744 

2500 

0.9375 

4 

0001 

1.0000 

0016 

1.0000 

0081 

1.0000 

0256 

1.0000 

0625 

1.0000 

0 

5905 

0.5905 

3277 

0.3277 

1681 

0.1681 

0778 

0.0778 

0313 

0.0313 

1 

3281 

0.9185 

4096 

0.7373 

3602 

0.5282 

2592 

0.3370 

1563 

0.1875 

2 

0729 

0.9914 

2048 

0.9421 

3087 

0.8369 

3456 

0.6826 

3125 

0.5000 

3 

0081 

0.9995 

0512 

0.9933 

1323 

0.9692 

2304 

0.9130 

3125 

0.8125 

4 

0005 

1.0000 

0064 

0.9997 

0284 

0.9976 

0768 

0.9898 

1563 

0.9688 

5 

0000 

1.0000 

0003 

i.0000 

0024 

1.0000 

0102 

1.0000 

0313 

1.0000 

0 

5314 

0.5314 

2621 

0.2621 

1176 

0.1176 

0467 

0.0467 

0156 

0.0156 

1 

3543 

0.8857 

3932 

0.6554 

3025 

0.4202 

1866 

0.2333 

0938 

0.1094 

2 

0984 

0.9841 

2458 

0.9011 

3241 

0.7443 

3110 

0.5443 

2344 

! 0.3438 

3 

0146 

0.9987 

0819 

0.9830 

1852 

0.9295 

2765 

0.8208 

3125 

0.6563 

4 

0012 

0.9999 

0154 

0.9984 

0595 

0.9891 

1382 

0.9590 

2344 

0.8906 

5 

0001 

1.0000 

0015 

0.9999 

0102 

0.9993 

0369 

0.9959 

0938 

0.9844 

6 

0000 

1.0000 

0001 

1.0000 

0007 

1.0000 

0041 

1.0000 

0156 

1.0000 

0 

4783 

0.4783 

2097 

0.2097 

0824 

0.0824 

0280 

0.0280 

0078 

0.0078 

I 

3720 

0.8503 

3670 

0.5767 

2471 

0.3294 

1306 

0.1586 

0547 

0.0625 

2 

1240 

0.9743 

2753 

0.8520 

3177 

0.6471 

2613 

0.4199 

1641 

0.2266 

3 

0230 

0.9973 

1147 

0.9667 

2269 

0.8740 1 

2903 

0.7102 

2734 

0.5000 

4 

0026 

0.9998 

0287 

0.9953 

0272- 

0.97|/ 

1935 

-0.9037 

* 2734 

0.7734 

5 

0002 

1.0000 

0043 

0.9996 

0250 

0.9962 

0774 

0.98 f2 

1641 

0.9375 

6 

0000 

1.0000 

0004 

1.0000 

0036 

0.9998 

‘ 0172 

0.9984 

0547 

0.9922 

7 

0000 

1.0000 

0000 

1.0000 

0002 

1.0000 

0016 

1.0000 

0078 

1.0000 

0 

4305 

0.4305 

1678 

0.1678 

0576 

0.0576 

0168 

0.0168 

0039 

0.0039 

I 

3826 

0.8131 

3355 

0.5033 

1977 

0.2553 

0896 

0.1064 

0313 

0.0352 

2 

1488 

0.9619 

2936 

0.7969 

2965 

0.5518 

2090 

0.3154 

1094 

0.1445 

3 

0331 

0.9950 

1468 

0.9437 

2541 

0.8059 

2787 

0.5941 

21&8,.fc 

03633 

4 

0046 

0.9996 

0459 

0.98% 

1361 

0.9420 

2322 

0.8263 

2734 

0.6367 

5 

0004 

1.0000 

0092 

0.9988 

0467 

0.9887 

1239 

0.9502 

2188 

0.8555 

6 

m¡u 

IBKH 

0011 

0.9999 

0100 

0.9987 

0413 

0.9915 

1094 

0.9648 

7 

0000 

HUfl 

0001 

1.0000 

0012 

0.9999 

0079 

0.9993 

0313 

— 

8 

0000 

mi 

uai 

1.0000 

0001 

1.0000 

0007 

na 

0039 

■1 


8 
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Tabla A6. Distribución de Poisson 

Función de probabilidad f(x) ver (5), sección 23.6 y función de distribución F(x) 


1 



m 

ü 

H 






■ 

0. 


0. 


0. 


0. 


0. 


B 

9048 

0.9048 

8187 

0.8187 

7408 

0.7408 

6703 

0.6703 

6065 

0.6065 

i 

0905 

0.9953 

1637 

0.9825 

2222 

0.9631 

2681 


3033 

0.9098 

2 

0045 

0.9998 

0164 

0.9989 

0333 

0.9964 

0536 

0.9921 

0758 

0.9856 

3 

0002 

1.0000 

0011 

0.9999 

0033 

' 0.9997 

0072 

0.9992 

0126 

0.9982 

4 

0000 

1.0000 

0001 

1.0000 

0003 

1.0000 

0007 


0016 

0.9998 

5 







0001 

1.0000 

0002 

1.0000 


■ 

B[ 

Bl 



M 

ü 

m 





0. 


0. 


0. 


0. 


0. 


0 

5488 

0.5488 

4966 

0.4966 

4493 

0.4493 


0.4066 

3679 

0.3679 

1 

3293 


3476 

0.8442 

3595 

0.8088 

3659 

0.7725 

3679 

0.7358 

2 

0988 

BGSvJ 

1217 

0.9659 

1438 

0.9526 

1647 

0.9371 

1839 


3 

0198 



0.9942 

0383 

0.9909 

0494 

0.9865 

0613 

0.9810 

4 

0030 


0050 

0.9992 

0077 

0.9986 

0111 

0.9977 

0153 

0.9963 

5 

0004 

Bsa 

0007 

0.9999 

0012 

0.9998 

0020 

0.9997 

0031 

0.9994 

6 



0001 

1.0000 

0002 

1.0000 


1.0000 

0005 

0.9999 

7 












■ 



m 

= 2 

F(x) 

m 

= 3 

F{x) 


ll 


3 

</~¡ 

II 


0. 


0. 


0. 


0. 


0. 


0 

2231 

0.2231 

1353 

0.1353 

0498 

0.0498 

0183 

0.0183 

0067 

0.0067 

1 

3347 

0.5578 

2707 

0.4060 

1494 

0.1991 

0733 

0.0916 

0337 

0.0404 

2 

2510 

0.8088 

2707 

0.6767 

2240 

0.4232 

1465 

0.2381 

0842 

0.1247 

3 

1255 

0.9344 

1804 

0.8571 

2240 

0.6472 

1954 

0.4335 

1404 

0.2650 

4 

0471 

0.9814 

0902 

0.9473 

1680 

0.8153 

1954 

0.6288 

1755 

0.4405 

5 

0141 

0.9955 

0361 

0.9834 

1008 

0.9161 

1563 

0.7851 

1755 

0.6160 

6 

0035 

0.9991 

0120 

0.9955 

0504 

0.9665 

1042 

0.8893 

1462 

0.7622 

7 

0008 

0.9998 

0034 

0.9989 

0216 

0.9881 

0595 

0.9489 

1044 

0.8666 

8 

0001 

1.0000 

0009 


0081 

0.9962 

0298 

0.9786 

0653 

0.9319 

9 



0002 


0027 

0.9989 

0132 

0.9919 

0363 

0.9682 






0008 

0.9997 

0053 

0.9972 

0181 

0.9863 

11 





0002 

0.9999 

0019 

0.9991 

0082 

0.9945 

12 





0001 

1.0000 

0006 

0.9997 

0034 

0.9980. 

13 







0002 

0.9999 

0013 

0.9993* 

14 







0001 

1.0000 

0005 

0.9998 

15 









0002 

0.9999 

16 









0000 

1.0000 
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Tabla A8. Distribución normal 

Valores de z para valores dados de <I>(z) [ver (4), sección 23.7] y D(z) = O(z) - <J>(-z) 
Ejemplo: z = 0.279 si <t>(z) = 61%; z = 0.860 si D(z) = 61%. 


% 

m 

z ( D ) 

% 

zm 

z ( D ) 

% 

Z(<t>) 

Z ( D ) 

1 

- 2.326 

0.013 

41 

- 0.228 

0.539 

81 

0.878 

1.311 

2 

- 2.054 

0.025 

42 

- 0.202 

0.553 

82 

0.915 

1.341 

3 

- 1.881 

0.038 

43 

- 0.176 

0.568 

83 

0.954 

1.372 

4 

- 1.751 

0.050 

44 

- 0.151 

0.583 

84 

0.994 

1.405 

5 

- 1.645 

0.063 

45 

- 0 . 126 , 

0.598 

85 

1.036 

1.440 

6 

- 1.555 

0.075 

46 

- 0.100 

0.613 

86 

1.080 

1.476 

7 

- 1.476 

0.088 

47 

- 0.075 

0.628 

87 

1.126 

1.514 

8 

- 1.405 

0.100 

48 

- 0.050 

0.643 

88 

1.175 

1.555 

9 

- 1.341 

0.113 

49 

- 0.025 

0.659 

89 

1.227 

1.598 

10 

- 1.282 

0.126 

50 

0.000 

0.674 

90 

1.282 

1.645 

11 

- 1.227 

0.138 

51 

0.025 

0.690 

91 

1.341 

1.695 

12 

- 1.175 

0.151 

52 

0.050 

0.706 

92 

1.405 

1.751 

13 

- 1.126 

0.164 

53 

0.075 

0.722 

93 

1.476 

1.812 

14 

- 1.080 

0.176 

54 

0.100 

0.739 

94 

1.555 

1.881 

15 

- 1.036 

0.189 

55 

0.126 

0.755 

95 

1.645 

1.960 

16 

- 0.994 

0.202 

56 

0.151 

0.772 

% 

1.751 

2.054 

17 

- 0.954 

0.215 

57 

0.176 

0.789 

97 

1.881 

2.170 

18 

- 0.915 

0.228 

58 

0.202 

0.806 

97.5 

1.960 

2.241 

19 

- 0.878 

0.240 

59 

0.228 

0.824 

98 

2.054 

2.326 

20 

- 0.842 

0.253 

60 

0.253 

0.842 

99 

2.326 

2.576 

21 

- 0.806 

0.266 

61 

0.279 

0.860 

99.1 

2.366 

2.612 

22 

- 0.772 

0.279 

62 

0.305 

0.878 

99.2 

2.409 

2.652 

23 

- 0.739 

0.292 

63 

0.332 

0.896 

99.3 

2.457 

2.697 

24 

- 0.706 

0.305 

64 

0.358 

0.915 

99.4 

2.512 

2.748 

25 

- 0.674 

0.319 

65 

0.385 

0.935 

99.5 

2.576 

2.807 

26 

- 0.643 

0.332 

66 

0.412 

0.954 

99.6 

2.652 

2.878 

27 

- 0.613 

0.345 

67 

0.440 

0.974 

99.7 

2.748 

2.968 

28 

- 0.583 

0.358 

68 

0.468 

0.994 

99.8 

2.878 

3.090 

29 

- 0.553 

0.372 

69 

0.496 

1.015 

99.9 

3.090 

3.291 

30 

- 0.524 

0.385 

70 

0.524 

1.036 




31 

- 0.496 

0.399 

71 

0.553 

1.058 

99.91 

3.121 

3.320 

32 

- 0.468 

0.412 

72 

0.583 

1.080 

99.92 

3.156 

3.353 

33 

- 0.440 

0.426 

73 

0.613 

1.103 

99.93 

3.195 

3.390 

34 

- 0.412 

0.440 

74 

0.643 

1.126 

99.94 

3.239 

3.432 

35 

- 0.385 

0.454 

75 

0.674 

1.150 

99.95 

3.291 

3.481 

36 

- 0.358 

0.468 

76 

0.706 

1.175 

99 .% 

3.353 

3.540 

37 

- 0.332 

0.482 

77 

0.739 

1.200 

99.97 

3.432 

3.615 

38 

- 0.305 

0.496 

78 

0.772 

1.227 

99.98 

3.540 

3.719 

39 

- 0.279 

0.510 

79 

0.806 

1.254 

99.99 

3.719 

3.891 

40 

- 0.253 

0.524 

80 

0.842 

1.282 






Tabla A9. Dígitos aleatorios 

Ver la sección 24.2 


Renglón 

No. 

0 

1 

2 

Columna número 

3 4 5 

6 

7 

8 

9 

0 

87331 

82442 

28104 

26432 

83640 

17323 

68764 

84728 

37995 

96106 

1 

33628 

17364 

01409 

87803 

65641 

33433 

48944 

64299 

79066 

31777 

2 

54680 

13427 

72496 

16967 

16195 

96593 

55040 

53729 

62035 

66717 

3 

51199 

49794 

49407 

10774 

98140 

83891 

37195 

24066 

61140 

65144 

4 

78702 

98067 

61313 

91661 

59861 

54437 

77739 

19892 

54817 

88645 

5 

55672 

16014 

24892 

13089 

00410 

^81458 

76156 

28189 

40595 

21500 

6 

18880 

58497 

03862 

32368 

59320 

24807 

63392 

79793 

63043 

09425 

7 

10242 

62548 

62330 

05703 

33535 

49128 

66298 

16193 

55301 

01306 

8 

54993 

17182 

94618 

23228 

83895 

73251 

68199 

64639 

83178 

70521 

9 

22686 

50885 

16006 

04041 

08077 

33065 

35237 

02502 

94755 

72062 

10 

42349 

03145 

15770 

70665 

53291 

32288 

41568 

66079 

98705 

31029 

11 

18093 

09553 

39428 

75464 

71329 

86344 

80729 

40916 

18860 

51780 

12 

11535 

03924 

84252 

74795 

40193 

84597 

42497 

21918 

91384 

84721 

13 

35066 

73848 

65351 

53270 

67341 

70177 

92373 

17604 

42204 

60476 

14 

57477 

22809 

73558 

96182 

96779 

01604 

25748 

59553 

64876 

94611 

15 

48647 

33850 

52956 

45410 

88212 

05120 

99391 

32276 

55961 

41775 

16 

86857 

81154 

22223 

74950 

53296 

67767 

55866 

49061 

66937 

81818 

17 

20182 

36907 

94644 

99122 

09774 

29189 

27212 

79000 

50217 

71077 

18 

83687 

31231 

01133 

41432 

54542 

60204 

81618 

09586 

34481 

87683 

19 

81315 

12390 

46074 

47810 

90171 

36313 

95440 

77583 

28506 

38808 

20 

87026 

52826 

58341 

76549 

04105 

66191 

12914 

55348 

07907 

06978 

21 

34301 

76733 

07251 

90524 

21931 

83695 

41340 

53581 

64582 

60210 

22 

70734 

24337 

32674 

49508 

49751 

90489 

63202 

24380 

77943 

09942 

23 

94710 

31527 

73445 

32839 

68176 

53580 

85250 

53243 

03350 

00128 

24 

76462 

16987 

07775 

43162 

11777 

16810 

75158 

13894 

88945 

15539 

25 

14348 

28403 

79245 

69023 

34196 

46398 

05964 

64715 

11330 

17515 

26 

74618 

89317 

30146 

25606 

94507 

98104 

04239 

44973 

37636 

88866 

27 

99442 

19200 

85406 

45358 

86253 

60638 

38858 

44964 

54103 

57287 

28 

26869 

44399 

89452 

06652 

31271 

00647 

46551 

83050 

92058 

83814 

29 

80988 

08149 

50499 

98584 

28385 

63680 

44638 

91864 

96002 

87802 

30 

07511 

79047 

89289 

17774 

67194 

37362 

85684 

55505 

97809 

67056 

31 

49779 

12138 

05048 

03535 

27502 

63308 

10218 

53296 

48687 

61340 

32 

47938 

55945 

24003 

19635 

17471 

65997 

85906 

98694 

56420 

78357 

33 

15604 

06626 

14360 

79542 

13512 

87595 

08542 

03800 

35443 

52823 

34 

12307 

27726 

21864 

00045 

16075 

03770 

86978 

52718 

02693 

09096 

35 

02450 

28053 

66134 

99445 

91316 

25727 

89399 

85272 

67148 

78358 

36 

57623 

54382 

35236 

89244 

27245 

90500 

75430 

96762 

71968 

65838 

37 

91762 

78849 

93105 

40481 

99431 

03304 

21079 

86459 

21287 

76566 

38 

87373 

31137 

31128 

67050 

34309 

44914 

80711 

61738 

61498 

24288 

39 

67094 

41485 

54149 

86088 

10192 

21174 

39948 

67268 

29938 

32476 

40 

94456 

66747 

76922 

87627 

71834 

57688 

04878 

78348 

68970 

60048 

41 

68359 

75292 

27710 

86889 

81678 

79798 

58360 

39175 

75667 

65782 

42 

52393 

31404 

32584 

06837 

79762 

13168 

76055 

54833 

22841 

98889 

43 

59565 

91254 

11847 

20672 

37625 

41454 

86861 

55824 

79793 

74575 

44 

48185 

11066 

20162 

38230 

16043 

48409 

47421 

21195 

98(X)8 

57305 

45 

19230 

12187 

86659 

12971 

52204 

76546 

63272 

19312 

81662 

96557 

46 

84327 

21942 

81727 

68735 

89190 

58491 

55329 

96875 

19465 

89687 

47 

77430 

71210 

00591 

50124 

12030 

50280 

12358 

76174 

48353 

09682 

48 

12462 

19108 

70512 

53926 

25595 

97085 

03833 

59806 

12351 

64253 

49 

11684 

06644 

57816 

10078 

45021 

47751 

38285 

73520 

08434 

65627 
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Tabla A9. Dígitos aleatorios ( continuación ) 


Renglón 

No. 

0 

1 

2 

Columna número 

3 4 5 

6 

7 

8 

9 

50 

12896 

36576 

68686 

08462 

65652 

76571 

70891 

09007 

04581 

01684 

51 

59090 

05111 

27587 

90349 

30789 

50304 

70650 

06646 

70126 

15284 

52 

42486 

67483 

65282 

19037 

80588 

73076 

41820 

46651 

40442 

40718 

53 

88662 

03928 

03249 

85910 

97533 

88643 

29829 

21557 

47328 

36724 

54 

69403 

03626 

92678 

53460 

15465 

83516 

54012 

80509 

55976 

46115 

55 

56434 

70543 

38696 

98502 

32092 

95505 

62091 

39549 

30117 

98209 

56 

58227 

62694 

42837 

29183 

11393 

68463 

*25150 

86338 

95620 

39836 

57 

41272 

94927 

15413 

40505 

33123 

63218 

72940 

98349 

57249 

40170 

58 

36819 

01162 

30425 

15546 

16065 

68459 

35776 

64276 

92868 

07372 

59 

31700 

66711 

26115 

55755 

33584 

18091 

38709 

57276 

74660 

90392 

60 

69855 

63699 

36839 

90531 

97125 

87875 

62824 

03889 

12538 

24740 

61 

44322 

17569 

45439 

41455 

34324 

90902 

07978 

26268 

04279 

76816 

62 

62226 

36661 

87011 

66267 

78777 

78044 

40819 

49496 

39814 

73867 

63 

27284 

19737 

98741 

72531 

52741 

26699 

98755 

19657 

08665 

16818 

64 

88341 

21652 

94743 

77268 

79525 

44769 

66583 

30621 

90534 

62050 

65 

53266 

18783 

51903 

56711 

38060 

69513 

61963 

80470 

88018 

86510 

66 

50527 

49330 

24839 

42529 

03944 

95219 

88724 

37247 

84166 

23023 

67 

15655 

07852 

77206 

35944 

71446 

30573 

19405 

57824 

23576 

23301 

68 

62057 

22206 

03314 

83465 

57466 

10465 

19891 

32308 

01900 

67484 

69 

41769 

56091 

19892 

96253 

92808 

45785 

52774 

49674 

68103 

65032 

70 

25993 

72416 

44473 

41299 

93095 

17338 

69802 

98548 

02429 

85238 

71 

22842 

57871 

04470 

37373 

34516 

04042 

04078 

35336 

34393 

97573 

72 

55704 

31982 

05234 

22664 

22181 

40358 

28089 

15790 

33340 

18852 

73 

94258 

18706 

09437 

96041 

90052 

80862 

20420 

24323 

11635 

91677 

74 

74145 

20453 

29657 

98868 

56695 

53483 

87449 

35060 

98942 

62697 

75 

88881 

12673 

73961 

89884 

73247 

97670 

69570 

88888 

58560 

72580 

76 

01508 

56780 

52223 

35632 

73347 

71317 

46541 

88023 

36656 

76332 

77 

92069 

43000 

23233 

06058 

82527 

25250 

27555 

20426 

60361 

63525 

78 

53366 

35249 

02117 

68620 

39388 

69795 

73215 

01846 

16983 

78560 

79 

88057 

54097 

49511 

74867 

32192 

90071 

04147 

46094 

63519 

07199 

80 

85492 

82238 

02668 

91854 

86149 

28590 

77853 

81035 

45561 

16032 

81 

39453 

62123 

69611 

53017 

34964 

09786 

24614 

49514 

01056 

18700 

82 

82627 

98111 

93870 

56%9 

69566 

62662 

07353 

84838 

14570 

14508 

83 

61142 

51743 

38209 

31474 

96095 

15163 

54380 

77849 

20465 

03142 

84 

12031 

32528 

61311 

53730 

89032 

16124 

58844 

35386 

45521 

59368 

85 

31313 

59838 

29147 

76882 

74328 

09955 

63673 

96651 

53264 

29871 

86 

50767 

41056 

97409 

44376 

62219 

35439 

70102 

99248 

71179 

26052 

87 

30522 

95699 

84966 

26554 

24768 

72247 

84993 

85375 

92518 

16334 

88 

74176 

19870 

89874 

64799 

03792 

57006 

57225 

36677 

46825 

14087 

89 

17114 

93248 

37065 

91346 

04657 

93763 

92210 

43676 

44944 

75798 

90 

53005 

11825 

64608 

87587 

05742 

31914 

55044 

41818 

29667 

77424 

91 

31985 

81539 

79942 

49471 

46200 

27639 

94099 

42085 

79231 

03932 

92 

63499 

60508 

77522 

15624 

15088 

78519 

52279 

79214 

43623 

69166 

93 

30506 

42444 

99047 

66010 

91657 

37160 

37408 

85714 

21420 

809% 

94 

78248 

16841 

92357 

10130 

68990 

38307 

61022 

56806 

81016 

38511 

95 

649% 

84789 

50185 

32200 

64382 

29752 

11876 

00664 

54547 

62597 

% 

11963 

13157 

09136 

01769 

30117 

71486 

80111 

09161 

08371 

71749 

97 

44335 

91450 

43456 

90449 

18338 

19787 

31339 

60473 

06606 

89788 

98 

42277 

11868 

44520 

01113 

11341 

11743 

97949 

49718 

99176 

42006 

99 

77562 

18863 

58515 

90166 

78508 

14864 

19111 

57183 

85808 

59385 



TABLAS 695 

Tabla Al 0. Distribución t 

Valores de z para valores dados de la función de distribución F(z) ( V er la página 728) 
Ejemplo: Para 9 grados de libertad, z = 1.83 cuando F(z) = 0.95. 





TABLAS 


Tabla Al 1. Distribución ji cuadrada 

Valores de z para valores dados de la función de distribución F{z) (ver la página 730) 
Ejemplo: Para 3 grados de libertad, z = 11.34 cuando F(z) = 0.99. 


Número de grados de libertad 



7.81 9.49 

9.35 11.14 

11.34 13.28 

12.84 14.86 1 16.75 




2.59 14.07 

4.45 16.01 

6.81 18.48 

8.55 20.28 


16.92 18.31 

19.02 20.48 

21.67 23.21 

23.59 25.19 


Número de grados de libertad 



11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

2.60 

3.07 

3.57 

4.07 

4.60 

5.14 

5.70 

6.26 

6.84 

7.43 

3.05 

3.57 

4.11 

4.66 

5.23 

5.81 

6.41 

7.01 

7.63 

8.26 

3.82 

4.40 

5.01 

5.63 

6.26 

6.91 

7.56 

8.23 

8.91 

9.59 

4.57 

5.23 

5.89 

6.57 

7.26 

7.96 

8.67 

9.39 

10.12 

10.85 

19.68 

21.03 

22.36 

23.68 

25.00 

26.30 

27.59 

28.87 

30.14 

31.41 

21.92 

23.34 

24.74 

26.12 

27.49 

28.85 

30.19 

31.53 

32.85 

34.17 

24.73 

26.22 

27.69 

29.14 

30.58 

32.00 

33.41 

34.81 

36.19 

37.57 

26.76 

28.30 

29.82 

31.32 

32.80 

34.27 

35.72 

37.16 

38.58 




Número de grados de libertad 





F(z) 

40 

50 : 

¡ 

60 

70 

3.005 

20.7 

28.0 

35.5 

43.3 

3.01 

22.2 

29.7 

37.5 i 

45.4 

3.025 

24.4 

32.4 

40.5 

48.8 

3.05 

26.5 

34.8 

43.2 

51.7 

3.95 

55.8 

67.5 

79.1 

90.5 

3.975 

59.3 

71.4 

83.3 

95.0 

3.99 

63.7 

76.2 

88.4 

■time» 

0.995 

66.8 

79.5 

92.0 

m 


En la ultima columna, h 


41.3 42.6 

44.5 45.7 

48.3 49.6 

51.0 52.3 


Número de grados de libertad 

70 80 90 100 >100 (Aproximación) 


\{h - 2.58) 2 
\{h - 2.33) 2 
h{h - 1.96) 2 
h(h - 1.64) 2 

h(h + 1.64)2 
\{h + 1.96) 2 
i(h + 2.33) 2 
\{h + 2.58)2 


en donde m es el número de grados de libertad. 
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Tabla Al2. Distribución Fcon (/n, n) grados de libertad 

Valores de z para los cuales la función de distribución F(z) [ver (13), sección 24.7] 
tiene el valor 0.95 

Ejemplo: Para (7, 4) grados de libertad, z = 6.09 si F(z) = 0.95. 
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Tabla Al 2. Distribución Fcon (m, n) grados de libertad (continua 

Valores de z para los cuales la función de distribución F(z) [ver (13), secció; 
tiene el valor 0.95 


m = 10 m = 15 

242 246 

19.4 19.4 

8.79 8.70 

5.% 5.86 

4.74 4.62 


m — 20 \ m — 30 \ m - 40 \ m = 50 m = 100 


248 

19.4 

8.66 

5.80 

4.56 


250 

19.5 

8.62 

5.75 

4.50 


251 

19.5 

8.59 

5.72 

4.46 


252 

19.5 

8.58 

5.70 

4.44 


253 254 

19.5 19.5 

8.55 8.53 

5.66 5.63 

4.41 4.37 


00 
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Tabla Al2. Distribución Fcon (m, n) grados de libertad ( continuación) 

Valores de z para los cuales la función de distribución F(z) [ver (13), sección 24.7] 
tiene el valor 0.99 


n 

rn = 1 

PHI 

EtBI 

pm 
BB1 

m — 4 

m = 5 

■M 

EH9 

m ~ 1 

m = 8 

m = 9 

1 


4999 

5403 

5625 

5764 

5859 

5928 

5982 

6022 

2 

98.5 

99.0 

99.2 

99.3 

99.3 

99.3 

99.4 

99.4 

99.4 

3 

34.1 

30.8 

29.5 

28.7 

28.2 

27.9 

27.7 

27.5 

27.3 

4 

21.2 


16.7 

16.0 

15.5 

15.2 

15.0 

14.8 

14.7 

5 

16.3 

13.3 

12.1 

11.4 

11.0 

10.7 

10.5 

10.3 

10.2 

6 

13.7 

10.9 

9.78 

9.15 

* 

8.75 

8.47 

8.26 

8.10 

7.98 

7 

12.2 

9.55 

8.45 

7.85 

7.46 

7.19 

6.99 

6.84 

6.72 

8 

11.3 

8.65 

7.59 

7.01 

6.63 

6.37 

6.18 

6.03 

5.91 

9 

10.6 

8.02 

6.99 

6.42 

6.06 

5.80 

5.61 

5.47 

5.35 

10 

10.0 

7.56 

6.55 

5.99 

5.64 

5.39 

5.20 

5.06 

4.94 

11 

9.65 

7.21 

6.22 

5.67 

5.32 

5.07 

4.89 

4.74 

4.63 

12 

9.33 

6.93 

5.95 

5.41 

5.06 

4.82 

4.64 

4.50 

4.39 

13 


6.70 

5.74 

5.21 

4.86 

4.62 

4.44 

4.30 

4.19 

14 

8.86 

6.51 

5.56 

5.04 

4.70 

4.46 

4.28 

4.14 

4.03 

15 

8.68 

6.36 

5.42 

4.89 

4.56 

4.32 

4.14 

4.00 

3.89 

16 

8.53 

6.23 

5.29 

4.77 

4.44 

4.20 

4.03 

3.89 

3.78 

17 

8.40 

6.11 

5.18 

4.67 

4.34 

4.10 

3.93 

3.79 

3.68 

18 

8.29 

6.01 

5.09 

4.58 

4.25 

4.01 

3.84 

3.71 

3.60 

19 

8.18 

5.93 

5.01 

4.50 

4.17 

3.94 

3.77 

3.63 

3.52 


8.10 

5.85 

4.94 

4.43 

4.10 

3.87 

3.70 

3.56 

3.46 

1 

22 

7.95 

5.72 

4.82 

4.31 

3.99 

3.76 

3.59 

3.45 

3.35 

24 

7.82 

5.61 

4.72 

4.22 

3.90 

3.67 

3.50 

3.36 

3.26 

26 

7.72 

5.53 

4.64 

4.14 

3.82 

3.59 

3.42 

3.29 

3.18 

28 

7.64 

5.45 

4.57 

4.07 

3.75 

3.53 

3.36 

3.23 

3.12 

30 

7.56 

5.39 

4.51 

4.02 

3.70 

3.47 

3.30 

3.17 

3.07 

32 

7.50 

5.34 

4.46 

3.97 

3.65 1 

3.43 

3.26 

3.13 ^ 

3.02 

34 

7.44 

5.29 

4.42 

3.93 

3.61 

3.39 

3.22 

3.09 

2.98 

36 

7.40 

5.25 

4.38 

3.89 

3.57 

3.35 

3.18 

3.05 

2.95 

38 

7.35 

5.21 

4.34 

3.86 

3.54 

3.32 

3.15 

3.02 

2.92 

40 

7.31 

5.18 

4.31 

3.83 

3.51 

3.29 

3.12 

2.99 

2,89 

50 

7.17 


4.20 

3.72 

3.41 

3.19 

3.02 

2.89 

2.79 

60 

7.08 

4.98 

4.13 

3.65 

3.34 

3.12 

2.95 

2.82 

2.72 

70 

7.01 

4.92 

4.08 

3.60 

3.29 

3.07 

2.91 

2.78 

2.67 

80 

6.96 

4.88 

4.04 

3.56 

3.26 

3.04 

2.87 

2.74 

2.64 

90 

6.93 

4.85 

4.01 

3.54 

3.23 

3.01 

2.84 

2.72 

2.61 

100 

6.90 

4.82 

3.98 

3.51 

3.21 

2.99 

2.82 

2.69 

2.59 


6.81 

4.75 

3.92 

3.45 

3.14 

2.92 

2.76 

2.63 

2.53 


6.76 

4.71 

3.88 

3.41 

3.11 

2.89 

2.73 

2.60 

2.50 

1000 

6.66 

4.63 

3.80 

3.34 

3.04 

2.82 

2.66 

2.53 

2.43 

00 

6.63 

4.61 

3.78 

3.32 

3.02 

2.80 

2.64 

2.51 

2.41 
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Tabla Al3. Función de distribución F(x) = P(T x) de la variable aleatoria 
T en la sección 24.11 

Si n = 3, entonces F( 2) = 1 - 0.167 = 0.833. 

Si n = 4, entonces F(3) = 1 - 0.375 = 0.625, F( 4) = 1 - 0.167 = 0.833, etc. 


o. 

0 167 

1 500 


i n 

x = 20 

0 . 

50 001 

51 002 

52 002 

53 003 

54 004 

55 005 

56 006 

57 007 

58 008 

59 010 

60 012 

61 014 

62 017 

63 020 

64 023 

65 027 

66 032 

67 037 

68 043 

69 049 

70 056 

71 064 

72 073 

73 082 

74 093 

75 104 

76 117 

77 130 

78 144 

79 159 

80 176 

81 193 

82 211 

83 230 

84 250 

85 271 

86 293 

87 315 

88 339 

89 362 

90 387 

91 411 

92 436 

93 462 

94 487 


0 . 

0 042 

1 167 

2 375 


0 . 

43 001 

44 002 

45 002 

46 003 

47 003 

48 004 

49 005 

50 006 

51 008 

52 010 

53 012 

54 014 

55 017 

56 021 

57 025 

58 029 

59 034 

60 040 

61 047 

62 054 

63 062 

64 072 

65 082 

66 093 

67 105 

68 119 

69 133 

70 149 

71 166 

72 184 

73 203 

74 223 

75 245 

76 267 

77 290 

78 314 

79 339 

80 365 

81 391 

82 418 

83 445 

84 473 

85 500 


0 . 

0 008 

1 042 

2 117 

3 242 

4 408 


n 

x =18 

0 . 

38 001 

39 002 

40 003 

41 003 

42 004 

43 005 

44 007 

45 009 

46 011 

47 013 

48 016 

49 020 

50 024 

51 029 

52 034 

53 041 

54 048 

55 056 

56 066 

57 076 

58 088 

59 100 

60 115 

61 130 

62 147 

63 165 

64 184 

65 205 

66 227 

67 250 

68 275 

69 300 

70 327 

71 354 

72 383 

73 411 

74 441 

75 470 

76 500 


n 

x =6 

0 . 

0 001 
1 008 
2 028 

3 068 

4 136 

5 235 

6 360 

7 500 


0 . 

32 001 

33 002 

34 002 

35 003 

36 004 

37 005 

38 007 

39 009 

40 011 

41 014 

42 017 

43 021 

44 026 

45 032 

46 038 

47 046 

48 054 

49 064 

50 076 

51 088 

52 102 

53 118 

54 135 

55 154 

56 174 

57 196 

58 220 

59 245 

60 271 

61 299 

62 328 

63 358 

64 388 

65 420 

66 452 

67 484 


2 00 ^ 

3 015 

4 035 

5 068 

6 119 

7 191 

8 281 

9 386 

10 500 


n 

x =16 

0 . 

27 001 

28 002 

29 002 

30 003 

31 004 

32 006 

33 008 

34 010 

35 013 

36 016 

37 021 

38 026 

39 032 

40 039 

41 048 

42 058 

43 070 

44 083 

45 097 

46 114 

47 133 

48 153 

49 175 

50 199 

51 225 

52 253 

53 282 

54 313 

55 345 

56 378 

57 412 

58 447 

59 482 


0 . 

2 001 

3 003 

4 007 

5 016 

6 031 

7 054 

8 089 

9 138 

10 199 

11 274 

12 360 

13 452 


n 

jc =15 

0 . 

23 001 

24 002 

25 003 

26 004 

27 006 

28 008 

29 010 

30 014 

31 018 

32 023 

33 029 

34 037 

35 046 

36 057 

37 070 

38 084 

39 101 

40 120 

41 141 

42 164 

43 190 

44 218 

45 248 

46 279 

47 313 

48 349 

49 385 

50 423 

51 461 

52 500 


0 . 

4 001 

5 003 

6 006 

7 012 

8 022 

9 038 

10 060 

11 090 

12 130 

13 179 

14 238 

15 306 

16 381 

17 460 


n 

jc =10 

0 . 

6 001 

7 002 

8 005 

9 008 

10 014 

11 023 

12 036 

13 054 

14 078 

15 108 

16 146 

17 190 

18 242 

19 300 

20 364 

21 431 

22 500 


0 . 

8 001 

9 002 

10 003 

11 005 

12 008 

13 013 

14 020 

15 030 

16 043 

17 060 

18 082 

19 109 

20 141 

21 179 

22 223 

23 271 

24 324 

25 381 

26 440 

27 500 


18 

001 

JC 

= 13 



19 

002 





20 

002 


0 . 


n 

21 

003 

14 

001 

JC 

= 12 

22 

005 

15 

001 



23 

007 

16 

002 


0 . 

24 

010 

17 

003 

11 

001 

25 

013 

18 

005 

12 

002 

26 

018 

19 

007 

13 

003 

27 

024 

20 

011 

14 

004 

28 

031 

21 

015 

15 

007 

29 

040 

22 

021 

16 

010 

30 

051 

23 

029 

17 

016 

31 

063 

24 

038 

18 

022 

32 

079 

25 

050 

19 

031 

33 

096 

26 

064 

20 

043 

34 

117 

27 

082 

21 

058 

35 

140 

28 

102 

22 

076 

36 

165 

29 

126 

23 

098 

37 

194 

30 

153 

24 

125 

38 

225 

31 

184 

25 

155 

39 

259 

32 

218 

26 

190 

40 

295 

33 

255 

27 

230 

41 

334 

34 

295 

28 

273 

42 

374 

35 

338 

29 

319 

43 

415 

36 

383 

30 

369 

44 

457 

37 

429 

31 

420 

45 

500 

38 

476 

32 

473 
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media, 290 
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Cosecante, 202, 661 ,8 ¡ 9 
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353 

de una variable real, 659, 87i 
hiperbólico, 204, 661, 8¡9 
integral del, 665, 823, 688, 838 
Cotangente, 202 
Coulomb, 61 
ley de, 532 

Covariancia, 700 , 767 
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(. x n ) r = nx n ” 1 
{e x Y = e x 
(a x Y = a x \n a 
(sen x) f = eos x 
(eos x)' - — senx 
(tan xY = sec 2 x 
(cotx)' = — esc 2 x 
(senh x)' = cosh x 
(cosh xY — senh x 


(\nxY = - 

x 


, = log a g 

X 


(log a x) = — 
(are sen x)' «f 


(are eos x)' = - 

(are tan x)' = — 
(are cot x)' = — 


1 + x 2 

1 

1 + x : 


Integración 

Juv dx = uv - f u v dx 

/ x n + i 

x n dx = -- + e («# -1) 

n + 1 

J - dx — ln |x| + e 

f e ax dx — - e ax + c 
J a 

J sen x dx = - eos x + e 
j eos x dx = sen x + c 
j tan x dx = - ln |cos x| + c 

J cot x dx - ln |sen x| + e 

j sec x dx = ln |sec x + tan x| + c 

J ese x dx = ln |csc x - cot x| + c 

f dx 1 x 

I -«-« = - are tan - + c 

J x ¿ + a z a a 

/ dx x 

— ;■ ■ = are sen —l-c 

Va 2 - jc 2 o 

/ dx _, x 

-. = senh —he 

Vx 2 + a 2 a 

í dx . x 

| — . = COSh 1 “ + C 

J \/v-2 ,,2 a 


x n dx ~ -- + e (/? ^ - 1) 

n + 1 


dx — ln Ixl + e 


dx — sen x + c 


a 2 - x 2 


x 2 + a 2 


- are tan —he 

a a 

x 

— are sen —he 

a 


— 1 

senh —he 


x 2 - a 2 


= cosh 1 - + e 
a 


J sen 2 x dx = \x - \ sen 2x + e 

J eos 2 x dx = \x + \ sen 2x + e 

j tan 2 x dx = tan x - x + e 

j cot 2 x dx — -cot x - x + e 

J^ln x í/x = x ln x — x + e 
J e ax sen bx dx 


e ax sen bx dx 
e ax 

a 2 + b 2 
e ax eos bx dx 
e ax 

a 2 + b 2 


(a sen bx — b eos bx) 4- e 


(a eos bx + b sen bx) + c 



Algunas constantes 

e = 2.71828 18284 59045 23536 
V = 1.64872 12707 00128 14685 
é?2 = 7.38905 60989 30650 22723 

t r = 3.14159 26535 89793 23846 
7T 2 = 9.86960 44010 89358 61883 
Vr = 1.77245 38509 05516 02730 


Coordenadas polares 


lOg 10 V « 
ln 7r = 
log 10 e ’ 

ln 10 = 

V = 
^2 = 

V3 = 
= 

ln 2 = 
ln 3 = 


0.49714 98726 94133 85435 

1:44472 98858 49400 17414 
0.43429 44819 03251 82765 

2.30258 50929 94045 68402 


1.41421 35623 
1.25992 10498 
1.73205 08075 
1.44224 95703 
0.69314 71805 
1.09861 22886 


73095 04880 
94873 16477 
68877 29353 
07408 38232 
59945 30942 
68109 69140 


I o 
I rad 


= 0.57721 56649 01532 86061 

= -0.54953 93129 81644 82234 
(see Sec. 5.7) 

= 0.01745 32925 19943 29577 rad 
= 57.29577 95130 82320 87680° 

= 57°17'44.806" 


x = f eos 6 


y = r sen 6 


r = V x 2 4- y 2 


6 = are tan 


dx dy = r dr dO 


Series 


= 2 (M < 0 


sen x = 2 


eos x = X 


( _ j 'j 771^2171 +- 1 

(2/n + 1)! 


(— \ ) m x 2m 


(2 m)\ 


” x m 


ln (1 - x) = - 2 — (W < 1) 

m = 0 m 

® (_ nm r 2m + l 

are tixn x = 2 —;—\ i (M < 
n 2 m + 1 

m = 0 


Alfabeto griego 

Alpha v 


Vectores 


a«b = + a 2^2 + ^3^3 


Gamma 


5, A Delta 


Omicron 


Epsilon 

Zeta 


0, , 0 Theta 


c t , X Sigma 


v, Y Upsilon 


a x b = a x a 2 a 3 

b y b. ¿ b. ¿ 


grad/ = V / = 7 i + f j + ^7 k 

0jc dy dz 

do, di\> du 3 

di vv = V.v = 7+ 7 + 7 

dx dy dz 


*/>, <I> Fhi 


k Kappa * Chi 
A, A I.umbela V'» Psi 


Rot v — V X v 




Mu 


w, ü Omega 




Obra complementaria: 

MATEMÁTICAS AVANZADAS PARA INGENIERÍA 
Volumen II 

• Series e integrales y transformadas de Fourier 

• Ecuaciones diferenciales parciales 

• Números complejos. Funciones analíticas complejas 

• Integración compleja 

• Series de potencias, series de Taylor, series de Laurent 

• Integración por el método de residuos 

• Mapeo conforme 

• Análisis complejo aplicado a la teoría del potencial 

• Métodos numéricos en general 

• Métodos numéricos en álgebra lineal 

• Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales 

• Optimización no restringida, programación lineal 

• Gráficas y optimización combinatoria 

• Teoría de probabilidad 

• Estadística matemática 
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